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Abgabeschluss ist Dienstag, der 2.5.2017, 10 Uhr

(in den Ubungsbriefkasten “Funktionalanalysis” im Studierendenarbeitsraum)

Aufgabe 1 (2 Punkte):
Zeigen Sie, dass C ([a,b]) := {u : [a,b] — C | u stetig} mit dem Skalarprodukt

b

(f.g) = / f(2)g(x) da

a

kein Hilbertraum ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte):
Es bezeichne B, := {x = (z1,...,7,) € R" | Y.I', 2? < 1} die n-dimensionale Einheitskugel in

=11
der euklidischen Norm. Zeigen Sie, dass fiir deren Volumen

|3

Vol (B,,) =

INIER N
+

I (

1)

gilt und untersuchen Sie das Verhalten fiir n — oo.

Hinweis: Ein moglicher Ansatz ist die Berechnung des Integrals fRn el dz.

Aufgabe 3 (247 = 9 Punkte): Ziel dieser Aufgabe ist der Beweis von Lemma 1.1.
(a) Beweisen Sie Lemma 1.1 fiir stetige Funktionen, d. h. zeigen Sie:
Sei 2 C R™ offen. Gilt fiir eine stetige Funktion v € C'(Q2) und alle ¢ € C§°(2)

so folgt u = 0.
(b) Sei Q C R" offen und beschrinkt. L*(2) kann man definieren als die Vervollstéindigung des

Raumes C(£2) beziiglich des Skalarproduktes

(4, 0) 12 = /Q u(@)o(z) dz .



(Damit ergibt sich, dass man alle L*(2)-Funktionen beziiglich der L*-Norm ||u||y := +/(u, u) 2
durch stetige Funktionen approximieren kann.) Beweisen Sie eine leicht abgeschwéchte Form
von Lemma 1.1, indem Sie folgende Aquivalenzen zeigen:

Fiir u € L*(Q) sind dquivalent:

(i) Firalle p € C.(Q) = {p € C(Q) ; ¢ hat kompakten Triger in Q} gilt [, u(z)p(z) dv =
0.

(ii) Fiir alle messbaren Mengen E C Q mit E C € gilt

/udx:()
E

(iii) Fiir alle messbaren Mengen E C ) gilt
/ udr =0
E

u(z) =0 f.i.

Hinweis: Hier geniigt es zu wissen, dass eine Menge E messbar ist, wenn es eine Folge
von Borelmengen (d.h. Mengen die sich als abzahlbare Vereinigung, Schnitt und Kom-
plementbildung von offenen Mengen ergeben) gibt, die f.1i. gegen E konvergiert. Fiir
eine L?(Q)-Funktion u sind die Mengen auf denen u grofer, kleiner oder gleich null ist,
messbar.

Fiir den Beweis der Aquivalenzen konnten der Satz von der majorisierten Konvergenz
und die Tatsache, dass jede L?-konvergente Folge eine f. ii. konvergente Teilfolge enthilt,
hilfreich sein.

Aufgabe 4 (5 Punkte):

Welche der folgenden auf dem Intervall (0,1) definierten Funktionen liegt in W*'2(0, 1)? Begriin-
den Sie Thre Entscheidung.

(a) f(z) =

NI N

222 wenn r <
1—2z wennx >

0 wenn x <

1 wenn z >

N N

1 wennze@Q
0 wennzeR\Q

Informationen zur Vorlesung und den Ubungen gibt es auf der Veranstaltungshomepage (auf
der Internetseite des Lehrstuhls Kawohl verlinkt unter “Lehre”):

http://www.mi.uni-koeln.de/mi/Forschung/Kawohl/1717SS /FA .html




