MATHEMATISCHE UNTERHALTUNGEN

102

GEOMETRIE

Ein Mittel gegen

nachbarliche Neugier

Wer den Durchblick durch sein Grundstiick wirksam und
preiswert verhindern will, gerat an ein bislang ungelds-

tes Problem der Geometrie.

Von lan Stewart

Die kombinatorische Geometrie bie-

tet eine Fiille leicht zu erklirender,
gleichwohl noch ungeléster Probleme
folgenden Typs: Finde eine Anordnung
von Geraden, Kurven oder anderen geo-
metrischen Objekten, die eine bestimm-
te Anforderung auf die sparsamste Weise
erfiillen. So zum Beispiel das Problem
vom blickdichten Quadrat (opague
square problem), das ich — mitsamt den
hier vorgestellten Losungen — Bernd Ka-
wohl verdanke, einem Mathematikpro-
fessor an der Universitit zu Koln.
Stellen Sie sich den Besitzer eines
quadratischen Grundstiicks vor, der ein
etwas merkwiirdiges Ziel verfolgt: Er
selbst ist nicht unbedingt unkommuni-
kativ, aber er mochte unter allen Umstin-
den verhindern, dass zwei seiner Nach-
barn iiber sein Grundstiick hinweg mit-
einander Blickkontakt aufnehmen. Also
stellt er einen Sichtschutzzaun auf sein
Gelinde, und es macht ihm {iberhaupt
nichts aus, dadurch seine eigene Bewe-
gungstreiheit einzuschrinken. Aber gei-
zig ist er, wie bei solchen Problemen iib-
lich. Gesucht ist also nach dem kiirzesten
Zaun, der das Quadrat blickdicht macht.
Er darf beliebig kompliziert sein, krumm-
linig oder verzweigt, und auch aus meh-
reren getrennten Teilstlicken bestehen.
Die nahe liegendste Losung besteht
darin, das ganze Gelinde rundum einzu-

zaunen (Bild links, #). Sie ist allerdings
sehr aufwendig: Vier Kilometer Zaun
sind erforderlich, wenn das Quadrat eine
Seitenlﬁ,nge von einem Kilometer hat.
Schon nach kurzem Nachdenken stellt
sich heraus, dass man eine der vier Zaun-
seiten schadlos weglassen kann, was die
Gesamtlinge immerhin auf drei Kilome-
ter vermindert (4). Das ist bereits der
kiirzestmogliche Zaun, wenn wir darauf
bestehen, dass er aus einem einzigen, un-
verzweigten Stiick besteht. Warum? Wil
in jeder Ecke des Quadrats ein Stiick
Zaun enden muss, sonst konnten die
Nachbarn doch tiber einen kleinen Zipfel
des Grundstiicks hinwegschauen. Und
die kiirzeste — gerade oder gekriimmte —
Linie, die alle vier Ecken enthilt, ist der
Dreiseitenzaun.

Ein blickdichter Zaun steht jeder

(geraden) Sichtlinie, die durch eine
gegebene Figur verlauft, im Wege. Wenn
die Figur ein Quadrat ist, sind der Rund-
umzaun (&) und auch noch der dreiseitige
Zaun (b) blickdicht; aber ein Steiner-
baum-Zaun (c¢) und ein zweiteiliger Zaun
(d) sind bei gleicher Wirkung kiirzer. Fir
das gleichseitige Dreieck ist der kiirzeste
blickdichte Zaun ebenfalls ein Steiner-
baum (e). Fur das regelmaRRige Flunfeck (f)
und Sechseck (g) sind die besten bekann-
ten Losungen dreiteilig.
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Sowie der Zaun allerdings mehr als
eine Kurve enthalten darf, kann man an
der Linge noch sparen. Der Zaun in Bild
¢ ist 1+V3 (ungetihr 2,732) Kilometer
lang. Es handelt sich um einen so genann-
ten Steinerbaum: das kiirzeste Verbin-
dungsnetz zwischen den vier Eckpunkten
(Spektrum der Wissenschaft 4/1995, S.
10). Alle seine Teile treffen sich unter
Winkeln von 120 Grad, sonst wire der
Baum nicht minimal; denn einen Baum
mit anderen Winkeln konnte man so de-
formieren, dass er insgesamt kiirzer wird.

Einen kiirzeren Zaun als den Steiner-
baum gibt es nicht, wenn der Zaun zu-
sammenhingend sein soll. Wenn er aller-
dings aus mehreren Stiicken bestehen
darf, kommt man mit 2,639 Kilometern
Gesamtlinge aus (). Die drei Strecken
in der oberen Bildhilfte treffen sich wie-
der unter 120 Grad. Allgemein glaubt
man, dass dies der kiirzeste blickdichte
Zaun fir ein Quadrat ist — aber bewiesen
hat das noch niemand.

Es ist noch nicht einmal sicher, ob es
tiberhaupt einen kiirzesten blickdichten
Zaun gibt. Vielleicht ist es ja moglich,
den Zaun immer weiter zu verkiirzen, in-
dem man ihn immer komplizierter

macht. Man kann zwar beweisen, dass es
einen Zaun minimaler Linge geben
muss, wenn die Anzahl seiner Teilstiicke
vorgeschrieben ist; dazu muss man diesen
Zaun nicht unbedingt konstruieren kén-
nen. Aber es ist nicht bekannt, ob die
Linge dieses minimalen Zaunes mit zu-
nehmender Stiickzahl immer weiter ab-
nimmt oder ob gar ein Zaun aus
unendlich vielen Komponenten jeden
endlichteiligen unterbieten wiirde. Diese
Maoglichkeiten scheinen zwar sehr un-
wahrscheinlich, sind aber bislang nicht
ausgeschlossen worden.

Das optimale Durchblickhindernis

Unter der Bedingung, dass es hochstens
zwei leilstlicke sein diirfen, hat Kawohl
einen sehr schonen Beweis fiir die Opti-
malitdt der Losung & gegeben. Er zeigt
zunichst, dass eine Komponente drei
Ecken des Quadrats enthalten muss und
die andere die vierte. Wenn nimlich die
beiden Teilzdune die Ecken gerecht unter
sich aufteilen wiirden — einer die linken,
der andere die rechten —, dann miissten
beide irgendwie so in die Mitte ragen,
dass auch dort der Blick versperrt wird.
Wie man mit einigen weiteren Argumen-
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ten zeigen kann, wiirde dadurch die Ge-
samtlinge grofSer, als wenn man einen
Punkt in der Mitte mit allen vier Ecken
verbinden wiirde, und damit sicher nicht
mehr optimal. Zweitens muss die Kom-
ponente, die fiir die drei Ecken verant-
wortlich ist, der Steinerbaum zu diesen
drei Punkten sein. Die konvexe Hiille
dieses Gebildes — das heifdt die kleinste
konvexe Figur, in der es enthalten ist — ist
das Dreieck aus den drei Eckpunkten,
sprich von dem diagonal zerschnittenen
Quadrat die linke obere Hilfte. Die zwei-
te Komponente des Zauns ist dann die
kiirzeste Linie, welche die vierte Quadrat-
ecke mit diesem Dreieck verbindet: das
Stiick Diagonale von der Ecke bis zum
Mittelpunkt des Quadrats.

Was weif$ man iiber anders geformte
Grundstiicke? Fiir ein gleichseitiges Drei-
eck ist der kiirzeste blickdichte Zaun der
Steinerbaum zu den drei Ecken (¢). Fiir
das regelmiflige Fiinfeck ist die beste be-
kannte Losung dreiteilig ( f/): ein Stei-
nerbaum fiir ein Dreieck aus drei benach-
barten Ecken des Fiinfecks, ein Stiick
Zaun, das die vierte Ecke an das Dreieck
anbindet, und ein entsprechendes Stiick

tir die fiinfte Ecke.
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Fur ein regelmaldiges Vieleck mit

zahlreichen Seiten hat ein blick-
dichter Zaun viele Komponenten (h). Sei-
ne Gesamtlange nahert sich der eines op-
timalen Zauns flur den Kreis (i).

Das regelmiflige Sechseck (g) hat
von sich aus schon Winkel von 120
Grad, deswegen besteht der Steinerbaum
fur vier benachbarte Ecken aus den drei
dazwischen liegenden Seiten. Die beiden
restlichen Eckpunkte werden wie beim
Fiinfeck angeschlossen: Ein Zaunstiick
fithrt von der jeweiligen Ecke auf kiirzes-
tem Wege zu der konvexen Hiille des bis
dahin konstruierten Zauns. Sowohl fiir
das Fiinfeck wie fiir das Sechseck scheint
diese Konstruktion optimal zu sein.

Vieleckszaune

Das Verftahren ist verallgemeinerbar auf
Vielecke mit beliebig grofSer, gerader Sei-
tenzahl: Man ziehe eine Gerade durch
zwei gegeniiberliegende Ecken und ziehe
zunichst einen Zaun entlang simtlicher
Seiten, die links von diesem Durchmes-
ser liegen (/). Die konvexe Hiille dieser
ersten Zaunkomponente ist die linke
Hilfte des Vielecks. Von der nichsten
freien Ecke fille man das Lot in Form ei-
nes Zaunstiicks auf die konvexe Hiille,
wodurch sich Letztere wieder etwas ver-
grofSert, verfahre mit der nachsten Ecke
ebenso, und so weiter.

Bei sehr grofSer Seitenzahl nihert sich
das Vieleck allmihlich einem Kreis. Wel-
ches ist der kiirzeste Zaun, der einen
Kreis blickdicht macht? Das Problem ist
deutlich schwerer als bei eckigen Grund-
stiicken, denn es gilt selbst jenen Nach-
barn, die nur ein ganz kurzes Stiick am
Rand des Kreises tiber das Grundstiick
hinwegpeilen, den Spaf§ zu verderben.
Muss man deswegen den ganzen Kreis
einzaunen, mit stolzen 2n = 6,28 Kilo-
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meter Zaunlinge, wenn der Kreis den
Radius 1 Kilometer hat?

Es geht besser, wenn der Zaun aufSer-
halb des Kreises liegen darf. Man setze wie
beim vielseitigen Vieleck einen Zaun auf
die Hilfte des Umfangs und verlingere
ihn beiderseits in Richtung der Tangente
um jeweils einen Kilometer (7). Der so
entstechende U-férmige Zaun macht den
Kreis blickdicht und hat eine Linge von
n+2 = 5,142 Kilometer. Und wenn man
darauf besteht, dass er aus einem Stiick
und unverzweigt ist, geht es nicht kiirzer;
so viel ist beweisbar.

Nun werden die missgiinstigen Nach-
barn unseren Eigenbrotler wohl kaum ei-
nen Zaun auf ihre Grundstiicke setzen
lassen. Aber in einer anderen Einkleidung
macht das Problem mehr Sinn. Unter der
Erde liegt ein geradliniges Rohr, von dem
man nur weifs, dass es in hochstens einem
Kilometer Entfernung von einem be-
stimmten Punkt verliuft. Das Rohr trifft
also einen Kreis mit einem Kilometer Ra-
dius um diesen Punkt. Also sucht man ei-
nen moglichst kurzen Graben, der jede
Gerade trifft, die durch den Kreis verliuft;
aber der Graben muss nicht unbedingt
auf den Kreis beschrinkt sein. Das ist die
Geschichte vom grofSen Raub im Abwas-
serkanal (Spektrum der Wissenschaft 2/
1996, S. 10). Und was dem einen sein
(Graben, das ist dem anderen sein Zaun.

Und wenn es nun doch ein Zaun sein
soll, der ganzlich auf dem kreisformigen
Grundstiick steht? Dann kommt man
trotzdem mit einer Gesamtlinge von m+2
Kilometern aus. Kawohl hat das bewie-
sen, indem er die Gesamtlinge des Zauns
fiir das Vieleck /# im Grenzwert unend-
lich vieler Ecken berechnete. Das Ergeb-
nis ist w+2.

Aber wie kann man sich den »Grenz-
wert«-Zaun vorstellen? Nur mithsam.

Die Westhilfte ist einfach ein Halbkreis-
zaun. Aber die Osthilfte! Sie besteht aus

unendlich vielen Komponenten, die jede

mit der rechten Seite — von innen aus ge-
sehen — aut dem Kreisumfang stehen und
mit der linken Seite in den Kreis hinein-
ragen, aber nur ein unendlich kurzes
Sttick, denn sie sind unendlich schmal.
Der Kreisumfang ist dicht mit rechten
Zaunpfosten besetzt: Jeder Versuch eines
Durchblicks findet in beliebig kleiner
Entfernung ein Hindernis.

Auf diese Weise deckt ein unendlich
fragmentierter Zaun der Gesamtlinge 2
einen Halbkreis der Linge m zu. Das
kann doch irgendwie nicht stimmen?
Doch. Man kann ein Fenster mit einer
Jalousie, die nur die halbe Fensterbreite
hat, versperren, indem man sie halbiert,
die eine Halfte in die linke Hailfte der lin-
cen Fensterhilfte hingt und die andere
Hilfte in die linke Hailfte der rechten
Fensterhilfte. Mit beiden Fensterhilften
verfihrt man dann genauso, mit den da-
durch entstehenden Fenstervierteln eben-
falls, und so weiter. Was wie Hokuspokus
aussieht, ldsst sich mit einem theoreti-
schen Werkzeug namens Hausdorft-To-
pologie sauber formlieren und beweisen.

Was gilt tiir andere Grundstiicksfor-
men wie unregelmifSige Vielecke (kon-
vex oder nicht), Ellipsen und Halbkreise?
Wie steht es um dasselbe Problem in drei
Dimensionen? Welche Flichen muss
man — mﬁglichst sparsam — in einen hoh-
len Wiirfel oder eine solche Kugel einfii-
gen, damit kein Licht ihr Inneres durch-
dringt? Hier gibt es noch viel zu tun. <]
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