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LINES: CHRISTON

MATHEMATISCHE UNTERHALTU NGEN

GEOMETRIE

Raumliche Gleichdicke

Manche Kérper lassen sich — theoretisch —in Kugellagern nutzen, ohne Kugeln zu sein.
Die Aufgabe, solche raumlichen Gebilde mit méglichst kleinem Volumen zu finden, fiihrt zu einem
merkwiirdigen Phanomen. Physiker wiirden es einen entarteten Grundzustand nennen.

VON CHRISTOPH POPPE

Wenn man einen Kreis zwischen
zwei parallele Geraden ein-
klemmt, dann ist der Abstand zwischen
ihnen stets derselbe, einerlei wie der
Kreis orientiert ist. Das wussten schon
die agyptischen Pyramidenbauer: Ein
schwerer Steinquader lasst sich mit Hil-
fe kreisrunder Rollen {iber ebenen Un-
tergrund transportieren, ohne sich auf-
und abzubewegen.

Gilt das auch umgekehrt? Wenn der
Steinklotz nicht auf- und abschwankt,
kénnen wir dann sicher sein, dass die
Rolle einen kreisformigen Querschnitt
hat? Eben nicht! An Stelle des Kreises
tut es auch ein so genanntes Reuleaux-
Dreieck (Bild unten, links). Es entsteht
aus einem gleichseitigen Dreieck, in-
dem man in jede seiner Ecken einen
Zirkel einsticht und die beiden jeweils
anderen Ecken durch einen Kreisbogen
verbindet.

Die Mathematiker nennen den Ab-
stand zweier paralleler, dicht an der
Kurve anliegender Geraden eine »Di-
cke« dieser Kurve, obgleich man nor-
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malerweise eher von der Dicke (oder
Breite) der Fliche sprechen wiirde, die
von der Kurve eingeschlossen wird. Je
nach der Orientierung der Geraden
kann ein und dieselbe geschlossene
Kurve unterschiedliche Dicken aufwei-
sen. Wenn sie in jeder Richtung gleich
dick ist, nennt man sie eine Kurve kons-
tanter Dicke, kurz »Gleichdick-Kurve«
oder auch »Gleichdick«. Weitere Gleich-
dicke entstehen durch die entsprechen-
de Konstruktion aus regelmifiigen
Vielecken mit fiinf, sieben oder allge-
mein einer beliebigen ungeraden An-
zahl von Seiten.

Gleich dick heiBt nicht kreisrund

Wer also nachpriifen will, ob ein grofRes
Gefafd kreisrund ist, darf sich nicht
damit begniigen, seine Dicke in ver-
schiedenen Richtungen zu vermessen.
Diese simple Weisheit hatte sich offen-
sichtlich nicht bis zu den Betreibern
der Raumfdhre »Challenger« herum-
gesprochen. Die hatten ndamlich durch
derartige Dickemessungen nachge-

priift, ob ein Raketentreibstoffbehélter
nach dem Raumflug und der Bergung
aus dem Meer seine kreisformige Ge-
stalt behalten hatte. Nach positivem
Ausgang der Tests setzten sie zwei der-
artige Behilter zusammen und dichte-
ten die Fuge zwischen ihnen mit einem
dicken kreisférmigen Gummiring, ei-
nem »O-Ring«, ab. Aus dieser Fuge
schoss beim nichsten Flug der »Chal-
lenger« am 28. Januar 1986 Treibstoff
heraus, mit den bekannten katastro-
phalen Folgen.

Kurz nach dem Start dehnen sich
beide Behilter aus, und der O-Ring
muss sich mitdehnen, damit die Fuge
dicht bleibt. Nach dem Ergebnis der
umfangreichen Untersuchungen nach
dem Ungliick hatte der Ring diese Be-
wegung nicht rechtzeitig vollfithrt, weil
er wegen der Kilte in der Nacht zuvor
gefroren und daher zu trige war. Mog-
licherweise war der Gummiring auf3er-
dem an der Bewegung gehindert, weil
er zwischen den nicht perfekt kreisrun-
den Teilen verklemmt war.

Das Reuleaux-Dreieck (links), benannt
nach Franz Reuleaux (1829-1905), dem
»Vater des wissenschaftlichen Maschinen-
baus«, besteht aus allen Punkten, die drei
Kreisen gemeinsam sind (dem »Durch-
schnitt« dieser Kreise). Die Mittelpunkte
der Kreise liegen auf den Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks, und ihr Radius ist
gleich dessen Seitenldnge. Entsprechend
ist das Reuleaux-Tetraeder (rechts) der
Durchschnitt von vier Kugeln mit Mittel-
punkten in den Ecken eines regelmaRigen
Tetraeders und dem Radius gleich dessen
Kantenlange.
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Diese Gleichdicke sind alles andere

als kugelrund - funktionieren aber wie
Kugellager. Die Plexiglasplatte (oben
im Bild) ist der Unterbau eines »Schlit-
tens«. Wihrend die Besucher des

New Yorker Museum of Mathematics
(»MoMath«) schwungvoll und er-
schiitterungsfrei bergab gleiten, bleibt
die Platte stets in Kontakt mit den
merkwiirdig geformten Gebilden.

Hitten die Verantwortlichen nur die
»Mathematical Games« des legendéren
Martin Gardner gelesen! Schon 1963
schrieb er im »Scientific American«
iiber Kurven konstanter Dicke und
wusste zu berichten, dass man die rich-
tige Form einer U-Boot-Hille nicht
durch Dickemessungen, sondern durch
Anlegen kreisformiger Schablonen zu
ermitteln hat.

Fiir die antiken Steintransporteure
hitten Rollen mit dem Querschnitt ei-
nes Reuleaux-Dreiecks zumindest ei-
nen Vorteil gehabt: Sie sind leichter als
kreisrunde, sogar die leichtesten tiber-
haupt méglichen (wenn man gleiches
Material, gleiche Lange und so weiter
unterstellt). Unter allen Kurven vor-
gegebener konstanter Dicke ist das
Reuleaux-Dreieck diejenige mit dem
kleinsten Flicheninhalt in ihrem Inne-
ren. Es wire also etwas weniger miih-
sam gewesen, die Rolle, die hinter dem
Stein zum Vorschein kommt, nach vor-
ne zu schleppen und wieder unter den
wandernden Stein zu legen.

In der Praxis hitte eine derartige
Leichtrolle jedoch erhebliche Nachteile.
Das Reuleaux-Dreieck ist nicht Gberall
schon rund; vielmehr treffen seine drei
Kreisbdgen unter einem Winkel von 60
Grad aufeinander — dort, wo auch das
gewohnliche Dreieck, aus dem es ent-
standen ist, seine Ecken hat. Beim Rol-
len liegt entweder eine solche Ecke auf
dem Boden, wihrend der gegeniiberlie-
gende Kreisbogen unter dem Stein ab-
rollt, oder eine Ecke hat Kontakt mit
dem Stein, und der zugehérige Kreisbo-
gen bewegt sich wie ein Rad Uber die
Erde. Oben oder unten — stets ist die
ganze Last des Steins auf einen Punkt
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konzentriert. Kaum ein Material halt
eine solch extreme Belastung auf die
Dauer aus.

Dem kénnte man entgegenwirken,
indem man die Ecken etwas abrundet.
Wieder entsteht ein Gleichdick, aller-
dings hat es — bei vorgegebener Dicke -
nicht mehr minimale Fliche. Das be-
weist man »hinterriicks« mit einem
typischen Widerspruchsargument.

Behauptung: Ein minimales Gleich-
dick muss Ecken haben, also Stellen, an
denen eine Tangente an die Kurve nicht
definiert ist und eine Krimmung erst
recht nicht. Beweis: Von einer eckenlo-
sen Gleichdick-Kurve konnte man eine
diinne Schicht abschalen, und es wire
immer noch ein Gleichdick und hitte
in jedem Punkt eine Krimmung. Durch
Nachrechnen stellt sich heraus, dass
das geschalte Gleichdick nach Ruckver-
groBerung auf die urspriingliche Dicke
immer noch eine kleinere Fliche hitte
als das Original, also kann dieses nicht
minimal gewesen sein: Widerspruch!

Minimieren durch Abschleifen

Mathematiker haben einen ziemlich
speziellen Sinn fur Asthetik. Sie stellen
sich die Losung eines Minimierungs-
problems perfekt symmetrisch und
glatt, das heifit ohne jegliche Ecken und
Kanten vor - und finden sich oft genug
bestitigt. Die Figur minimalen Um-

fangs bei vorgeschriebenem Flachen-
inhalt ist der Kreis; der Zustand mini-
maler Energie einer Menge Wasser ist
die spiegelglatte, ebene Seeoberfliche;
Sterne und Planeten entledigen sich
Uberschiissiger Gravitationsenergie so
lange, bis sie Kugelform angenommen
haben; der (energiearmste) Grundzu-
stand des Elektrons im Wasserstoff-
atom ist eine perfekt kugelférmige
Wahrscheinlichkeitswolke.

Irgendwelche Ecken und Kanten bie-
ten normalerweise Gelegenheit, die zu
minimierende Grofle — Flicheninhal,
Energie und so weiter — noch kleiner zu
machen, indem man das, was so un-
rund hervorsticht, ein bisschen glatt
schleift. Das Problem »Minimiere die
Fliche einer ebenen Figur bei vorge-
schriebener Dicke« fallt also aus dem
Rahmen. Abschleifen hilft zwar im
Prinzip, aber der endgtltige Erfolg stellt
sich erst ein, wenn die Figur vor lauter
Abschleifen nicht mehr glatt ist.

Wenn aber ein minimales Gleichdick
schon unvermeidlich Ecken haben
muss, dann sollen es wenigstens so we-
nig wie moglich sein. So erklirt sich die
Anzahl 3.

In drei statt zwei Dimensionen steht
es um die Abweichung von der perfek-
ten Symmetrie noch schlimmer. Die
Kugel ist ohne Zweifel ein Gleichdick,
aber sie 16st das Optimierungsproblem
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Die vorsichtige Glattung des Reuleaux-Tetraeders

ie sechs Kanten eines (gewohnlichen) reguldren Tetraeders

lassen sich zu drei Paaren gruppieren. Die beiden Partner
jedes Paares liegen einander gegeniiber, haben insbesondere
keine Ecke gemeinsam. Verbindet man die Mittelpunkte beider
Kanten miteinander, so steht die Verbindungslinie senkrecht
auf beiden.

Man schiebe nun in Gedanken ein Tetraeder aus Brotteig in
den Backofen. Dort geht es auf, bis daraus das Reuleaux-Tetra-
eder wird. (Bild unten, links; die Ecken des Tetraeders bleiben an
ihren Platzen.) Schneidet man nun mit dem Brotmesser entlang
der Flachen des urspriinglichen Tetraeders, so féllt der gesamte
Zuwachs ab, bestehend aus vier gerade abgeschnittenen Kugel-
kappen an den Flachen und sechs spitz zulaufenden Keilen an
den Kanten (Bild unten, rechts). Ein Keil enthilt die gebogene
Kante (aus Brotkruste),an der zwei Kugelabschnitte aneinander-
grenzen, eine gerade Kante (aus Brot), die mit der Kante des
urspriinglichen Tetraeders zusammenfallt, sowie zwei »Schnitt-
kanten«, an denen Brot und Kruste aneinandergrenzen, also die

Schnittebene die AuRensei-
te des Reuleaux-Tetraeders
trifft.

Meissners Rezept be-
steht nun darin, jeden zwei-
ten Keil zu einer »Spindel«
abzurunden. Die Prozedur \_//
betrifft von jedem Paar ge-
geniberliegender Kanten nur einen Partner. Dazu legt man ein
bogenférmiges, unendlich diinnes Messer, eigentlich eher ei-
nen Schneidedraht, entlang einer Schnittkante an und schnei-
det damit durch den Keil in einer Rotationsbewegung, bei der
das Messer in den Eckpunkten des Keils unbewegt bleibt. Am
Ende kommt das Messer an der anderen Schnittkante wieder
zum Vorschein. Im Querschnitt sieht das so aus, dass die beiden
Bogen des Keils, die aus Brotkruste bestehen, durch ein einziges
Stilick Kreisbogen ersetzt werden, der tangential an den Rest
der Brotkruste anschlieft. Schlieflich setzt man das Reuleaux-
Tetraeder wieder so zusammen, wie es auseinandergeschnitten
wurde.

Das Bild oben zeigt einen Querschnitt durch den ganzen
Korper. Eine unversehrte Kante (unten) liegt genau in der (verti-
kalen) Schnittebene; die gegeniiberliegende abgerundete Kan-
te (oben; gestrichelt: die urspriingliche Grenze des Reuleaux-Te-
traeders) ist im Querschnitt zu sehen. Diese ebene Figur ist ein
Gleichdick mit der richtigen Dicke. Da das fiir alle Querschnitte
gilt, ist der gesamte Meissner-Korper ein raumliches Gleichdick.

mit umgekehrtem Vorzeichen: Unter
allen Gleichdicken vorgeschriebener
Dicke ist sie das »fetteste«, also das mit
dem grofiten Volumen.

Wer schlanke Gleichdicke sucht, ori-
entiert sich zweckmafiig am zweidi-
mensionalen Vorbild. Man stelle ein
Reuleaux-Dreieck in Gedanken auf-
recht, mit einer Ecke nach oben, und

Meissners minimale Gleichdicke auf
Basis des Reuleaux-Tetraeders. Die abge-
rundeten Kanten treffen sich entweder
in einem Eckpunkt (unten im linken Bild),
oder sie begrenzen eine Fliche (oben im
rechten Bild).
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drehe es um die vertikale Symmetrie-
achse. Das Volumen, das die zweidi-
mensionale Figur dabei {berstreicht,
ist ein dreidimensionales Gleichdick.
Das funktioniert allgemein: Nach die-
sem Drehbankverfahren kann man aus
jedem zweidimensionalen Gleichdick,
das eine Symmetrieachse hat, ein drei-
dimensionales machen.

Aber es geht noch schlanker. Man
setze an die Stelle des gleichseitigen
Dreiecks dessen raumliches Pendant,
das regelmafiige Tetraeder, das ist eine
dreiseitige Pyramide aus vier gleichsei-
tigen Dreiecken. Diesen Korper muss
man wie sein ebenes Gegenstiick »aus-
beulen«, und zwar nicht mit Kreisbo-
gen, sondern mit Kugelausschnitten.
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Der eine Meissner-Korper (links) geht
liber ein Kontinuum von Gleichdicken mit
mehr oder weniger gerundeten Kanten
(Mitte) in den anderen (rechts) iiber. Aber
alle Zwischenstadien haben ein groReres
Volumen als die Meissner-Korper.

Die genaue Vorschrift lautet: Lege um
jeden Eckpunkt des Tetraeders eine Ku-
gel, die durch die tbrigen drei Ecken
geht - also muss der Kugelradius gleich
der Kantenlinge des Tetraeders sein.
Der gesuchte Korper besteht dann aus
den Punkten, die allen vier Kugeln ge-
meinsam sind (Bild S. 70 unten, rechts).

Aber das ist noch kein Gleichdick!
Im »Normalfall«, das heifdt, wenn das
Reuleaux-Tetraeder mit irgendeinem
Punkt eines Kugelausschnitts auf dem
Boden aufliegt und mit dem zugeho-
rigen Eckpunkt an die Decke stof’t oder
umgekehrt, ist seine Dicke gleich dem
Kugelradius; so ist es konstruiert. Wenn
es aber mit einer Kante auf dem Boden
steht und mit der gegeniiberliegenden
Kante die Decke bertihrt, ist es merklich
dicker —ungefihr 2,5 Prozent.

Meissners mehrfaches Minimum
Was tun? Na ja — es bietet sich an, die
Kanten ein bisschen abzuschleifen.
Aber Vorsicht! Durch Abschleifen wird
der Korper auch in Richtungen diinner,
in denen er das gar nicht soll. Aufer-
dem durfen die Ecken und Kanten bei
dieser Aktion nicht ginzlich verschwin-
den. Der Satz, dass ein tiberall wohlge-
rundetes Gleichdick nicht minimal sein
kann, gilt auch in drei Dimensionen.
Die Losung fand bereits vor reichlich
100 Jahren der Schweizer Mathemati-
ker Ernst Meissner (1883—-1939) — aber
er konnte nicht beweisen, dass die von
ihm gefundenen Kérper minimal sind.
Der Beweis steht bis heute aus, auch
wenn an der Korrektheit der Aussage
kein ernsthafter Zweifel mehr besteht.
Bernd Kawohl, Mathematikprofessor
an der Universitdt zu Koéln und in die-
ser Zeitschrift schon als Erfinder des
perfekten Sichtschutzes im Kleingarten
in Erscheinung getreten (Spektrum
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der Wissenschaft 11/2003, S. 102), und
Christof Weber, Dozent an der Pddago-
gischen Hochschule Nordwestschweiz
in Basel, haben Meissners alte Arbeit
weitergetrieben. Einen Beweis fir des-
sen Behauptung haben auch sie nicht
gefunden, aber mehr als eine Million
gute Griinde fir ihre Korrektheit.

Die wesentliche Idee Meissners: Man
schleife nicht alle Kanten ein bisschen
ab, sondern die einen ganz und die an-
deren gar nicht (Kasten). Genauer: Man
rundet von jedem Paar gegeniiberlie-
gender Kanten nur einen Partner. Aber
welchen? Dafiir gibt es viele Auswahl-
moglichkeiten; aber am Ende bleiben
nur zwei iibrig, die wesentlich verschie-
den sind, das heif’t, nicht durch eine
geeignete Drehung des ganzen Tetra-
eders ineinander ibergehen. Man run-
det entweder drei Kanten, die ein Fla-
che begrenzen, oder drei, die sich in ei-
ner Ecke treffen (Bild links unten). Beide
Korper haben das gleiche und —hochst-
wahrscheinlich - minimale Volumen.

Das ist nun fast noch schlimmer als
der Mangel an Symmetrie. Zwei ver-
schiedene, gleich grofle Minima? Also
ein »entarteter Grundzustand« in der
Sprache der Atomphysiker? Das passt
nicht ins allgemeine Bild. Auf der Suche
nach einer »noch minimaleren« Lo-
sung deformierten Thomas Lachand-
Robert und Edouard Oudet von der
Université de Savoie ganz allmdhlich
den einen Kérper in den anderen (»Mor-
phing«) derart, dass jedes Zwischensta-
dium die Gleichdick-Bedingung erfiillt,
in der Hoffnung, dass unterwegs das
Volumen noch ein bisschen absinkt
(Bild oben). Leider steigt das Volumen
geringflgig an.

Martin Miiller, ein Diplomand von
Bernd Kawohl, wihlte einen anderen
Zugang. Lachand-Robert und Oudet ha-

ben eine alte Idee von Hans Radema-
cher (1892-1969) und Otto Toeplitz
(1881-1941) zu einer Methode verallge-
meinert, aus einem n-dimensionalen
Gleichdick ein (n+1)-dimensionales zu
konstruieren. Dieses Verfahren hat
Mdller fiir n=2 an einer Million nach
dem Zufallsprinzip ausgewihlter Bei-
spiele durchgefiihrt. Keines der Ergeb-
nisse konnte die Meissner-Korper an
Volumen unterbieten.

Auch wenn der Beweis noch aus-
steht: Aller Voraussicht nach wird das
merkwiirdige Phinomen mit dem dop-
pelten Minimum jeder weiteren Nach-
prifung standhalten. ~
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