KAPITEL 5 — POLYEDERTHEORIE

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

Viele Optimierungsprobleme des Operations Research lassen sich als lineares Pro-
gramme formulieren:

gegeben: c € R"”,

Aty ... 0, € R™
bi,...,byy €R
gesucht: min ¢’z
reR”
a?z < bl,...,afnx < by,.

¢ definiert die Zielfunktion =z~ ¢z,
a;'-rx < b; sind lineare Ungleichungen, welche die Nebenbedingungen beschreiben.

Kurzform: A € R™*™ b € R™ mit

- a{ - bl
A= , b= |: und Az <b
— al — bm

Manchmal kommt noch eine Ganzzahligkeitsnebenbedingung = € Z™ hinzu (—
spétere Kapitel).

Dieses Kapitel: Wie sieht die Menge der zuldssigen Ldsungen (die Vektoren, die
die Nebenbedingungen erfiillen)

{r e R": Az < b}
geometrisch aus?

Beispiel 0.1.

—_
I
—_
—

Date: 29. Juni 2014.
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T

T,
airz=1

Dies ist ein (konvezes) Polyeder.

Polyedertheorie: Erweiterung der linearen Algebra iiber dem Koérper R durch lineare
Ungleichungen.

1. KONVEXE MENGEN

Definition 1.1. Seien z1,...,zxy € R™ Punkte. Dann ist y € R™ eine Konvex-
kombination von x1,...,zN, falls
N N
y:Zaioji mit ay,...,any >0 und Zaizl.
i=1 i=1

Beispiel 1.2. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist eine Konverkombination der drei
FEckpunkte.
T3

1 T2
1 1 1
Y= 3T1+ 3T2+ 3T2

Definition 1.3. Fine Menge C C R"™ heifit konvex, wenn sie unter der Bildung
von Konvexkombinationen abgeschlossen ist, das heifst

N N
VN € NVzy,...,zy € CVaq,...,any >0, Zaizl éZaizi eC.
i=1 i=1

Definition 1.4. Seien x,y € R™ Punkte, dann ist
[z,y] ={(1 —-a)z+ay:aec01]}

die Verbindungsstrecke zwischen x und y.

[, Y]
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Satz 1.5. Eine Menge C C R"™ ist konvex < Vr,y € C: [x,y] C C.
Bewets.

»,=: Klar, denn dies ist ein Spezialfall der Definition mit N = 2.

»,<=": Zeige per Induktion nach N: Jede Konvexkombination von hochstens N
Punkten aus C liegt wieder in C'.

N=1V
N—>N+1:Seiy:ZNtlaxzmltxleC aZEOquZNtlal—l.

LFall: oy = 1.
Dannist oy =...=ay =0und y = xn41 € C.

2.Fall: ON4+1 75 1.
Nach Induktionsvoraussetzung ist
N

/ Q5
y = —— ;€ C, weil —— >0 und =1
;1—041\[“ ’ ’ 1_04N+1 Zl_aN+1

Desweiteren ist

y=(1—ant1)y +anvt1zn+1 € [V, an41] CC.

Beispiel 1.6.

a) ist keine konvexe Menge.

b) Seill-]: R™ = Rxq eine Norm. Sei
K={zeR":|z|]| <1}
die zugehorige Einheitskugel.

Behauptung: K ist konvex.

Beweis: Seien x,y € K, a € [0,1]. Dann ist
A-a)z+ay <A -a)lzf+ally<(1-a) - 1+a-1=1
Definition 1.7. Sei A C R™. Die konvexe Hiille von A ist
conv A = ﬂ B.

BDA
B konvex

Da der Durchschnitt von konvexen Mengen wieder konvex ist, handelt es sich bei
conv A um die inklusionsminimale konvere Menge, die A enthdlt.

Beispiel 1.8. A = {(g) : (é) : G)} conv(A)
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Satz 1.9. Sei A CR"™. Dann gilt
N N

conv A={y€R":IN e NTzy,...,zy € AJoy,...,an > O,Zai =1,y= Zaixi}.
i=1 i=1

Das heifit, conv A besteht aus allen Konverkombinationen der Menge A.

Beweis.
,C“: trivial.
,2% Sei B konvex mit B O A. Da B abgeschlossen unter der Bildung von
Konvexkombinationen ist, muss fiir jede Wahl von N € N, z1,...,zy €

A ay,. .oy >0, ;=1 stets y = Y| oy € B gelten.
(]

Definition 1.10. Eine Menge P C R"™ heifit (konvexes) Polytop, falls es eine
endliche Menge A = {xy,..., N} gibt mit

P= conv A

N N
= {Zaﬂi tay > O,Zai =1}
i=1 i=1

Sei y € conv A, das heifit

N N
yzz:aixi fir NeN, z1,...,xny € A, al,...,aNZO,Zaizl.
i=1

i=1

Frage: Wie grof muss N hochstens sein, damit man jedes y in conv A darstellen
kann?

Definition 1.11. Die Punkte z1,...xxn € R" sind affin unabhéngig, falls

N N
Vaq,...,ayn Zaz—O,Zalxl—O = ap = =any =0
i=1 i=1
. 1 1 IR o
In anderen Worten: Die Vektoren U EEETEY € R"™" sind linear unabhdingig.
1 N

Beispiel 1.12. Drei Punkte in der Ebene, die nicht alle auf der selben Gerade
liegen, sind affin unabhdngig.

x3
[ )

[ X))

Vier Punkte in der Ebene sind hingegen nie affin unabhdngig.
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T2
°

ers3

Definition 1.13. Sei A C R". Die Dimension von A ist

dim A =max{N —1:3zq,...,zny € A affin unabhingig}.
Es ist immer dim A < n, wez’lmnk[l 1} <n-+1.
X1 ... IN

Satz 1.14. (Caratheodory)
Sei A CR"™ und y € conv A. Dann existieren x1,...,xN € A affin unabhdngig mit
y € conv {x1,...,xn}. Insbesondere ist N < dim(A)+1<n+ 1.

Beweis. Sei y € conv A mit

N N
y:Zaixi, x; €A, aiZO,Zaizl.
i=1 i=1

Angenommen N ist minimal und 1, ...,z N sind nicht affin unabhéngig. Dann gibt

es B1,...,Ay € Rmit 1 8; =0, SN, Bizs = 0 und (B1,...,Bn) # (0,...,0).
Sei oBdA. 51 > 0 und % so klein wie moglich. Betrachte die Darstellung

N N N
o1 aq

y=> ;- B > Biwi =Y viwi, Y=o — 5 Bi.
i=1 Lioa =2 !

Da~; > 0 (klar, wenn 3; < 0; sonst wegen der Minimalitét von %) und ZZVZQ v =1,

ist die Darstellung ein Widerspruch zur Minimalitdt von N. (I
2. TRENN- UND STUTZHYPEREBENEN
Sei C' C R™ eine abgeschlossene, konvexe Menge.

Fundamentale Eigenschaft: Jeder Punkt z ¢ C kann durch eine Hyperebene von
C getrennt werden.

mﬂﬂ?c

Definition 2.1. FEine Teilmenge H C R™ heifit (affine) Hyperebene, falls es einen
Vektor ¢ € R™"\{0} und ein 6 € R gibt mit

H={zxecR": "z =0}

(Wichtige Verallgemeinerung in der Funktio-
nalanalysis: Satz von Hahn-Banach)

H
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[
c

llell
H-
Die abgeschlossenen und konveren Mengen

HY ={zcR": Tz >6}

H ={zxecR": "z <5}
heiffen Halbraume

Definition 2.2. Seien C, D C R". Fine Hyperebene H heifit Trennhyperebene von
C und D, falls C C H- und D C H" (oder umgekehrt).

@/
o/

Definition 2.3. Sei C' C R™. FEine Hyperebene H heifst Stiitzhyperebene von C,
falls C C H™ und CNH # 0.

H

Cg> "
Frage: Wie findet man Trenn- bzw. Stiitzhyperebenen?

Antwort: Verwende metrische Projektion
( = beste Approximation von z ¢ C in C
= orthogonale Projektion, falls C' affin linear ist).

z

Lemma 2.4. Sei C' C R" eine abgeschlossene und konvexe Menge, die nicht leer
ist. Sei z ¢ C. Dann

dyeC: |y—=z[= 12& |z —z|| (Notation: y = mc(z))

und

(z—y)T(x—y) <0 fiir alle x € C.
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z

Beweis. (funktioniert auch in allgemeinen Hilbertrdumen)
Zur Erinnerung: Parallelogrammgleichung

Fiir 2,y € R gilt [|lz + y? + |z — y[|* = 2[|=[* + 2]|y]I*.

Tty

Existenz von y: Sei d = infzec ||z — z||. OBdA ist z = 0 (durch Translation). Sei
(Zn)nen eine Folge aus C' mit lim, o0 ||| = d. Wir zeigen, dass (z,)nen eine
Cauchyfolge ist. Nach der Parallelogrammgleichung ist

T + Tm 2 Tn — Tm 2 1 2 1 2
| R TR R = S+
—
eC = —0 5d2
—_———

=>d?

Der zweite Summand auf der linken Seite muss gegen 0 konvergieren, da die rech-
te Seite gegen d? konvergiert und der erste Summand auf der linken Seite sicher
nicht kleiner als d? ist (denn d = inf,ec ||z — z||). Also ist (7,,)nen eine Cauchy-
folge und weil R™ vollstindig ist, konvergiert (x,)nen. Weil C' abgeschlossen ist,
liegt der Grenzwert lim,, . x,, ebenfalls in C'. Dieser Grenzwert ist ein y mit der
gewiinschten Eigenschaft.

Eindeutigkeit von y: Angenommen es existieren y, ¢y’ € C mit ||y|| = ||¢/|| = infzec || 2|
und y # y'. Dann ist

y+y y+y
2 2
——

eC

Y=y a1, o 10 2
+ | 9 | *QHZJ” +2||y|| =a,

was ein Widerspruch zur Minimalitdt von d ist.

Zusatz: (z —y)T(z —y) <0 fiir alle 7 € C.



8 F. Vallentin, A. Gundert

Sei av € [0, 1]. Dann ist
Iz —ylI* < llz — (1 — @)y + ax)|?
=lz—y+aly—a)l?
=z —yl*+2a(z — )" (y — ) + [ly — z?

Demnach gilt fiir o € (0, 1]
@
-y @=y) < Sly—=|
und die Behauptung folgt, da die rechte Seite beliebig klein > 0 werden kann. [

Theorem 2.5. Sei C € R" eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge.
Sei z ¢ C ein Punkt auferhalb von C. Dann gibt es eine Trennhyperebene von {z}
und C.

Beweis. Definiere die Hyperebene H = {x € R" : ¢I'z = §} mit ¢ = 2 — y und
§ = cTy, wobei y = 7 (2).

Behauptung: a) z € HT
b)CCH.

zu a)

zu b) Fir x € C ist

O

Bemerkung 2.6. Die im Beweis konstruierte Hyperebene ist eine Stitzhyperebene
von C. Falls § € (cTy, cT'2) gewdhlt wére, wire H eine strikte Trennhyperebene von
{z} und C, das heift z € HY und 2 ¢ H, C C H™ und CNH = 0.

Korollar 2.7. Sei C C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge.

Dann gilt
C= N H-

H Stitzhyperebene von C
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Beweis. — Aufgabe 7.1 O

Definition 2.8. FEine Menge P C R™ heifst Polyeder, falls es eine Matriz A €
R™*™ ynd einen Vektor b € R™ gibt, so dass

P={xeR": Az < b}
gilt.

Ein Polyeder entspricht also der Losungsmenge eines Systems linearer Ungleichun-
gen, was der Durchschnitt endlich vieler Halbrdume ist (im Korollar 2.7 geniigen
endlich viele Stiitzhyperebenen, um ein Polyeder vollstdndig zu beschreiben).

Jetzt: Verhiltnis zwischen Polyedern und Polytopen (konvexe Hiille endlich vie-
ler Punkte).

3. EXTREMPUNKTE UND ECKEN

Definition 3.1. Sei C C R"™ eine konvexe Menge. Ein Punkt z € C heiffit Extrem-
punkt von C, falls fiir alle x,y € C mit z = ax + (1 — a)y und o € (0,1) stets
=z =y folgt.

Beispiel 3.2. :

a) b)

5 Extrempunkte oco- viele Extrempunkte

Sprechweise: Extrempunkte von Polyedern heiflen Ecken.

Notation 3.3. Sei P = {z € R" : Ax < b} ein Polyeder und z € P. Mit A,

bezeichnen wir die Teilmatriz von A, die die Zeilen enthdlt mit asz = b; (aktive

Ungleichungen “).

Satz 3.4. Sei P = {x € R": Ax < b} ein Polyeder und z € P. Dann gilt

z ist eine Ecke von P < rang A, = n.

Bewets.

»=“: Angenommen rang A, < n. Dann existiert ein ¢ € R"™, ¢ # 0 mit A,c = 0.
Da al z < b, fiir alle Zeilen von A gilt, die nicht zu A, gehéren, gibt es ein
0 > 0 mit
al(z+6c¢) <b; und af(z—dc) <b;.
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Also: A(z+ dc) < bund A(z — dc) < bund z + ¢, z — dc € P. Das heifit
z=1(24dc) + 3(z — 6c) und somit ist = keine Ecke von P.

L& Bssel 2= az+ (1 — o)y mit 2,y € P, a € (0,1). Fiir eine Zeile a von A,
gilt
b =al z
= aT(az+ (1 - a)y)
=aalz+ (1 -a)aly
<ab;+ (1 —a)b; =1b;
Also afz = aly = b;, da a € (0,1). Da rang A, = n, hat das System

alw = b;, das aus den Zeilen von A, besteht, eine eindeutige Losung. Das

i
heifit x = z = y und z ist eine Ecke von P.
|

Korollar 3.5. Ein Polyeder P = {x € R™ : Ax < b} mit A € R™*™ hat héchstens

(m) FEcken.
n

Theorem 3.6. (Minkowski)
FEin beschrdanktes Polyeder ist ein Polytop

Beweis. Seien x1, ...,z die Ecken des beschrinkten Polyeders
P={zeR": Azx <b}.
Behauptung: P = conv{zy,...,x}.

Beweis:
D% Klar.

C“: Sei z € P. Wir zeigen: z € conv{zy, ..., z:} per Induktion nach n— rang(A,).

Induktionsanfang: n— rang(A,) = 0.
Das heifit rang(A.) = n = z ist eine Ecke von P, das heifit z € {z1,..., 2}

Induktionsschluss: n— rang(A,) > 0.
Das heifit rang(A,) <n = 3c#0: A,c = 0. Sei

po = max{p : z + pc € P}

vo = min{v : z + vec € P}.
o und v existieren, weil P kompakt ist. Definiere
T =ZzZ+ [oC, Y =2+ 1C

T

oz Te
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Es gilt

fbi—alz o T
(%) po = min ¢ ——=—— :a; Zeile von A,a; c> 0,
a; c

9

i—alz

weil al' (2 + pe) < b; & p < % und p ist das groBte solche p. In (%)

k2
sei ig eine Zeile von A, in der das Minimum angenommen wird. Dann ist

(1) A,x=A,z+ ppA,c= A,z
(2) az;x = ag; (z + poc) = by,

Somit enthélt A, alle Zeilen von A, und aulerdem die Zeile aiTU. DaA,c=0,
aber al ¢ # 0, gilt rang(A,) > rang(A.). Nach Induktionsvoraussetzung ist
x € conv{zy,...,z:}. Genauso folgt y € conv{z1,...,z:}. Da z € [z,y] ist,
folgt die Behauptung z € conv{xy,...,z:}.

O

Definition 3.7. Sei A C R™. Dann heifst
A*={yeR": 2Ty <1vVaxc A}
die Polare von A.

Lemma 3.8.
a) Fir a >0 gilt (¢A)* = LA* wobei BB = {Bb:b € B} mit B € R, B CR".

b) ACB= A* D> B*.
¢) (Bn)* = By, wobei B, = {x € R" : 2T < 1} die n-dimensionale Einheitskugel

15t.
d) P = conv{xy,...,v;} = P*={yeRr: 2Ty <1,... 2y <1}.

Beweis. a),b) — Aufgabe 7.4.

¢),C“ Seiy € (By)*. Fallsy =0, dann y € B,,. Falls y # 0, dann yT”—;”y <1
Also |ly|| <1, das heifit y € B,,.

,2“ Seien z,y € B,,. Dann gilt (nach Cauchy-Schwarz): 27y < ||z||||ly| < 1,
also z € (By,)*.
d),,C“: klar.

L% ye R erfiille 2Ty <1,...,27y < 1. Sei 2 € P. Dann ist

t t
z = E a;T; mit a; > 0, E a; = 1.
i=1 i=1

Theorem 3.9. (Weyl)
Ein Polytop ist ein beschrinktes Polyeder.
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Beweis. Sei P = conv{zy,...,2:} ein Polytop im R". Es sei
oBdA. 0 € P (durch Translation),

oBdA. dim P = n (durch Einschrinkung auf den Span von P),
oBdA. z1,..., 2,41 affin unabhingig (durch Umnumerierung).

Fiir den Schwerpunkt zo = Z5(x1 + -+ + Znp1) gibt es ein r > 0, so dass
B(zg,r) C P, wobei B(zg,7) ={y € R" : ||y — zo| < r}.

T3

€1 €2

Sei 0BdA. zp = 0 nach Translation. Nach (a) - (¢) von Lemma 3.8 gilt P* C
B(zg,1). Nach (d) ist P* ein beschréinktes Polyeder und nach dem Theorem von
Minkowski ist P* somit ein Polytop. Das heifit

P* = conv{yi,...,ys} fiir y1,...,ys € R™.
Behauptung: P = {z € R" : yT 2 < 1,...,yTz <1}.

C“: Sei x € P. Dann gilt yl'z < 1, weil y; € P*.

D“ Seiz € R®" mit yfx < 1,...,y7x < 1. Angenommen z ¢ P. Dann gibt es
eine Trennhyperebene von {z} und P, das heift

Je#£0,6cR: cfz>0und s’ <5V’ eP.

Da 0 € P, ist § > 0. Wihle § = 1 (durch Skalieren von ¢). Dann ist ¢ € P*
und somit ¢ = Y77, ajy; mit a; > 0 und Y37, a; = 1. Desweiteren gilt

Das ist ein Widerspruch. Somit gilt x € P.

Korollar 3.10. (Theorem von Minkowski-Weyl)
Sei P CR™. Dann gilt: P ist ein beschrinktes Polyeder < P ist ein Polytop.

Als néchstes beschiiftigen wir uns mit der Frage, wie allgemeine, eventuell unbe-
schriankte, Polyeder aussehen.

Definition 3.11. Fine Menge C' C R" heiffit konvexer Kegel, falls
YA\ u>0Ve,ye C: x4+ puyeC.
(Insbesondere ist C tatsichlich konvez.)

Beispiel 3.12. £ = {(z,t) € R"™ : ||z|| < t} ist ein konvexer Kegel (,ice
cream cone”).



Polyedertheorie 13

t

Z1
]
Definition 3.13. (konische Hiille)
Sei A C R™. Die konische Hiille von A ist
cone A = m B

BDA
B konvexer Kegel
Satz 3.14. Sei A C R"™, dann gilt

N
cone A={yeR": AN eN,A\,..., Ay >0,21,...,2y € A: y:Z/\ia:i}

i=1

Definition 3.15. FEin konvexer Kegel C C R™ heifit endlich erzeugt, falls es
Yi, .-, Y € R™ gibt mit

C = cone{yr,...,ys}

Satz 3.16. (Minkowski-Weyl fiir Kegel)
FEin konvezrer Kegel C C R™ ist endlich erzeugt <

JAeR™": C={z eR": Az < 0}.

Beweis. Siehe zum Beispiel Chapter 7 in Schrijver - Theory of linear and integer
programming. O

Theorem 3.17. Sei P C R™. P ist ein Polyeder <

1, T, Y1, -,y ER™ . P = conv{zy,...,xs} + cone{yi,...,u},
wobei A+ B={a+b:a€ Abe B}.
Beweis. Siehe zum Beispiel Kapitel 7 in Schrijver. (]

Beispiel 3.18.

s 7
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4. LEMMA VON FARKAS
Ein Losbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme
Az =bmit A € R™" beR™
ist durch den folgenden Satz gegeben.
Satz 4.1. Iz e R : Az =b< Py e R™ : yTA =0 und yTb # 0.

Bewets.
,=": Angenommen 3x € R" : Az =bund Iy € R™ : yTA = 0,y"b # 0. Dann

yl' Az = yTb.
~~ ~—
=0 #£0

Widerspruch.

»<=“ Angenommen Az = b hat keine Losung. Dann gilt rang [A|b] > rang A.
Wihle y € ker AT mit yT'b # 0.

|
Wir erhalten ein analoges Resultat fiir Systeme linearer Ungleichungen.
Satz 4.2. (Farkas Lemma)
Seien A € R™*" b € R™. Dann
Jx>0: Az =be Py eR™:yTA>0 und y"'b < 0.
Beweis.
»=“: Angenommen 3z > 0: Az = bund Iy € R™ : yTA >0, y7'b < 0. Dann
yT Az = yTb <0, aber (y'A) _z >0.
S0 20
Widerspruch.

,<“: Angenommen 3z > 0 : Az = b. Seien ay,...,a, € R™ die Spaltenvekto-
ren von A. Nach Voraussetzung ist b ¢ cone{as,...,a,}. Also gibt es eine
Trennhyperebene von {b} und cone {aq,...,a,}. Das heifit

Jy#0:y"b<0und yTz > 0Ve € cone{ay,...,a,}.
|

Interpretation: Theorie der Alternativen.
Entweder: 3z > 0: Az =b
oder: Iy : yTA >0, yTb < 0.

Korollar 4.3. (Variante von Farkas Lemma,)
JreR*": Az <bePy>0:y"A=0, y"b<0.

Beweis. Betrachte die Matrix

A = [A] - AlL,] € R,
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wobei I,, die m x m Einheitsmatrix ist.
Z1
Sei ' = | zo | € R mit 21,29 € R, 23 € R™.
Zs3
' >0: A2 =be Fry, 20,23 >0: Azy — Azg + 23 =10
< Jxy,w0,23 > 0: A(xy —ax2) + 23 =10
& dr e R": Ax <b.
Wende Farkas Lemma auf A’z = b an:
2’ >0: A2’ =be PyeR™:yT[Al — A|l,] > 0 und y7'b < 0.
Dabei
y A = AlL,] > 0 e R o yTA > 0,97 (—A) > 0,471, > 0
syTA=0,y>0

5. LINEARE PROGRAMMIERUNG

Ein lineares Programm (LP) in Standardform ist

max CT.’IJ

(LP) xeR”
Ax < b,
wobei ¢ € R™, A € R™*" b € R™ gegeben sind.
Geometrische Interpretation: Maximiere die lineare Funktion x + ¢’z iiber dem

Polyeder P = {x € R™ : Az < b}. Das heifit man schiebt eine zu ¢ orthogonale
Hyperebene so weit in Richtung ¢, dass sie P gerade noch schneidet.

i

Sprechweise:

x heifit giiltige/zulissige Losung < x € P.

x heift optimale Lisung < x € P und ¢’z = max{c’y : y € P}.
LP heifit unbeschrinkt < sup{clz : x € P} = +oo0.

LP heifit ungiiltig/unzulissig < P € P.

Satz 5.1. Falls die Menge der zuldssigen Losungen P ein nicht-leeres, beschrinktes
Polyeder ist, dann gibt es eine Ecke von P, die eine optimale Lésung von LP ist.

Beweis. Seien x1,...,x; die Ecken von P. Nach dem Theorem von Minkowski ist
P = conv{xy,...,x:}. Angenommen keine Ecke ist eine optimale Losung. Das heifit
(und weil P kompakt ist):

JyeP:cly>cla; firallei=1,...,t.
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Schreibe y = 25:1 o;r; mit o > 0, 2221 o; = 1. Dann ist

t t t
Ty = cT( g ;) = g a;cla; < E aicly =cly.
i=1 i=1 i=1

Widerspruch. O
Daraus ergibt sich ein offensichtlicher (aber eventuell sehr langsamer) Algorithmus
zur Losung von (LP), falls P beschriinkt ist: Bestimme alle Ecken 1, ..., z; von P
und finde einen Index i mit chZ-O >cle; Vi=1,... .t

Problem: ¢ (die Anzahl der Ecken) kann sehr grofi werden, zum Beispiel beim
Witrfel:
Cph={zeR":-1<z;<1li=1,...,n}.

2n Ungleichungen, aber 2™ Fcken.

Bessere Algorithmen lernen wir in spéiteren Kapiteln kennen. In diesem Kapitel
beschiftigen wir uns zunéchst mit Optimalitétsbedingungen und Dualitétstheorie.

Definition 5.2. Seien A € R™*" ¢ € R", b € R™ gegeben. Dies definiert das
primale LP
p* =max T
(PLP) x €R"
Ax <b
und das duale LP
d* = min y'b
yeR™
y=0
yTA=c".

(DLP)

Satz 5.3. (schwache Dualitét)
Sei x zulissig fir (PLP) und y zulissig fir (DLP), dann ist

e < yTb.
Insbesondere ist p* < d*.

Beweis. Es gilt

yTo— e >yt (Az) — (yT Az =0

(]

Satz 5.4. (Optimalitdtsbedingung)
Seien x,y zulissig. Dann ist x optimal fir (PLP) und y optimal fiir (DLP) &
yT(Az —b) = 0.
Insbesondere gelten die Komplementaritiatsbedingungen:

Y #0= (Az —b); =0

(Az —b); #0=y; =0, firallej=1,...,m.

Beweis. — Blatt 9. O
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Theorem 5.5. (starke Dualitit, von Neumann (1947))
Falls (PLP) und (DLP) beide zulissige Lisungen besitzen, dann gilt p* = d*.

Beweis.

p* < d*: v'schwache Dualitét.
p* > d*: 1.Behauptung: 3x¢ : Azrg < b und ' z¢ = p*.
Beweis: Da (DLP) zuléssig ist, folgt aus der schwachen Dualitét:

p* =sup{c’z: Az < b} < +oo.
Zu zeigen: Jxg : Azg < b und ¢’'zy > p*. Angenommen ein solches g gibt

es nicht. Das heifit Az : {(I}x} Ty < <l;*> Nach Farkas Lemma,

3 (i) >0:(yT N [_f%] =0 und (y7 \) (_Z*) <0.

Dann
Ap* = sup{Aclz: Az < b}
= sup{y? Az : Az < b}
<y'b
< Ap”*.
Widerspruch.

2. Behauptung: 3yo > 0: yl' A = ¢T und yI'b < p*.
Beweis: Angenommen ein solches yo gibt es nicht. Dann hat

(w0 M) -61 ﬂ =(c"p")

keine Lésung mit (yd A) > (0 0). Nach Farkas Lemma

() st 19 (2) 2 (0) wma e (2) <o

1. Fall: £ =20
Dann ist Az > 0 und ¢’z < 0. Nach Voraussetzung hat Az < b eine Losung
2. Dann ist fiir grofles 7:

A(xg —72) < bund ¢’ (g — 72) > p*.
Widerspruch.
2. Fall: p > 0.
OBdA. sei 4 =1 (durch Skalieren). Dann
Az4+b>0und L'z +p* <0.

Also
A(—2) < bund c''(~2) > p*.
Widerspruch.
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Korollar 5.6. Es gilt
max{c’z:x >0, Az <b} = min{y"b:y"A >},

falls beide Mengen giiltiger Losungen nicht leer sind.

. Al b
Beweis. Setze A= |—A|,b= | —b|. Dann
—I 0

max{c’z : x>0, Az = b}
=max{c’z: Az < b}

=min{z7b:2 >0, 2TA=c"}
=min{u’b —vTb:u,v,w >0, uTA—vTA—wl =c'} (mitz= v |)

=min{yTb:yTA> Y (mit y =u—w).
(]
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