KAPITEL 3 — MATCHINGS IN BIPARTITEN GRAPHEN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

1. DEFINITIONEN

Notation 1.1. Ahnlich wie im vorangegangenen Kapitel zundichst etwas Notation.
Wir beschiftigen uns jetzt mit ungerichteten Graphen, das sind Graphen, in denen
Kanten keine Orientierung besitzen. Die meisten Begriffe definiert man sehr dhnlich
wie 1m gerichteten Fall.

Wir nennen G = (V, E) einen ungerichteten Graph, wobei
V eine endliche Menge von Knoten und

E C {{u,v}:u,v € V,u # v} eine Menge ungerichteter Kanten ist.

V={1,...,5
1 2 E= {{1’2}’{273}7{374}7{471}7{375}}

Die Begriffe Kantenfolge, Weg, Kreis definieren wir genau wie bei gerichteten Gra-
phen.

Sei v € V ein Knoten, dann heifit w € V Nachbar von v, falls {v,w} € E.

Zwei Knoten u,v € V heiflen wegzusammenhéngend, falls es einen u-v-Weg gibt.

Die Relation ,wegzusammenhingend ist eine Aquivalenzrelation, ihre Aquivalenzklassen
heiffen Zusammenhangskomponenten. Falls G nur eine Zusammenhangskomponen-

te besitzt, so heifit G zusammenhéngend.

Der Graph G = (V,E) heifit bipartit, falls zwei Teilmengen U, W C V existie-
ren, so dass

V=UUW (das heift V=UUW und UNW =0) und
Vee E: |enUl=lenW|=1.
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2. MATCHINGS MIT MAXIMALER KARDINALITAT

Definition 2.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Matching M C E
ist eine Teilmenge disjunkter Kanten, das heifst

Ve, feM: enf=40.

Im folgenden fasse wir einen Weg P = (vg, €1, 01,...,€m, Um) als Teilmenge P =
{e1,...,em} C FE auf.

Definition 2.2. Sei M C E ein Matching. Ein Weg P C E heiffit M-augmentierend,
falls
(1) seine Endknoten nicht von M idiberdeckt sind und

(2) seine Kanten alternierend aus M und nicht aus M sind.
€M eM
o . ° o 3 o
¢ M ¢ M ¢ M
Klar: Falls P ein M-augmentierender Weg ist, dann ist
M' = MAP = (M\P)U (P\M) (symmetrische Differenz)
ein Matching mit |M'| = |[M]| + 1.

Satz 2.3. Sei M ein Matching in G. Entweder ist M ein Matching mit mazimaler
Kardinalitit, oder es gibt einen M -augmentierenden Weg.

Beweis. (1) Falls M maximale Kardinalitdt hat, folgt sofort, dass es keinen
M-augmentierenden Weg geben kann (siehe oben).

(2) Sei M’ ein Matching mit |[M’| > |M]|. Betrachte die Zusammenhangskom-
ponenten von G’ = (V, M U M’). Da jeder Knoten von G’ hochstens zwei
Nachbarn hat, bestehen die Zusammenhangskomponenten von G’ nur aus
Wegen (eventuell der Linge 0) oder aus Kreisen (siehe Aufgabe 3.2). Da
|M’| > |M]|, muss es eine Zusammenhangskomponente von G’ geben, die
mehr Kanten aus M’ als aus M enthélt. Diese Zusammenhangskomponente
ist ein M-augmentierender Weg.

O
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Algorithmus 2.4. zur Bestimmung eines Matchings maximaler Kardinalitdt

M=10

while M -augmentierender Weg P do
| M= MAP.

end

Wie findet man M-augmentierende Wege?
— einfacher Algorithmus fiir bipartite Graphen (— hier)
— Edmonds ,,Bliiten“-Algorithmus fiir allgemeine Graphen (— Spezialvorlesung).

Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Partition V = U U W und sei M C E ein
Matching. Definiere den gerichteten Residualgraph Dp; = (V, Apr) mit

Ay ={(u,w) e UxW : e = {u,w} € E\M}U{(w,u) € WxU :e={u,w} € ENM}

U w

Seien Up; C U, Wy € W die Knoten, die nicht von M {iberdeckt werden. Dann
entspricht jeder gerichtete Weg von einem Knoten in Ujys zu einem Knoten in Wy,
einem M-augmentierenden Weg und umgekehrt.

Algorithmische Umsetzung;:

Finde kiirzeste Wege zwischen je zwei Knoten in Up; und W)y, mit Bellman-Ford,
wobei I: Ay — Z , l(a) = 1 gesetzt wird (dies ist eine einfache, aber suboptimale
Strategie; besser: verwende zum Beispiel Tiefensuche).

3. KONIGS MATCHING THEOREM

Definition 3.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Fine Teilmenge C C 'V
heifst Knoteniiberdeckung, falls Ve € E : |CNe| > 1.
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Satz 3.2. (Kdnigs Matching Theorem, 1931)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt
v(G) = max{|M|: M C E Matching in G}
=min{|C| : C CV Knoteniiberdeckung von G}
=7(G).

Beweis. max < min: Sei M ein Matching und C eine Knoteniiberdeckung. Dann
gilt |M| < |C|, weil je mindestens einer der Endknoten der Kanten in M zu C
gehoren muss.

max > min: Sei M C F ein Matching in G mit maximaler Kardinalitét,
M = {{ur, w1}, ..., {um,wm}}t, w;€U,w; €W.
Betrachte den Residualgraph Djy; und definiere C' = {vy, ..., vy} durch

w;, falls es in Djs einen gerichteten Weg von Uj, nach w; gibt.
v; =
’ Ui, sonst.

Wir zeigen nun: C' ist eine Knoteniiberdeckung mit |C| = m (wobei Letzteres klar
ist). Sei dafiir {a,b} € E eine beliebige Kante. Zu zeigen ist: a € C oder b € C.

Sei 0.B.d.A.a e Ube W.

Fall 1: a € Ups,b € Wy
Dann wiire {a, b} ein M-augmentierender Weg, aber das ist unméglich, weil M ein
maximales Matching ist.

Fall 2: a € UM,b ¢ War.
Dann ist (a,b) € Ay = b € C (jeweils nach Definition von Ays bzw. C).

Fall 3: a ¢ Up,b e Wy

Angenommen a ¢ C. Weil a ¢ Uy, gibt es ein w; € C mit (w;,a) € Aps. Somit
gibt es einen gerichteten Weg in Dj; von Ujs nach w;. Dieser kann um die Kan-
ten (w;, a), (a, b) verlingert werden, was einem M-augmentierenden Weg entspricht.
Widerspruch zur Maximalitdt von M. Das heifit a € C.

Fall 4: a ¢ Upr,b ¢ Wy

Falls a € C, ist nichts zu zeigen. Sei nun a ¢ C. Dann gibt es ein w; mit {a, w;} € M
und w; € C. Falls w; = b, also b € C, sind wir fertig. Falls w; # b, dann gibt es
einen gerichteten Weg von Ujps nach w; und dieser kann um die Kanten (w;, a), (a, b)
erweitert werden, das heifit b € C. O

4. MATCHINGS MIT MAXIMALEM GEWICHT

Im folgenden beschéftigen wir uns mit Graphen, die gewichtete Kanten besitzen,
das heifit jeder Kante wird ein Gewicht (eine Zahl) zugeordnet. Ziel wird es wieder
sein, ein maximales Matching zu bestimmen. Aber diesmal wollen wir nicht, wie
vorher, die Anzahl der Kanten, sondern das Gesamtgewicht maximieren. Nochmal
zur Ubersicht:
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gegeben: G = (V, E) ungerichteter Graph, w: F — R Gewichtsfunktion.
Fiir M C E definiere w(M) = > ), w(e).

gesucht: v, (G) = max{w(M) : M C E Matching in G}.

Definition 4.1. Ein Matching M C E heifit extrem, falls fiir alle Matchings
M' C E mit |M'| = |M| gilt, dass w(M") < w(M).

Definition 4.2. Sei M C E ein Matching in G. Definiere die Ldngenfunktion
lyr: E— R durch
w(e), fallsee M
In(e) =
—w(e), fallse ¢ M.
Fir P C E definiere Iy (P) = > .cplu(e).

Satz 4.3. Sei M C E ein extremes Matching und P C E ein M -augmentierender
Weg minimaler Linge. Dann ist auch M' = MAP ein extremes Matching.

Beweis. Sei N ein extremes Matching mit |[N| = |M| + 1. Da |N| > |M] ist,
enthilt der Graph (V,M U N) eine Zusammenhangskomponente @, die ein M-
augmentierender Weg ist. Dann gilt I5/(Q) > Iy (P). Es ist NAQ ein Matching
mit |[NAQ| = |M]. Also w(NAQ) < w(M) und zusammen

w(N) = w(NAQ) — 1 (Q) < w(M) — Ly (P) = w(M),

das heift M’ ist extrem. (Man beachte, dass die Gleichheiten gelten, weil die
Léngenfunktion [j; den Kanten, die nicht in M liegen, den negativen Wert von
w zuordnet.) O

Algorithmus 4.4. Bestimmung eines Matchings mit mazimalem Gewicht (,un-
garische Methode“, Egervdry 1931)

MO = @ ; k= 1;'
while dMj._1-augmentierender Weg do
Wihle My_1-augmentierenden Weg P mit minimaler Linge

M, = M,_1AP
k=k+1
end

output: max{w(M;) :i=0,1,...,k—1}.

Finde Mj_i-augmentierenden Weg mit minimaler Lénge:
Betrachte wieder den Residualgraph Dys (M = Mj_1)

Dy =V, Ar) Ay = {(u,w) € UxXW 2 {u,w} € EAM }U{(w,u) € WxU : {u,w} € ENM}

mit Langenfunktion lp;: Ay — R
L ((a,0)) =ty ({a, b}).

Finde einen kiirzesten Weg von Uj; nach Wj,. Dies kann man mit Bellman-Ford

machen, weil D), keine gerichteten Kreise negativer Linge besitzt, wie der folgende
Satz zeigt:

Satz 4.5. Sei M C E ein extremes Matching. Dann besitzt Dy keine gerichteten
Kreise negativer Linge.
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Beweis. Angenommen C C FE entspricht einem gerichteten Kreis in Dj; mit I, (C) < 0.
Dann haben wir die folgende Situation:

Dann ist M’ = MAC ein Matching mit |M’| = |[M| und es gilt:

w(M') = w(M) -l (C) > w(M),
das heifit M ist nicht extrem. Widerspruch! O
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