KAPITEL 7 — DAS ELIMINATIONSVERFAHREN VON
FOURIER UND MOTZKIN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

Ein algorithmisches Grundproblem in der Polyedertheorie ist zu entscheiden, ob ein
Polyeder P = {x € R™ : Az < b} nicht leer ist.

In der linearen Algebra hat man fiir ein d&hnliches Problem, zu entscheiden, ob die
Losungsmenge L = {x € R™ : Az = b} eines linearen Gleichungssystems nicht leer
ist, das Eliminationsverfahren von Gauf3.

Wir lernen hier ein #hnliches Verfahren fiir unser Problem kennen.

1. FOURIER-MOTZKIN-ELIMINATION
Gegeben seien A € R™*" b € R™. Ziel ist es, x € R™ mit Az < b zu finden bzw.
zu entscheiden (mit mathematischer Sicherheit), dass es ein solches z nicht gibt.
Idee: Eliminiere die Variable z;; Finde A € R™%(=1) } ¢ R™ g0 dass
JreR": Az <be iR A7 <bh

Dazu: Multipliziere Zeilen von A und entsprechende Eintrige von b mit positiven
Konstanten. Dann hat das System Az < b nach Umnummerierung der Zeilen fol-
gende Gestalt:

(1 (a)” ]
1 (a)”
-1 (CLIT_H)T X1 b1
(*) : : I
-1 (a. )" Tn, b,
0 (arqs41)
L0 (a)"
wobei (a})” € R (=1 die i-te Zeile von A ist, in der das erste Element geloscht
wurde (es kann passieren, dass r = 0 oder s = 0 ist). Betrachte die ersten r
Bedingungen:
T2
$1+(a;)T Sbi:>x1§bi—(a;)T5c, 1=1,...,7.
Ty
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Genauso die néchsten s Bedingungen:
T T .
w1+ (a4 ) T <byj = a1 > (a,1) T —bryj, j=1,...,8.

Zusammen gilt also
/)T =~

() max (a, ;)7 —byj <a1 < min b; — (a})7 7.
j=1,...,s J i=1,..,r
(Falls s = 0, dann ist maszl,,__,s(a’rJrj)Ti — byy; = —oo und falls r = 0, ist

min;—1,,b; — (a;)TZ = +oo. In diesen Fillen ist also P in Richtung z; unbe-
schrinkt.)

Also kann man x; eliminieren und das System (x) ist 16sbar genau dann, wenn das
System

(L4 ))'% = by <bj—(ap)"®, i=1,...,r, j=1,...,s

()T <b;, i=r+s+1,....,m

K3

bzw. das System
((ahy )"+ (@)NZ<bi+bryy, i=1,...,m j=1,...s
(@)Td <b;, i=r+s+1,...,m.

(s * %)

losbar ist. Das neue System hat r - s +m — (r + s) viele Ungleichungen und n — 1
Variablen.

Bemerkung 1.1.

a) (* % x) entspricht der Projektion des Polyeders P = {x € R" : Az < b} entlang
der x1-Achse.

T2

b) Eine Losung T kann zu einer Lésung (x1,%) von (x) erweitert werden. Dazu
muss x1 die Ungleichungen (xx) erfillen.

¢) Das Verfahren wird fortgesetzt, indem nun sukzessive die Variablen zo,xs,. ..
eliminiert werden, bis man bei x, angekommen ist.

d) Fiir z,, ist es offensichtlich, ob das finale System eine Losung besitzt. Das finale
System hat eine Lisung < das Ursprungssystem (x) hat eine Ldsung.

2. LOSEN vON LPs MIT FOURIER-MOTZKIN

Wir wollen das LP
max ¢! x
(LP) xreR"
Az <b
mit dem Eliminationsverfahren von Fourier und Motzkin 16sen. Dazu fiihren wir
eine zusétzliche Variable A ein und betrachten das System

Az < b, A<z
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Die Idee ist, dass A dem groStmoglichen Wert der Zielfunktion ¢z, also dem Ma-
ximum, so dass alle Ungleichungen erfiillt sind, entsprechen soll. Wegen A < Tz <
A —cTz <0, ist das System Aquivalent zu

Lo 6)=0)

Man kann nun das LP 16sen, indem man eine Losung (i) von diesem System

findet, so dass A so grofi wie moglich ist. Dazu eliminiert man x1,...,z, bis A die
letzte Variable ist. Dann w#hlt man A so grof3 wie moglich.

3. FARKAS LEMMA MIT FOURIER-MOTZKIN

Lemma 3.1. (Farkas)
Az < b hat keine Losung < Jy>0:yTA=0, y'b< 0.

Beweis.

»<": (hatten wir schon) Angenommen Az < b hat eine Losung. Dann
0=y" Az < y"b < 0, Widerspruch.

»=*: (algorithmisch mit Fourier-Motzkin)
Behauptung: (0,...,0, —1) € R**! ist eine nicht-negative Linearkombina-
— =\ U~

yT A yTb
tion der Zeilen der Matrix [A]b], gegeben durch y.

Beweis: (per Induktion nach n)

n = 1: Angenommen Az; < b hat keine Losung, das heifit

1 b1

1 b,
-1 br+1

DTS :
-1 b7'+s

0 br—&-s—i—l
| 0] b,

hat keine Losung. Es gibt zwei Félle, wie dies zustande kommen kann:

1.Fall: 0- 21 < bpgsqk und bpgsyp <O0.

1
Wihle y = (0,...,0, ——— ,0,...,0)T.
br+s+k

Position r+s+k

2.Fall: b; < —byyj fureini e {l,...,r} und ein j € {1,...,s}.
Dann hat das System Az; < b keine Losung, denn —b,4; < z1 < b;, aber
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b; < —b7~+j. Wihle

(0 0 ! 0 0 ! 0 0)"
y= sy T T T s Yy e ey Uy T T g Uy e ey .
b; + bty b; + by
S——— S————
Position 1 Position r+j

n > 1: Betrachte das System A’z < ¥, in dem die Variable x; eliminiert
wurde. Das System besitzt keine Losung, also ist der Vektor (0,...,0,—1) €
R™ eine nicht-negative Linearkombination der Zeilen von [A’|b']. Nach Kon-
struktion sind die Zeilen der Matrix [0 A|b] nicht-negative Linearkombina-
tionen der Zeilen von [A|b]. Also ist der Vektor (0,...,0 — 1) € R**! eine
nicht-negative Linearkombination der Zeilen von [A|b].

O
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