KAPITEL 10 — DIE INNERE-PUNKTE-METHODE

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

Vorteile:

+ Lost effizient lineare Programme (in Theorie und Praxis)
+ erweiterbar (zu einer groferen Klasse von Optimierungsproblemen)
+ einfach zu implementieren

1. DER ZENTRALE PFAD

LP-Dualitét

min Tz = max by
(LP) Az =b ATy <ec
x>0
Damit die Nebenbedingungen der rechten Seite die gleiche Form haben, wie auf der
linken Seite, fithren wir sogenannte Schlupfvariablen sq,...,s, € R, s1,...,8, >0
ein, bzw. den Vektor s = (s1,...,5,)7 € R", sodass ATy + s = ¢. Dann haben die
beiden linearen Programme von oben die Form
min Tz = max bTy
Ax=b ATy+s=c
x>0 s>0

Wir interessieren uns fiir optimale Losungen der beiden Programme und erinnern
uns an Kapitel 5:

Optimalitétskriterium

(z*,y*, s*) ist optimal <= ATy* +s* =¢
Ax* =0
risi =0, i=1,....n
z* >0
s >0
Idee: Betrachte die (nichtlineare) Abbildung
F: R2tm _y p2ntm
ATy4+s—¢

F(z,y,s)=| Az—b |,

XSe

wobei X = diag(xy,...,2,), S = diag(si,...,sn), e = (1,...,1)T, und finde
(x*,y*, s*) mit F(z*,y*, s*) =0, z.B. mit Hilfe des Newton-Verfahrens.
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Problem: Es gibt viele (x*,y*, s*) mit F(x*,y*,s*) = 0, die nicht zur Menge der
zuldssigen Losungen
F={(z,y,8): ATy +s=c, Az =b,x2 > 0,s > 0}
gehoren. Sei
FO={(z,y,8): ATy +s=c, Az = b,z > 0,5 > 0}

die Menge der strikt zuldssigen Lisungen, das heiflit z und s liegen im Inneren des
nicht-negativen Orthanten

R, ={z € R": 2z > 0}.
Sei 7 > 0. Suche (z,,Yr, S;), r > 0, s; > 0, mit

0
F(zr,yry2.)= 0|, dh (z;)i(s;)i=7Vi=1,...,n.
Te

Wir zeigen gleich, dass (2,,%,,s,) € F° existieren und eindeutig bestimmt sind.
Definition 1.1. Die Menge

C = {(&r,yr,55) 7 > 0}
heifit der zentrale Pfad von (LP).

(r, Yz, 57)

(xra Yrs S'r)

(z*,y*, s%)

Lemma 1.2. Es gilt
lim 'z, — by, = 0.
T—0
Beweis.
o, =Ty, = (ATy, +s.) x, — b1y,
— y?AasT + SZIT —bly,
:yzb'i_nT_bTyT
=n7 — 0 fiir 7 — 0.
O
Theorem 1.3. Der zentrale Pfad existiert und ist eindeutig. Mit anderen Worten:

Falls F° # 0 und 7 > 0, dann (z,,yr,s,) :

0
F(xr,yry8:)=10|, x>0, s >0.
Te

Der Beweis benétigt noch etwas Vorarbeit.
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Definition 1.4. Definiere
H® ={(z,5): 3y : (x,y,5) € F'},
und die Barrierefunktion

f-H >R
fr(z,8) = fx S—Zhlxlz

[Falls (, s) gegen den Rand von HY lduft, dann f,(z,s) — +o0].
Ziel: An (z,,s;) nimmt f, sein Minimum an.

Lemma 1.5. f, ist strikt konver.

Bewets.
i) Der Term x7's ist linear in H:
Sei # mit AZ = b gegeben. Dann gilt fiir (z,s) € H':

als = xT(c — ATy)

TC _ bT
e~ (Az)Ty
=zlc—zT ATy

27

c—zl(c—s).
ii) Die Funktion ¢ — —In ¢ ist strikt konvex, weil die zweite Ableitung ¢ — tiz >0
ist.
Aus i) und ii) folgt die Behauptung. O
Lemma 1.6. f, ist nach unten beschrinkt, d.h.
30 : fr(x,8) > CV(z,s) € H.

Beweis. — Aufgabe 13.3. |
Lemma 1.7. Fir K >0 ist die Menge {(z,s) € H° : 2Ts < K} beschrinkt.
Beweis. Folgt unmittelbar aus Aufgabe 13.2. (]

Lemma 1.8. Sei x € R. Dann ist die Menge
{(z,s) € H" : f.(x,5) < K}
in ewner kompakten Menge enthalten.

Beweis. Fiir g(t) =t —Int — 1 ist

Z xlsz )+n—nlnT.

Dann

DL xS
(z,8) < @E TV <R=kK— InT.
fr(z,8) <k g(T)_/f k—n4+nlnt

i=1
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Fiir Index ¢ =1,...,n gilt

weil g(t) > 0 fiir ¢ > 0.
Weil g(t) — oo fiir t — 0 oder t — oo, existiert ein M, sodass
% <zisi <M, i=1,...,n.
Also
n
zls = insi <nM.
i=1

Nach Lemma 1.8 existiert ein M, mit

T SM'M Sq SMu

Also

i <xis; < Mys; = s8;> L genauso x; > .

M — - - MM,’ "= MM,
Also sind die z; und s; nach oben und unten beschrinkt und somit ist die Menge
{(z,s) € H°: f.(z,s) < k} in einer kompakten Menge enthalten. O

Nun kénnen wir beweisen, dass der zentrale Pfad existiert und eindeutig ist.

Beweis. (Theorem 1.3)
Weil f strikt konvex und die Menge {(z,s) € H" : f,(x,s) < x} in einer kompakten
Menge enthalten ist, besitzt f; ein eindeutiges Minimum (x*, s*).

*

Behauptung: z* = z,, s* = s,.

Beweis: (z*, s*) 16st das Minimierungsproblem

min f(x,s)

Axr=b
ATy +s=c
z>0,s>0

(in den Variablen z,y, s). Insbesondere ist (*, s*) ein lokales Minimum fiir
min f,(z,s)
Ax =b
ATy +s=c.
Nun wenden wir ein Theorem aus der Analysis an:

Theorem 1.9. (Extrema mit Nebenbedingungen/Lagrange-Multiplikatoren)

Sei U CR™ offen, seien f: U - R, g1,...,g9n5: U — R stetig differenzierbar. Falls
x* € R"™ ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen gi(x*) = ... =
gn(z*) =0 ist, dann gibt es A1, ..., Ay € R (Multiplikatoren) mit

N
Vi®) = AiVg(a).
i=1
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Hier haben wir die Situation:

i_X_le %.ﬁ'(xas)
Vf7($78): 0 = O—f.r(x,s) 9
%7‘9716 %f‘r(x75)

gl(xuyvs) = [A.’E - b]17 s 7gm($7yvs) = [A(ﬁ - b}mv
9m+1($ay73) = [ATy+ §—= c]la' .- agm+n(x’y78) = [ATZU +s5— C}n-
Also IA e R™, p e R™:

(a) X le=AT)
T

(b) 0=Au
L gle—

(¢) = S™ e =p.

Aus (b) und (c) folgt A(Z —S~'e) =0.
(a) multipliziert mit (£ — S~ 'e)” liefert:

(% — Sfle)TAT)\ = (% — 5716>T (f — Xﬁle) .

-
=0 (%Xe—S*le)T(%Se—Xfle)
Definiere X2 = diag (V/T1, ..., /ZTp) und Sz = diag (v/51,-++,+/5n). Dann
=I

1

1 T
0= (Xe - S—1e> (X728
T

Nl

1 1 1
) (X257 2) (Se—X_le>
T
1 1 _1
= [-(X5)ze - (X5) zel”.
= X Se = re.

Definition 1.10. Sei (z,y,s) € F°. Das DualitiitsmaBl p von (x,y,s) ist

T
z's T

p="--"=clz—b"y.
n
Definition 1.11. Sei 6 € [0,1). Die Nachbarschaft des zentralen Pfads ist
N(0) ={(z,y,s) € F*: | XSe — pel| < Ou}.

Lemma 1.12.

a) (z,y,8) € C = (2,y,s) € N(0).
b) Falls | X Se — pe|| < p, d-h. 8 <1, dann ist x > 0,s > 0.

Beweis.

a) klar.
b) Falls z; = 0 oder s; = 0, dann

| XSe — pe|| > |zis; — u| = p, aber 6 < 1.
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2. DER ALGORITHMUS UND SEINE ANALYSE

Betrachte
ATy + s —c 0
F(z,y,s) = Az —b =10
XSe Te

Sei (z,y,s) € FV. Linearisiere F' an (x,v, s):
F(z,y,s) + VF(Az, Ay, As),

wobei
0 AT TI] [Az
VF(Az,Ay,As)=[A 0 0] |Ay
S 0 X| |As
mit
0
(Az, Ay, As) € R*T™ und F(z,y,8) = | 0
X Se

Definition 2.1. Fir den Zentrierungsparameter o € [0,1] definiere den modifi-
zierten Newton-Schritt (Ax, Ay, As) € R*™™ durch das lineare Gleichungssystem

0 AT I [Ax 0
A 0 0] |[Ay| = 0
S 0 X| |As —XSe+ oue

Nun koénnen wir den Algorithmus angeben:

Innere-Punkte-Methode:

Input : 0 =04,0=1-— %7 Startpunkt (zg, yo, s0) € N(0), N = Anzahl
Iterationen

for k=0to N —1do
Bestimme (Azy, Ayg, Asg) durch Lose des LGS

0 AT I Axy, 0
A 0 0 Ayk. = 0
Sy 0 Xil| |Ase — X Ske + ouge
(Ik-‘rla Yk+1, Sk+1) = (xk7 Yk, Sk) + (Azkv Ayka Ask)'
end
Algorithmus 1 : Innere-Punkte-Methode
Bild dazu:
252
NO)
1 ///
4 Zo, Yo, S
3 p (20, Yo, S0)
7 2
optimaler Wert —

181
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Lemma 2.2. Falls (x, yx, sk) € F°, dann gilt
a) (Ax)T(Asy) = 0.
0.4
b =(1-— 1.
) = (= 2

——

Beweis.
a) — Aufgabe 13.4.
b)
T _ T
TppqSk1 = (Tr + Axp)” (s, + Asy)
= alsp + at Asy, + Azl sy + Azt Asy
=0
= fosk,

denn aus der dritten Zeile des LGS im Algorithmus ergibt sich

(1) SpAzy + XiAsy = —XiSke + ouge,
und durch Aufsummieren der Eintrége in (1) erhdlt man
s;‘:Amk + mgAsk = —x;‘gsk + no g,
also

xfsk + skT.Axk + x%Ask = nour = no = axgsk.

Beispiel 2.3. o = 10%, n = 10000, N = 5000. Dann
_qo 04
N =T 10000

Jetzt fehlt nur noch zu zeigen, dass (g, yr, sx) € F°. Wir zeigen, dass (zx, Yk, Sk)
sogar in N (0) liegt.

YW o = (0.996)Y pp < 0.002

Lemma 2.4. Seien u,v € R", uTv > 0. Dann gilt
|UVell <272 flu+ ol

Beweis. Es ist

0<uTv= Z uv; + Z UV;

w0 >0 w0;<0
= luwivil = Y fugvil,
ieP ieM
wobei
P={i:uw; >0}, M={i:uv <0}
also

(*) Z |’U,i’Ui| S Z \uivi\.

i€ M i€P
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Somit

IUVell = (Il(uivi)iep|® + [ (uivi)ien]*) *

N

(1)

< (Il(wivi)iep I + l[(uivi)ien )
(%) 1

< (2l (uwi)ierll?)®

= V2||(wivi)ieplh

© 1 ,

< ﬁ”(z(“i +vi)%)ierll1

= 2_% Z(uz + ’Ui)2

i€P
<273 u+ ol

Dabei gilt (1), weil ||+ [l2 < || ]|, und (2) gilt, da fiir o, B € R stets a8 < 1(a+3)?
erfiillt ist. O

Lemma 2.5. Sei (x,yk, 2x) € N(0.4). Dann gilt
| Xkt1Skr1e — prrre| < 0.2u.
D.h. insbesondere (Tg41,Yk+1, Sk+1) € N(0.4).
Bewets.
1.Behauptung: || Xy11Sk+1e — prrie| = ||AXpASkel|.
Beweis: Betrachte den i-ten Eintrag der Vektoren:

(Th+1)i(Skt1)i — Mt 1
= ((wg)i + (Azg)i)((sk)i + (Ask)i) —  ou
~—
Lemma 2.2.b)
= (vx)i(s)i + (x)i(Ask)i + (Azg)i(sk)i + (Azg)i(Asg)i — opy
= (zk)i(sk)i — (@k)i(sk)i + opr + (Axg)i(Ask); — op
= (Azp)i(Asg);

2.Behauptung: ||AXiASke|l < 0.2uy.

Beweis: Definiere D), = Xk% S’k_%. Dann gilt
|AX,ASke|| = || D}, ' AX D ASkel|
< 272 || D Azy + DiAs .
nach Lemma 2.4. Nun ist
D, 'Azy, + DyAsy, = (stk)ié(*XkSke + ouge),

weil
SpAxy + XpAs, = — X Sre + olie
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gilt, und dies multipliziert mit (XkSk)*% liefert die obige Gleichung. Also

n

ol < 9-2 5~ (S(@r)ilsk)i + o)
IARAS <2780 0 5o

| X Sre — oure|)?
min—y . n(zk)i(Sk):

Da (xk, Yk, sk) € N(8), gilt min,—; _,(zx)i(sk); > (1 — 6)ug, denn

<273

| X1 Ske — prell < Opp = [(@n)i(sk)i — pil < Opp = (wx)i(Sk)i — e > —Opii.
Desweiteren
el (X Ske — pre) = xfsk —npg = 0.
Also
| XxSke — oupel?
= |(XpSke — ure) + (1 — o) upel)?
= || XxSke — prel|® +2(1 — o) ure” (XpSke — pre) + (1 — o)’ uiele
< OPui+ (1 —0)?uin.

Zusammen
2,2 o \2,,2
(1= 0)
S O.Z[Lk.
|
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