KAPITEL 8 — DAS SIMPLEXVERFAHREN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

In diesem Kapitel lernen wir eine weitere Methode kennen, lineare Programme zu
16sen: den Simplexalgorithmus.
Ziel: Lose (LP)

p* =max ¢’z

(LP) reR"
Az <b.

Wissen: Angenommen P = {z € R" : Az < b} ist ein Polytop. Dann wird das
Maximum an einer Ecke von P angenommen (— Kapitel 5.5).

Geometrische Idee: Finde eine Sequenz von Ecken zg,x1,...,2n € P, so dass

oy <o <...<lazy=p.

xs3

1. SIMPLEXALGORITHMUS MIT BEKANNTER STARTECKE

Zunéchst treffen wir die spezielle Annahme, dass das Polyeder P eine Ecke xg
besitzt, die wir kennen. Spéter beseitigen wir diese spezielle Annahme.
Simplexalgorithmus

e Wihle ein Teilsystem Agx < by von Ax < b mit einer reguléren quadrati-
schen Matrix Ag, wobei Agxg = bg.

e Bestimme v € R™ mit ¢/ = «TA4 und u; = 0, falls Zeile ¢ von A nicht zu
Ap gehort. Dazu berechne ¢ Ay ! und fiige Nullen an den entsprechenden
Stellen hinzu.

1.Fall: w > 0.

Dann ist zg optimal, weil u eine optimale duale Losung ist. Denn:

wg =u" Azg = u?'b > min{y"b:y > 0,97 A ="}
= max{c’z: Az < b}.
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2.Fall: u 7,)_4 0.
Sei i der kleinste Index mit u; < 0.

Wihle y € R" mit o’y = 0 fiir alle Zeilen a” von Ay mit a’ # a]
und al'y = —1.
(y ist die entsprechende Spalte von —A; b,

2.a) a’y <0 fiir alle Zeilen o’ von A.
Dann ist g + Ay € P VA > 0. Desweiteren ist
cT(zg + My) = cTag + ATy
=clzo+ Aul Ay
——
=cTzy — Mu; — +oo fiir A — oo.

Das heifit das LP ist unbeschréankt.
2.b) aly > 0 fiir eine Zeile a” von A.

Setze
Ao = max{A:x+ Ay € P}
b, —alx
:min{ﬂfj0 ci=1,...,m, ajTy>0}7
a;y

wobei die Gleichheit von Maximum und Minimum im Beweis des Theo-
rems von Minkowski gezeigt wurde. Sei j der kleinste Index, an dem
das Minimum angenommen wird. Definiere

A1 = Matrix, die man aus Ay erhilt,
indem man Zeile a] durch Zeile aJT austauscht.
T1 =T+ Ay.
Dann gilt Ajz; = b;.
e Gehe zum Anfang mit A, z1, anstelle von Ag, zg.

e Wiederhole diese Schritte, bis © > 0 oder bis klar ist, dass das LP unbe-
schrankt ist.

Satz 1.1. Der Simplexalgorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten.

Beweis. Wir bezeichnen die Variablen im k-ten Schritt mit Ay, 2, uk, Yk, Aok Es
gilt
chO < cTacl <

., und
T T
C T =C Tyl < Th = Tk41,

weil
CT$k+1 = cT(mk + Xokyr) mit Agg >0
und
T, _
¢y = (—ug); > 0.
Angenommen der Algorithmus landet in einer Endlosschleife. Dann gibt es &, mit
k <lund A = A;, weil es nur endlich viele verschiedene Teilmatrizen von A gibt.
Dann

oy = chl, also xp = 241 = ... = 2y.
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Sei r der gréfite Index, so dass die Zeile al in einer Iteration aus A; genommen
wird, wobei t = k,k 4+ 1,...,1. Dies passiere in Schritt p. Weil Ay = A;, gibt es ein
q, so dass al wieder in A, aufgenommen wird. Dann

r
E<p<qg<l
Dann gilt fiir j > r
a;-p kommt in A, vor <= a;‘-r kommt in A, vor.
Es gilt
uZqu =cly, > 0.
Also gibt es ein j mit (uy);(a] y,) > 0. Aber:

LFall: a] gehort nicht zu Aj,. Dann (u,); = 0, Widerspruch.
2.Fall: a? gehort zu A,.
a) j > r: Dann a]qu = 0, Widerspruch.
b) j =r: Dann (up); < 0 und a?yq > 0, Widerspruch.
¢) j <r:Dann (up); > 0 und afyq < 0, Widerspruch.

2. SIMPLEXALGORITHMUS OHNE STARTECKE

Jetzt beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man den Simplexalgorithmus startet,
wenn man keine Ecke xy kennt.

OBdA: Das LP ist von der Form
Inax{cTac cx >0, Az < b}.
(— Aufgabe 9.1: Dann besitzt P = {x € R” : > 0, Ax < b} eine Ecke.)
Idee: Um eine Ecke von P zu finden, fiige eine Extravariable hinzu und stelle ein
neues LP auf, das eine offensichtliche Ecke besitzt und dessen optimale Losung eine

Ecke von P liefert.

Extravariable: y € R™, y > 0.

Neues LP:
min e’y
A -1, b
I, 0 <x) <lo],
0 —In| VY 0

mit e = (1,...,1)T.

Offensichtliche Ecke:

0, falls b; >0 .
=0, y;= ,7=1...,m.
—b;, fallsb; <0
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Dann ist (i) € R™t™ eine Ecke von

P,{(Z>A‘ry§bvxzoay20}7

A -1,
weil (x) € P’ und rang |—1, 0 =n+m.
y 0 —I,|(=
Yy

Jetzt kann man den Simplexalgorithmus mit der Startecke (:?j) verwenden, um das

neue LP zu I6sen. Sei (;C*) die Ecke von P’, die der Algorithmus liefert.

L.Fall: eTy* > 0.
Dann ist das Orginal-LP ungiiltig, denn

Pz >0: Az <, da 35 :y; > 0und (Az —y*); < b;.
2.Fall: eTy* = 0.

C . A
Dann y* = 0 und z* ist eine Ecke von P, weil z* € P und rang { 7 =n.
-I] .
3. ZUR PRAKTISCHEN UND THEORETISCHEN EFFIZIENZ DES
SIMPLEXALGORITHMUS

+ sehr schnell bei vielen praxisrelevanten Eingaben.

+ sehr gute Implementationen erhiltlich (CPLEX, gurobi).

— Klee-Minty-Wiirfel (1972): Beispiel, dass der Algorithmus exponentiell viele
Schritte im worst case bendétigt.

+ Spielman-Teng (2004): ,,smoothed analysis“: Algorithmus ist polynomiell,
falls die Eingabe leicht, zufillig ,,gestort “ist.

o offenes Problem (,,polynomielle Hirsch-Vermutung®): Ist der maximale Ab-
stand zwischen zwei Ecken polynomiell in m, n?
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