KAPITEL 1 — EINFUHRUNG: STABILE MATCHINGS

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

In diesem Kapitel werden wir ein erstes konkretes Problem des Operations Research
kennenlernen. Es handelt sich um das Problem des stabilen Matchings, ein wichti-
ges Zuordnungsproblem, das viele Anwendungen in der nichtmonetiren Okonomie
besitzt. Im Jahr 2012 bekamen Lloyd S. Shapley and Alvin E. Roth den Nobelpreis
fiir Okonomie fiir the theory of stable allocations and the practice of market design.

1. GRUNDBEGRIFFE
Definition 1.1. Gegeben seien Mengen
M={A,...,A,} und F={Bi,...,Bp}
mit je n Elementen. Ein Matching ist eine Bijektion o: M — F.

Dieses hat die folgende Interpretatiorﬁ Die n-elementige Menge M stellt n Manner
dar, die n-elementige Menge F n Frauen. Ein Matching o: M — F entspricht n
ytraditionellen“ Hochzeiten: Es handelt sich um monogame, heterosexuelle Ehen,
wobei niemand ledig ist.

Desweiteren stellen wir uns vor, dass jeder Mann eine Prdiferenzliste fiir die n Frauen
besitzt und umgekehrt jede Frau eine Préferenzliste fiir die n Méanner besitzt. Beide
Préferenzlisten werden durch zwei Matrizen mit jeweils n? Eintrigen dargestellt.

Beispiel 1.2. Hier ist ein einfaches Beispiel fiir ein Matching mit vier Mdnnernn
M ={A,B,C, D} und vier Frauen F = {a,b,c,d}.

Ae—ea

Be—e)

Ceo——ecC

De——(

Folgende Tabellen sind Beispiele fiir Prdferenzlisten:

Minner Frauen
A: ¢ b d a a: A B D C
B: b a ¢ d b: C A D B
C: b d a c c: C B D A
D: ¢c a d b d: B A C D

Date: 28. April 2014.
IDen anachronistischen Charakter dieses Modells nehmen wir unkommentiert hin.
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Dabei ist die Prdferenz hoher, je weiter links eine Person gelistet ist. Zum Beispiel
bevorzugt Mann A Frau c gegeniiber Frau b, Frau b gegeniiber Frau d und diese
wiederum gegentiber Frau a.

Notation 1.3. Wir schreiben zum Beispiel
¢ >4 b<= Mann A bevorzugt Frau c gegeniiber Frau b
und analog
A >, B < Frau a bevorzugt Mann A gegeniiber Mann B.

Definition 1.4. Ein Matching o: M — F heifit stabil, wenn fir alle M € M und
alle f € F mit o(M) # f stets

o(M) >y f oder o7 f) >y M
gilt. Ansonsten kdnnte Interesse an einem Seitensprung bestehen.

In unserem Beispiel:

Ao—ea A a

Be———@®) B b

Coe——ecC C c

De—o( D d
ist nicht stabil ist stabil

Die Bestimmung von stabilen Matchings hat viele Anwendungen bei Zuordnungs-
problem, z.B. wird seit 1952 in den USA im Rahmen des National Resident Mat-
ching Program Medizinstudenten auf Krankenh&user verteilt, wobei ein Verfahren
angewendet wird, das auf dem Konzept der stabilen Matchings beruht. In realisti-
schen Situationen muss man das Modell anpassen, da z.B. die Préiferenztabellen
nicht vollstdndig sind, oder die Mengen M und F unterschiedliche Kardinalitét
aufweisen.

Die Definition wirft zwei Fragen auf:

(1) Wie findet man ein stabiles Matching?
(2) Gibt es immer eins?

Die erste Frage kann man naiv beantworten: Teste einfach alle n! Moglichkeiten.
Das ist aber keine gute Idee, weil die Rechenzeit schnell sehr groff wird, wie die
folgende Tabelle zeigt:

n | Rechenzeit (Annahme: pro Bijektion 10~ Sekunden)
10 | 0,03 Sekunden

15 | 21 Minuten

20 | 77 Jahre

25 | 4,9-10% Jahre (~ {5 Alter der Erde)
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2. GALE-SHAPLEY ALGORITHMUS

Der Algorithmus von Gale und Shapley gibt eine deutlich bessere Antwort auf die
erste Frage. Auflerdem kann mit ihm auch die zweite Frage positiv beantworten.

Algorithmus 2.1. (in Pseudocode)

Verlobe Frauen ay,...,a, mit virtuellem Mann Agy, den jede Frau am

wenigsten bevorzugt. ;

for k=1 ton do

M = Ay

while M # Ay do

f = beste verbleibende Frau auf M’s Liste

M macht f Heiratsantrag

if M > aktueller Verlobter von f then
verlobe M und f
M = bisheriger Verlobter von f

end

if M # Ay then

| streiche f von M ’s Liste

end

end

end

Algorithmus 1 : Gale-Shapley Algorithmus

In unserem Beispiel:

Mdanner

Frauen
A ¢ p d a a: A B D C A
B: } a ¢ d b: C A D B A
C: b d a c CZCBDAAO
D: ¢ a d b dBACDAO
A a
Be b
k=1 Ce ¢
De d
Ao
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A a A a
Be b B b
k=2 Ce c Ce c
De d De d
Ao B Ao M= A4,
A a A a A a
B b Be b B b
k=3 C* ¢ c c C c
De d De d De d
A Y A Ao M = Ay
A a Ae a A a
B?b B/b B b
k=4 C c C/c C c
D:/-d D:?d D d
Ao b Ao 4 Aoe M = Ay

Das letzte Matching ist stabil, was auch folgender Satz zeigt.

Satz 2.2. Der Gale-Shapley Algorithmus berechnet ein stabiles Matching. Insbe-
sondere gibt es immer eines.

Beweis. (1) Der Algorithmus ist wohldefiniert: Die Listen der Ménner sind nie-
mals leer. Denn angenommen die Liste von M wére leer. Dann ist M von
allen Frauen abgewiesen worden. Jede Frau ist aber hochstens mit einem
Mann verlobt, die Situation der Frauen verschlechtert sich nie und M ist
stets besser als Ag. Es muss also neben M (und Ag) n ,echte “Médnner
geben. Widerspruch

(2) Das resultierende Matching ist stabil. Denn angenommen o(M) # f und
f >m o(M). Dann ist M im Laufe des Algorithmus von f abgewiesen
worden und o~ *(f) >; M. Somit ist die Stabilitét nicht verletzt.

O
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Bemerkung 2.3. Im Algorithmus werden (fir n > 2) weniger als n? Heiratsan-
trige gemacht (siehe erstes Aufgabenblatt) — Viel effizienter als n!.

Satz 2.4. Der Gale-Shapley Algorithmus berechnet das fiir die Mdanner beste stabile
Matching, das heifst wenn f von M’s Liste entfernt wird, dann gibt es kein stabiles
Matching o mit o(M) = f.

Fiir den Beweis benttigen wir noch das folgende Lemma:

Lemma 2.5. Falls ,streiche f von M s Liste “aufgerufen wird, gibt es einen Mann
M mit M >y M und f >,; alle Fraven auf M ’s verbleibenden Liste.

Beweis. ,,Streiche f von M’s Liste “passiert, wenn
(1) M mochte f heiraten, aber es gibt einen Mann M, den aktuellen Verlobten
von f mit M > M.
(2) M und f waren verlobt, aber es gibt einen Mann M mit M > ¢y M, der f
einen Heiratsantrag gemacht hat.
Es gibt also in beiden Situationen einen Mann M mit M > ¢ M fiir den auch gilt:
f > alle Frauen auf M’s verbleibender Liste. O

Beweis. (des Satzes): Wir zeigen: Fiir alle stabilen Matchings o und M € M, f € F
gilt: o(M) = f = f wird nicht von M’s Liste gestrichen.
Angenommen das stimmt nicht. Dann gibt es ein stabiles Matching ¢ mit minde-
stens einem Paar (M, f) sodass

e o(M) = f und

e f wird von M’s Liste gestrichen.
Wihle unter diesen Paaren (M, f) dasjenige aus, bei dem die ,Streichung “am
frithesten passiert (im Laufe des Algorithmus). Nach dem Lemma gibt es M mit
M > 5 M und f >y alle Frauen auf M’s verbleibender Liste (zum Zeitpunkt der
Streichung). Betrachte o(M): Da o stabil, gilt o(M) > f = o(M). Das heifit
o(M) wurde zu einem fritheren Zeitpunkt von M’s Liste gestrichen. Widerspruch
zur Wahl von (M, f). O

Korollar 2.6. Das stabile Matching, welches der Gale-Shapley Algorithmus berech-
net, ist unabhdngig von der Reihenfolge der Mdanner und Frauen.

3. GEOMETRISCHE MODELLIERUNG

Der Gale-Shapley Algorithmus ist ein kombinatorischer Algorithmus (verwendet
keine Zahlen).

Vorteil: + sehr schnell, effizient
Nachteil: - relativ kompliziert
- sehr problemspezifisch (kann aber angepasst werden, z.B. fiir m Ménner,
n Frauen, unvollstindige Préferenzlisten)

Jetzt: Geometrische Modellierung mit linearen Ungleichungen.

Vorteil: + einfache Modellierung
+ leicht verédnderbar
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Nachteil: - im Allgemeinen nicht die schnellste Losungsmethode

Codiere ein Matching o: M — F , M = {Ay,..., A} , F = {a1,...,an}

als Permutationsmatrix:
1, falls O'(Ai) = aj

X €{0,1}™" mit X;; =
{0.1} ! {O, sonst.

Satz 3.1. X € {0,1}"*™ codiert ein stabiles Matching < X erfiillt folgende Un-
gleichungen:

(1) ZXij <1 firalei=1,...n (Zeilensummen)

Jj=1
(2) ZXU <1 firallej=1,...n (Spaltensummen)
i=1

(3) Xi; >0 firallei,j=1,...n

4) X+ Z Xir + Z Xij > 1 firallei,j=1,...n (Stabilitdtsbedingung)
k:ak>Aiaj k:Ak>aj A;

Beweis. Klar nach Definition von stabilem Matching. (]

Spéter in der Vorlesung:
Die Menge

SMP = {X € R™": X erfiillt die Bedingungen (1)- (4) }

ist ein Polytop (Losungsmenge eines Systems linearer Ungleichungen, die beschrankt
ist). Zum Beispiel ein 5-Eck ist ein zweidimensionales Polytop oder ein Wiirfel ist
ein dreidimensionales Polytop.

Vande Vate (1989):
Die Ecken des Polytops SMP codieren genau die stabilen Matchings.

Sei C' € R™*™ eine Heiratsbewertungsmatrix. (C;; gibt den Wert der Heirat zwi-
schen A; und a; an). Dann erhdlt man das optimale stabile Matching beziiglich C
mit dem linearen Optimierungsproblem:

n n
max Z Z Cij Xij
i=1 j=1
X e R™*"
X erfiillt Bedingungen (1)—(4)
PrOF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT ZU KOLN,

WEYERTAL 86-90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundert@uni-koeln.de



KAPITEL 2 — KURZESTE WEGE

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

Das Ziel dieses Kapitels ist es kiirzeste Wege in einem gegebenen Netzwerk zu
verstehen und zu berechnen.

Ein einfithrendes Beispiel fiir ein Netzwerk zwischen den vier Stddten Koéln (K),
Hamburg (HH), Miinchen (M) und Berlin (B) ist der folgende Graph:

HH
387 279

K B

578 596
M
Die Zahlen an den Kanten geben Entfernungen zwischen den Stiddten an. Ein Ziel
konnte zum Beispiel sein, den kiirzesten Weg von Koln nach Berlin zu finden,
welcher in diesem Netzwerk auch leicht ohne jede Methodik zu erkennen ist. In
grofleren Netzwerken sind kiirzeste Wege jedoch nicht immer per Auge zu sehen.

Daher lernen wir systematische Verfahren kennen, kiirzeste Wege zu berechnen.
Dafiir benétigen wir zunéchst etwas Notation.

1. NICHTNEGATIVE KANTENLANGEN
Notation 1.1. Wir nennen
D = (V, A) einen gerichteten Graph

wobei
V eine endliche Menge von Knoten

und
AC{(v,w) €V XV :v#w} eine Menge gerichteter Kanten ist.

Auf den Kanten definieren wir Kantenlingen durch eine Ldngenfunktion
l: A*>Z+ :{0,17}

P = (vg,a1,v1,a2,V2,...,0nm, Uy) heifft Kantenfolge, fallsvg, ..., vm €V, a1,...,am €
A und a; = (vi—1,v;). Wir nennen vg Startknoten und v,, Endknoten.

Die Lénge von P definieren wir als
(P) =Y la;)
i=1

Wenn |{vo,...,vm} = m+ 1 (d.h. die Knoten sind alle paarweise verschieden),

heifit P vo-v,,-Weg oder kurz Weg.

Date: 5. Mai 2014.
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Fiir Knoten s,t € V ist der Abstand von s zu t definiert als

dist(s,t) := - istn;i_?_Wegl(P).

Fiir eine Knotenmenge U CV setze

§TU) = {(v,w) € A:veUw¢ U}
als die Menge der Kanten, die U verlassen und

0~ (U) :={(v,w)e A:v ¢ UweU}
als die Menge der Kanten, die U betreten.

Eine Kantenmenge A’ C A heifit s-t-Schnitt, falls
A =6T(U)

fireinUCV undseU, t¢U.

Beispiel 1.2. Wir bestimmen in dem Graph

a t

s b
alle s-t-Schnitte. Alle Teilmengen der Knoten, die s enthalten, aber nicht t, sind
Ul:{s}7 U2:{S7a}a U3:{s,b}a U4:{S,Cl,b}.

Alle s-t-Schnitte haben die Form 6T (U;) firi = 1,...,4. Also bekommen wir die
vier s-t-Schnitte

6+(U4) = {(CL, t)v (ba t)}
Noch mal zur Verdeutlichung: s-t-Schnitte sind Kantenmengen, die jedoch durch
Knotenmengen bestimmt sind. Die Kanten in einem s-t-Schnitt trennen eine Teil-
menge der Knoten, die s enthdilt, vom Rest der Knoten, welcher t enthdlt: Nach
Entfernen der Kanten im Schnitt gibt es keinen Weg mehr von s nach t.

a t a t

s b S b

In diesem Beispiel haben wir die Kanten aus 61 (Uy) (gestrichelt) entfernt. In dem
resultierenden Graphen rechts gibt es keinen s-t-Weg mehr.
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Satz 1.3. (min-maz-Charakterisierung kiirzester Wege, Robacker 1965)
Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph s,t € V zwei Knoten und l: A — Z eine
Langenfunktion. Dann gilt:

dist(s,t) = min I(P)
P ist s-t-Weg

max k, wobei
k = Anzahl von s-t-Schnitten Cy,...,C) (mit Vielfachheiten),
so dass fiir alle a € A gilt:
Hi=1,...,k:aeCj} <la)

Bemerkung 1.4. Die s-t-Schnitte geben ein Zertifikat, dass ein gegebener s-t-Weg
minimal ist. In dem Beispiel

HH

387 279

K B

578 596

M
ist //\der kiirzeste K-B-Weg, weil es folgende K-B-Schnitte gibt:
+
387 mal 279 mal

Beweis. (Satz 1.3)
Falls es keinen s-t-Weg gibt, ist die Aussage trivial: Beide Seiten sind gleich +oo.
Im folgenden existiere ein s-t-Weg:

min > max: Sei P = (vg,a1,01,-..,0m,Umy) €in s-t-Weg und seien Cy,...,Cy s-
t-Schnitte mit oben genannter Eigenschaft. Dann gilt:

m m

UP) =3 Uai) =) {j =1, ki € Gl

i=1

k
= Z|Cj ﬁ{al,...,am}\
j=1

k
zZ1:k
j=1

min < max: Definiere

Ui={veV: dist(s,v) <i} firi=1,..., dist(s,t) = min.
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Definiere
Ci=6"(U;) = {(v,w) € A:v e U,w¢ U}
Dies sind dist(s, t) viele s-¢-Schnitte. Es sei a = (u,v) € A eine Kante. Dann gilt:
l(a) = dist(s,v) — dist(s,u).
Andererseits enthalten nur die s-t-Schnitte
Clist(s,u)+1 - - - » Cdist(s,v)

diese Kante a, was dist(s,v)— dist(s,u) viele sind. O
2. BELIEBIGE KANTENLANGEN

Manchmal sind auch negative Kantenléingen niitzlich. Zum Beispiel wenn man einen
langsten s-t-Weg finden will (also einen kiirzesten negativen Weg).

Beispiel 2.1. Rucksackproblem
Wir haben einen Rucksack mit 2,51 Volumen und 5 niitzliche Gegenstinde.

Gegenstand i Volumen a; Nutzen c;
1 : Schlafsack 1,51 4
2 : Taschenmesser 0,5( 4
3 : Kekse 11 3
4 : Thermoskanne 1,51 5
5 : Isomatte 11 4
Aufgabe: Finde eine Auswahl von 1,...,5, so dass die Gegenstinde in den Rucksack

passen und thr summierter Nutzen maximal ist.

Formulierung als kiirzeste Wege Problem:
Wir erstellen einen Graphen D = (V, A) mit Kantenlingen wie folgt:

1 5
Knoten : z,a:) 1=0,1,...,6, x:O,i,l,...,§
Kanten : - ((i — 1,z), (4,2)) mit Lange 0 i=1,...,5

(
- (@@
((z— 1,2), (i, + a;)) mit Linge —¢; i=1,...,5
- ((5,2), (6, g)) mit Linge 0 fir alle x

Dann: Kiirzeste (0,0)-(6,5)-Wege in D geben eine optimale Auswahl.
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Input : Gerichteter Graph D = (V,A), n=|V],seV,I: A= Z
Output : Funktionen dy,...,d,: V = Z, g: V\{s} =V

Setze do(s) =0, do(v) =00 Vv € V\{s}.

for k=0ton—1do

di41(v) =di(v) Yo eV

for (u,v) € A do

if diy1(v) > di(u) + (u,v) then
di+1(v) = di(u) + U(u,v)
g(v) =u
end
end
end

if d,, # d,,—1 then

Ausgabe: ,Es gibt einen Kreis negativer Lange, der von s aus erreichbar
ist*.

end

Algorithmus 1 : Bellman-Ford Algorithmus

Satz 2.2. Fs gilt
di,(v) = min{l(P) : P ist s-v-Kantenfolge, die hichstens k Kanten enthdlt}.
Beweis. (triviale) Induktion nach k. O

Mogliches Problem: gerichtete Kreise negativer Léange.

Beispiel 2.3. In dem Graph

existiert keine kiirzeste s-t-Kantenfolge, weil der negative Kreis beliebig oft durch-
laufen werden kann.

Definition 2.4. Eine Kantenfolge P = (vg,a1,v1, ..., Qm,Um) heifst (gerichteter)
Kreis, falls vo = vy, und |{vg,...,vm} = m.

Satz 2.5. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Langenfunktion l: A — Z.
Alle gerichteten Kreise in D haben nicht-negative Linge. Seien s,t durch (minde-
stens) eine Kantenfolge verbunden. Dann existiert eine kiirzeste s-t-Kantenfolge,
die ein Weg ist.

Beweis. Klar ist, dass ein kiirzester s-t-Weg P existiert. Angenommen es gibt eine
s-t-Kantenfolge @ (die kein Weg ist) mit [(P) > [(Q). Wihle ein solches @ mit
minimaler Anzahl von Kanten. Da @ kein Weg ist, enthélt @) einen Kreis C, der nach
Voraussetzung nicht-negative Lange hat, also I(C) > 0. Sei Q" die Kantenfolge, die
man aus @ erhiilt, indem man C' 16scht. Dann ist Q" ebenfalls eine s-t-Kantenfolge
mit

@) = 1(Q) — I(C) < U(Q) < I(P),

aber mit weniger Kanten als (). Widerspruch! (]
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Zuriick zu Bellman-Ford:

e Laufzeit: proportional zu |V |A| < [V|3

e Falls D keine gerichteten Kreise negativer Linge enthilt, dann gilt d,, 1 (v) =
dist(s,v) und v, g(v), g(g(v)),...,s ist die Umkehrung eines kiirzesten s-t-
Weges.

Satz 2.6. d, = d,_1 <= alle von s aus erreichbaren Kreise haben nicht-negative
Lénge.

Beweis. Aufgabe 3.1. (]

3. GEOMETRISCHE MODELLIERUNG, POTENTIALE

Definition 3.1. Fine Funktion p: V — R heifst Potential fir D,l, falls

Va = (u,v) €A: p(v) —p(u) <l(a)
Satz 3.2. Es existiert genau dann ein Potential p: V — R fir D,l, wenn fir alle
gerichteten Kreise C' in D gilt, dass [(C) > 0.

Beweis. ,=“: Sei C' = (vg, 41,01, .- ., 0m, V) Mit vg = v, ein Kreis und sei p eine
Potentialfunktion. Dann gilt:

m

(O) =) la) = Z(P(Uz‘) —p(vi-1)) =0

i=1

,<=“ Fiige zu D = (V, A) einen neuen Knoten § und neue Kanten (§,t) fiir al-
le ¢ € V hinzu, wobei [(5,t) = 0 definiert wird. Dann ist p(t) = dist(8,t) eine
Potentialfunktion. Denn

Va = (u,v) € A: p(v) —pu) = dist(5,v) — dist($,u) < (a)
& dist(5,v) < dist(5,u) + (a).
Dies gilt, denn
dist(§, u)

S U v

ist eine §-v-Kantenfolge der Lénge dist(8,u) + (a) und, weil alle gerichteten Kreise
nicht-negative Lénge haben, gibt es eine kiirzeste s-v-Kantenfolge, die ein Weg ist,
also:
dist(5,v) < dist(5,u) + I(a).
O

Satz 3.3. (geometrische Modellierung kiirzester Wege mit linearen Ungleichungen)
Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph, l: A — Z eine Lingenfunktion. Alle
gerichteten Kreise haben nicht-negative Ldnge. Seien s,t € V und es gebe einen
s-t-Weg. Dann gilt
dist(s,t) = min [(P)
P ist s-t-Weg

= max p(t) — p(s)
p: V=R
p(v) = p(u) <l(a) Va = (u,v) € A
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Beispiel 3.4. Wir wenden den Satz auf den Graphen

V3 = t
3 -1
S =1 1 V2
an. Man erhdlt
dist(vi,v3) = max p3—p1
p1,p2,p3 €R
p2—p1 <1
ps—p1 <3
p3—p2 < —1
= max (—1,0,1)p
pER3
(_1? 17 0)p <1
Y4
Dabei schreiben wir p = | pa | als Vektor statt als Funktion, womit gemeint ist,
b3

dass jedem Funktionswert p(v;) genau ein Eintrag p; zugeordnet wird. Auf diese
Schreibweise wird bei geometrischer Modellierung von graphentheoretischen Proble-
men hdufig zurickgegriffen.

Beweis. (Satz 3.3)

max < min: Sei P = (s = vg,a1,V1,...,0n, Uy = t) eine s-t-Kantenfolge und
p: V — R ein Potential. Dann gilt
1P) = 1as) = 3 (i) — pl(vi1)) = plt) — pls)
i=1 i=1

max > min: Setze p(v) = dist(s, v), falls eine s-v-Kantenfolge existiert und p(v) = 0
sonst. Analog wie im Beweis von Satz 3.2 iiberpriift man, dass p ein Potential ist. [J

PROF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT ZU KOLN,
WEYERTAL 86-90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundert@uni-koeln.de



KAPITEL 3 — MATCHINGS IN BIPARTITEN GRAPHEN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

1. DEFINITIONEN

Notation 1.1. Ahnlich wie im vorangegangenen Kapitel zundichst etwas Notation.
Wir beschiftigen uns jetzt mit ungerichteten Graphen, das sind Graphen, in denen
Kanten keine Orientierung besitzen. Die meisten Begriffe definiert man sehr dhnlich
wie 1m gerichteten Fall.

Wir nennen G = (V, E) einen ungerichteten Graph, wobei
V eine endliche Menge von Knoten und

E C {{u,v}:u,v € V,u # v} eine Menge ungerichteter Kanten ist.

V={1,...,5
1 2 E= {{1’2}’{273}7{374}7{471}7{375}}

Die Begriffe Kantenfolge, Weg, Kreis definieren wir genau wie bei gerichteten Gra-
phen.

Sei v € V ein Knoten, dann heifit w € V Nachbar von v, falls {v,w} € E.

Zwei Knoten u,v € V heiflen wegzusammenhéngend, falls es einen u-v-Weg gibt.

Die Relation ,wegzusammenhingend ist eine Aquivalenzrelation, ihre Aquivalenzklassen
heiffen Zusammenhangskomponenten. Falls G nur eine Zusammenhangskomponen-

te besitzt, so heifit G zusammenhéngend.

Der Graph G = (V,E) heifit bipartit, falls zwei Teilmengen U, W C V existie-
ren, so dass

V=UUW (das heift V=UUW und UNW =0) und
Vee E: |enUl=lenW|=1.

Date: 12. Mai 2014.
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U w

2. MATCHINGS MIT MAXIMALER KARDINALITAT

Definition 2.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Matching M C E
ist eine Teilmenge disjunkter Kanten, das heifst

Ve, feM: enf=40.

Im folgenden fasse wir einen Weg P = (vg, €1, 01,...,€m, Um) als Teilmenge P =
{e1,...,em} C FE auf.

Definition 2.2. Sei M C E ein Matching. Ein Weg P C E heiffit M-augmentierend,
falls
(1) seine Endknoten nicht von M idiberdeckt sind und

(2) seine Kanten alternierend aus M und nicht aus M sind.
€M eM
o . ° o 3 o
¢ M ¢ M ¢ M
Klar: Falls P ein M-augmentierender Weg ist, dann ist
M' = MAP = (M\P)U (P\M) (symmetrische Differenz)
ein Matching mit |M'| = |[M]| + 1.

Satz 2.3. Sei M ein Matching in G. Entweder ist M ein Matching mit mazimaler
Kardinalitit, oder es gibt einen M -augmentierenden Weg.

Beweis. (1) Falls M maximale Kardinalitdt hat, folgt sofort, dass es keinen
M-augmentierenden Weg geben kann (siehe oben).

(2) Sei M’ ein Matching mit |[M’| > |M]|. Betrachte die Zusammenhangskom-
ponenten von G’ = (V, M U M’). Da jeder Knoten von G’ hochstens zwei
Nachbarn hat, bestehen die Zusammenhangskomponenten von G’ nur aus
Wegen (eventuell der Linge 0) oder aus Kreisen (siehe Aufgabe 3.2). Da
|M’| > |M]|, muss es eine Zusammenhangskomponente von G’ geben, die
mehr Kanten aus M’ als aus M enthélt. Diese Zusammenhangskomponente
ist ein M-augmentierender Weg.

O
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Algorithmus 2.4. zur Bestimmung eines Matchings maximaler Kardinalitdt

M=10

while M -augmentierender Weg P do
| M= MAP.

end

Wie findet man M-augmentierende Wege?
— einfacher Algorithmus fiir bipartite Graphen (— hier)
— Edmonds ,,Bliiten“-Algorithmus fiir allgemeine Graphen (— Spezialvorlesung).

Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Partition V = U U W und sei M C E ein
Matching. Definiere den gerichteten Residualgraph Dp; = (V, Apr) mit

Ay ={(u,w) e UxW : e = {u,w} € E\M}U{(w,u) € WxU :e={u,w} € ENM}

U w

Seien Up; C U, Wy € W die Knoten, die nicht von M {iberdeckt werden. Dann
entspricht jeder gerichtete Weg von einem Knoten in Ujys zu einem Knoten in Wy,
einem M-augmentierenden Weg und umgekehrt.

Algorithmische Umsetzung;:

Finde kiirzeste Wege zwischen je zwei Knoten in Up; und W)y, mit Bellman-Ford,
wobei I: Ay — Z , l(a) = 1 gesetzt wird (dies ist eine einfache, aber suboptimale
Strategie; besser: verwende zum Beispiel Tiefensuche).

3. KONIGS MATCHING THEOREM

Definition 3.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Fine Teilmenge C C 'V
heifst Knoteniiberdeckung, falls Ve € E : |CNe| > 1.
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Satz 3.2. (Kdnigs Matching Theorem, 1931)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt
v(G) = max{|M|: M C E Matching in G}
=min{|C| : C CV Knoteniiberdeckung von G}
=7(G).

Beweis. max < min: Sei M ein Matching und C eine Knoteniiberdeckung. Dann
gilt |M| < |C|, weil je mindestens einer der Endknoten der Kanten in M zu C
gehoren muss.

max > min: Sei M C F ein Matching in G mit maximaler Kardinalitét,
M = {{ur, w1}, ..., {um,wm}}t, w;€U,w; €W.
Betrachte den Residualgraph Djy; und definiere C' = {vy, ..., vy} durch

w;, falls es in Djs einen gerichteten Weg von Uj, nach w; gibt.
v; =
’ Ui, sonst.

Wir zeigen nun: C' ist eine Knoteniiberdeckung mit |C| = m (wobei Letzteres klar
ist). Sei dafiir {a,b} € E eine beliebige Kante. Zu zeigen ist: a € C oder b € C.

Sei 0.B.d.A.a e Ube W.

Fall 1: a € Ups,b € Wy
Dann wiire {a, b} ein M-augmentierender Weg, aber das ist unméglich, weil M ein
maximales Matching ist.

Fall 2: a € UM,b ¢ War.
Dann ist (a,b) € Ay = b € C (jeweils nach Definition von Ays bzw. C).

Fall 3: a ¢ Up,b e Wy

Angenommen a ¢ C. Weil a ¢ Uy, gibt es ein w; € C mit (w;,a) € Aps. Somit
gibt es einen gerichteten Weg in Dj; von Ujs nach w;. Dieser kann um die Kan-
ten (w;, a), (a, b) verlingert werden, was einem M-augmentierenden Weg entspricht.
Widerspruch zur Maximalitdt von M. Das heifit a € C.

Fall 4: a ¢ Upr,b ¢ Wy

Falls a € C, ist nichts zu zeigen. Sei nun a ¢ C. Dann gibt es ein w; mit {a, w;} € M
und w; € C. Falls w; = b, also b € C, sind wir fertig. Falls w; # b, dann gibt es
einen gerichteten Weg von Ujps nach w; und dieser kann um die Kanten (w;, a), (a, b)
erweitert werden, das heifit b € C. O

4. MATCHINGS MIT MAXIMALEM GEWICHT

Im folgenden beschéftigen wir uns mit Graphen, die gewichtete Kanten besitzen,
das heifit jeder Kante wird ein Gewicht (eine Zahl) zugeordnet. Ziel wird es wieder
sein, ein maximales Matching zu bestimmen. Aber diesmal wollen wir nicht, wie
vorher, die Anzahl der Kanten, sondern das Gesamtgewicht maximieren. Nochmal
zur Ubersicht:
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gegeben: G = (V, E) ungerichteter Graph, w: F — R Gewichtsfunktion.
Fiir M C E definiere w(M) = > ), w(e).

gesucht: v, (G) = max{w(M) : M C E Matching in G}.

Definition 4.1. Ein Matching M C E heifit extrem, falls fiir alle Matchings
M' C E mit |M'| = |M| gilt, dass w(M") < w(M).

Definition 4.2. Sei M C E ein Matching in G. Definiere die Ldngenfunktion
lyr: E— R durch
w(e), fallsee M
In(e) =
—w(e), fallse ¢ M.
Fir P C E definiere Iy (P) = > .cplu(e).

Satz 4.3. Sei M C E ein extremes Matching und P C E ein M -augmentierender
Weg minimaler Linge. Dann ist auch M' = MAP ein extremes Matching.

Beweis. Sei N ein extremes Matching mit |[N| = |M| + 1. Da |N| > |M] ist,
enthilt der Graph (V,M U N) eine Zusammenhangskomponente @, die ein M-
augmentierender Weg ist. Dann gilt I5/(Q) > Iy (P). Es ist NAQ ein Matching
mit |[NAQ| = |M]. Also w(NAQ) < w(M) und zusammen

w(N) = w(NAQ) — 1 (Q) < w(M) — Ly (P) = w(M),

das heift M’ ist extrem. (Man beachte, dass die Gleichheiten gelten, weil die
Léngenfunktion [j; den Kanten, die nicht in M liegen, den negativen Wert von
w zuordnet.) O

Algorithmus 4.4. Bestimmung eines Matchings mit mazimalem Gewicht (,un-
garische Methode“, Egervdry 1931)

MO = @ ; k= 1;'
while dMj._1-augmentierender Weg do
Wihle My_1-augmentierenden Weg P mit minimaler Linge

M, = M,_1AP
k=k+1
end

output: max{w(M;) :i=0,1,...,k—1}.

Finde Mj_i-augmentierenden Weg mit minimaler Lénge:
Betrachte wieder den Residualgraph Dys (M = Mj_1)

Dy =V, Ar) Ay = {(u,w) € UxXW 2 {u,w} € EAM }U{(w,u) € WxU : {u,w} € ENM}

mit Langenfunktion lp;: Ay — R
L ((a,0)) =ty ({a, b}).

Finde einen kiirzesten Weg von Uj; nach Wj,. Dies kann man mit Bellman-Ford

machen, weil D), keine gerichteten Kreise negativer Linge besitzt, wie der folgende
Satz zeigt:

Satz 4.5. Sei M C E ein extremes Matching. Dann besitzt Dy keine gerichteten
Kreise negativer Linge.
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Beweis. Angenommen C C FE entspricht einem gerichteten Kreis in Dj; mit I, (C) < 0.
Dann haben wir die folgende Situation:

Dann ist M’ = MAC ein Matching mit |M’| = |[M| und es gilt:

w(M') = w(M) -l (C) > w(M),
das heifit M ist nicht extrem. Widerspruch! O
PrROF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT 7ZU KOLN,

WEYERTAL 86-90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundert@uni-koeln.de



KAPITEL 4 — FLUSSE IN NETZWERKEN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

1. DAas MAX-FLOW-MIN-CUT THEOREM

Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph, s,t € V zwei Knoten. Wir nennen s Quelle
und t Senke.

Definition 1.1. Eine Funktion f: A — R>¢ heifst s-t-Fluss, falls
Vo e V\{s,t}: Z fla) = Z f(a) gilt.
a€dt(v) a€d— (v)

(Flusserhaltungsgesetz)
Dabei schreiben wir kurz

§T(w)y=6"({v}) ={(v,w) € A:w eV},
" (w)=0"({v}) ={(w,v) e A:w eV}
Der Wert eines s-t-Flusses ist
value(f) = Y fla)= > fla)
agd+(s) acs—(s)
Ein s-t-Fluss heifit beschrénkt durch eine Kapazitétsfunktion c¢: A — R>q, falls
Vae A: f(a) <c(a) gilt.
(Notation: f <e¢).

Ziel: Finde einen maximalen s-t-Fluss.
Wir haben also das folgende Maximierungsproblem:

max value(f)
f: A— RZO
f ist s-t-Fluss
fla) <cla) Yac A
Lemma 1.2. Es seien ein gerichteter Graph G = (V, A), Knoten s,t € V und eine

Kapazititsfunktion c: A — Rxq gegeben. Sei f ein s-t-Fluss, der durch ¢ beschrinkt
ist. Sei U CV mit s € U,t ¢ U, so dass 67 (U) ein s-t-Schnitt ist. Dann gilt

(1) value(f) < e (U) = Y ela)
a€dt (U)
FEs gilt Gleichheit in (1) genau dann, wenn
fla) =c(a) Vae€dt(U) und
fla)=0 Vaedé (U)

Date: 26. Mai 2014.
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Beweis. Es gilt

value(f) = Z fla) — Z f(a)

a€dt(s) ac€d—(s)

Z Z fla) — Z f(a) (wg. Flusserhaltung)

veU \a€edt(v) acd~ (v)
= 2 S - ) fla
acdt (U acd—(U)
< Z c(a).
a€st(U)

O

Definition 1.3. Es sei D = (V,A) ein gerichteter Graph und a = (u,v) eine
Kante. Definiere

at = (v,u) und A7t ={a":a € A}
Sei f ein s-t-Fluss und ¢ eine Kapazititsfunktion. Definiere den Residualgraph
Dy = (V,Ay) durch
Aj={acA: fla) <c(a)}U{at €A™ f(a) > 0}

Lemma 1.4. Sei f ein s-t-Fluss mit f < c. Angenommen Dy enthdlt keinen ge-
richteten s-t-Weg. Sei U C V' die Menge der Knoten, die in Dy von s aus erreichbar
sind. Dann gilt

value(f) = c(61(U))
Insbesondere ist f mazximal.
Beweis. Fiir a € 67(U) gilt a ¢ Ay, das heifit f(a ) = c(a). Fir a € 6~ (U) gilt

a~' ¢ Ay, das heifit f(a) = 0. Also ist value(f) = ¢(67(U)) und f ist nach Lemma
1.2 maximal. (]

Definition 1.5. Sei P ein gerichteter Weg in Dy. Definiere x©': A — R durch

1, falls P die Kante a durchlduft
xFla) =< =1, falls P die Kante a=' durchliuft

0, sonst.

Theorem 1.6. (Maz-Flow = Min-Cut; Ford-Fulkerson, 1954)
Es seien ein gerichteter Graph D = (V, A), zwei Knoten s,t € V und eine Kapa-
zitdtsfunktion c: A — R>( gegeben. Dann gilt

max value(f) = min ¢(67(U))
f ist s-t-Fluss UCvVvV
[ <c seUt¢U

Beweis.

e max < min: Wurde in Lemma 1.2 gezeigt.
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e max > min: Sei f ein maximaler s-t-Fluss mit f < c. Zu zeigen ist
value(f) = c¢(67(U)) fiir ein U C V mit s € U, t ¢ U.

Betrachte Dy. Falls es keinen gerichteten s-t-Weg in Dy gibt, kénnen wir
Lemma 1.4 anwenden und sind fertig. Angenommen es gibt einen s-t-Weg
P in Dy. Dann ist f/ = f +ex? fiir geniigend kleines € > 0 ebenfalls ein
s-t-Fluss, der durch ¢ beschrinkt ist, mit

value(f') = value(f) + ¢
Das ist ein Widerspruch zur Maximalitdt von f.

O

Korollar 1.7. Falls ¢ ganzzahlig ist, das heif$t ¢(a) € Z Va € A, dann gibt es einen
ganzzahligen maximalen s-t-Fluss.

Beweis. Wihle e = 1 im obigen Beweis. O

Algorithmus 1.8. (Ford-Fulkerson)

Input : Gerichteter Graph D = (V, A), s,t € V, c: A — R>g
Output : Mazimaler s-t-Fluss f
Setze f =10
while 3 gerichteter s-t-Weg P in Dy do
| f=f+4+exP, wobei e > 0 mazimal gewdihlt, so dass 0 < f +ext < ¢ gilt
end

Satz 1.9. Fulls c(a) € QVa € A, dann terminiert der Ford-Fulkerson Algorithmus
in endlich vielen Schritten; sonst im Allgemeinen nicht.

Beweis. Wenn c(a) € Q Ya € A, dann existiert ein X € N mit Kc¢(a) € NVa € A.
Das heiflt in jeder Iteration ist € ein Vielfaches von % und der Wert des Flusses
vergrofert sich mindestens um +. Da der Wert ¢(6%(s)) nicht {iberschreiten kann,

terminiert der Algorithmus nach héchstens Kc¢(67 (s)) vielen Schritten. O

Es gibt Beispiele mit c¢(a) € R, so dass der Algorithmus nicht terminiert. (— siehe
Schrijver - CO - Buch, 10.4a)

2. VERBESSERUNG DES FORD-FULKERSON-ALGORITHMUS

Beispiel 2.1. Die Anzahl der Iterationen im Ford-Fulkerson Algorithmus hdngt
von der Wahl der Wege ab, entlang derer der Flusswert erhéht wird. Dadurch, dass
es keine Vorschrift gibt, nach der man solche Wege wdihlt, kann die Anzahl der
Tterationen unnotig hoch werden, wie das folgende Beispiel zeigt.
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10% 10%

10% 10%

Offensichtlich ist f = (f(a1), f(a2), f(as), f(aq), f(as)) = (10¥,10%,0,10%, 10%) der
s-t-Fluss mit mazimalem Wert fiir dieses Netzwerk mit value(f) = 2 - 10%.

Aber: widhit man die Wege im Ford-Fulkerson Algorithmus sehr ungiinstig, dann
wird der Wert des Flusses in jeder Iteration nur um 1 erhéht. Man kénnte also
insgesamt bis zu 2-10F Iterationen durchfiihren, wie wir nun sehen werden (obwohl
man im ginstigsten Fall mit zwei Iterationen auskime). Der Fluss wird immer
entlang der Schlangenlinien verbessert:

f1:(0,0,070,0) Dfl'.

fo=1(1,0,1,0,1) Dy,:

f3:(1517071a1) Dfa"

VAvavs
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f4 = (2; 1,1, 172)

Und so weiter.
Problem: Die gewéhlten s-t-Wege in Dy, waren nicht die kiirzesten.
Losung: (Dinits (1970), Edmonds-Karp (1972)) So etwas kann nicht passieren, wenn

die gewihlten s-t-Wege minimale Linge (bezogen auf die Anzahl der Kanten) ha-
ben.

Lemma 2.2. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph, s,t € V zwei Knoten und
w(D) = dist(s,t). Sei a(D) C A die Menge von Kanten, die in einem kiirzesten
s-t-Weg vorkommen. Definiere D' = (V, AUa(D)™1). Dann gilt n(D") = u(D) und
a(D") = a(D).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass p(D) und «(D) sich nicht verdndern, wenn wir
eine Kante a=! € a(D)~! zu D hinzufiigen. Angenommen das ist nicht so. Dann
gibt es einen s-t-Weg P C AU {a"'}, der durch a=! geht und Liinge hochstens
w(D) hat. Da a € a(D), gibt es einen s-t-Weg @ C A, der durch a geht und Linge
(D) hat. Wir haben also die folgende Situation:

Dann enthélt (PUQ)\{a,a"!} einen s-t-Weg der Liinge | < p(D). Widerspruch. O

Satz 2.3. Fulls in jeder Iteration des Ford-Fulkerson Algorithmus ein kiirzester s-
t-Weg in Dy ausgewdhlt wird, betrdgt die Anzahl der Iterationen hochstens |V|-|A|.
Insbesondere ist sie unabhingig von der Kapazititsfunktion.

Beweis. Falls wir einen Fluss f entlang eines kiirzesten s-t-Weges P in D¢ verbes-
sern und einen neuen Fluss f’ erhalten, dann ist die Kantenmenge von Dy in der
Kantenmenge von D' = (V, AfUa(Dy)~!) enthalten, deswegen gilt (D) > p(D’).
AuBerdem haben wir (D) = p(D’) und o(Dy) = a(D’) nach Lemma 2.2.

Falls u(Dy) = p(Dy), dann gilt a(Dy) € o(D’) = a(Dy). Da wenigstens ei-
ne Kante aus P zu Dy aber nicht zu Dy gehort, haben wir strikte Inklusion
a(Dys) € a(Dy). Diese Situation (u(Dy) = pu(Dy)) kann maximal |A|-mal vor-
kommen, danach muss p(Dys) > pu(Dy) sein. Da p(Dy) sich héchstens |V|-mal
vergrofern kann, folgt die Behauptung. O

PROF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT ZU KOLN,
WEYERTAL 86-90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundert@uni-koeln.de



KAPITEL 5 — POLYEDERTHEORIE

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

Viele Optimierungsprobleme des Operations Research lassen sich als lineares Pro-
gramme formulieren:

gegeben: c € R"”,

Aty ... 0, € R™
bi,...,byy €R
gesucht: min ¢’z
reR”
a?z < bl,...,afnx < by,.

¢ definiert die Zielfunktion =z~ ¢z,
a;'-rx < b; sind lineare Ungleichungen, welche die Nebenbedingungen beschreiben.

Kurzform: A € R™*™ b € R™ mit

- a{ - bl
A= , b= |: und Az <b
— al — bm

Manchmal kommt noch eine Ganzzahligkeitsnebenbedingung = € Z™ hinzu (—
spétere Kapitel).

Dieses Kapitel: Wie sieht die Menge der zuldssigen Ldsungen (die Vektoren, die
die Nebenbedingungen erfiillen)

{r e R": Az < b}
geometrisch aus?

Beispiel 0.1.

—_
I
—_
—

Date: 29. Juni 2014.
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T

T,
airz=1

Dies ist ein (konvezes) Polyeder.

Polyedertheorie: Erweiterung der linearen Algebra iiber dem Koérper R durch lineare
Ungleichungen.

1. KONVEXE MENGEN

Definition 1.1. Seien z1,...,zxy € R™ Punkte. Dann ist y € R™ eine Konvex-
kombination von x1,...,zN, falls
N N
y:Zaioji mit ay,...,any >0 und Zaizl.
i=1 i=1

Beispiel 1.2. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist eine Konverkombination der drei
FEckpunkte.
T3

1 T2
1 1 1
Y= 3T1+ 3T2+ 3T2

Definition 1.3. Fine Menge C C R"™ heifit konvex, wenn sie unter der Bildung
von Konvexkombinationen abgeschlossen ist, das heifst

N N
VN € NVzy,...,zy € CVaq,...,any >0, Zaizl éZaizi eC.
i=1 i=1

Definition 1.4. Seien x,y € R™ Punkte, dann ist
[z,y] ={(1 —-a)z+ay:aec01]}

die Verbindungsstrecke zwischen x und y.

[, Y]
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Satz 1.5. Eine Menge C C R"™ ist konvex < Vr,y € C: [x,y] C C.
Bewets.

»,=: Klar, denn dies ist ein Spezialfall der Definition mit N = 2.

»,<=": Zeige per Induktion nach N: Jede Konvexkombination von hochstens N
Punkten aus C liegt wieder in C'.

N=1V
N—>N+1:Seiy:ZNtlaxzmltxleC aZEOquZNtlal—l.

LFall: oy = 1.
Dannist oy =...=ay =0und y = xn41 € C.

2.Fall: ON4+1 75 1.
Nach Induktionsvoraussetzung ist
N

/ Q5
y = —— ;€ C, weil —— >0 und =1
;1—041\[“ ’ ’ 1_04N+1 Zl_aN+1

Desweiteren ist

y=(1—ant1)y +anvt1zn+1 € [V, an41] CC.

Beispiel 1.6.

a) ist keine konvexe Menge.

b) Seill-]: R™ = Rxq eine Norm. Sei
K={zeR":|z|]| <1}
die zugehorige Einheitskugel.

Behauptung: K ist konvex.

Beweis: Seien x,y € K, a € [0,1]. Dann ist
A-a)z+ay <A -a)lzf+ally<(1-a) - 1+a-1=1
Definition 1.7. Sei A C R™. Die konvexe Hiille von A ist
conv A = ﬂ B.

BDA
B konvex

Da der Durchschnitt von konvexen Mengen wieder konvex ist, handelt es sich bei
conv A um die inklusionsminimale konvere Menge, die A enthdlt.

Beispiel 1.8. A = {(g) : (é) : G)} conv(A)
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Satz 1.9. Sei A CR"™. Dann gilt
N N

conv A={y€R":IN e NTzy,...,zy € AJoy,...,an > O,Zai =1,y= Zaixi}.
i=1 i=1

Das heifit, conv A besteht aus allen Konverkombinationen der Menge A.

Beweis.
,C“: trivial.
,2% Sei B konvex mit B O A. Da B abgeschlossen unter der Bildung von
Konvexkombinationen ist, muss fiir jede Wahl von N € N, z1,...,zy €

A ay,. .oy >0, ;=1 stets y = Y| oy € B gelten.
(]

Definition 1.10. Eine Menge P C R"™ heifit (konvexes) Polytop, falls es eine
endliche Menge A = {xy,..., N} gibt mit

P= conv A

N N
= {Zaﬂi tay > O,Zai =1}
i=1 i=1

Sei y € conv A, das heifit

N N
yzz:aixi fir NeN, z1,...,xny € A, al,...,aNZO,Zaizl.
i=1

i=1

Frage: Wie grof muss N hochstens sein, damit man jedes y in conv A darstellen
kann?

Definition 1.11. Die Punkte z1,...xxn € R" sind affin unabhéngig, falls

N N
Vaq,...,ayn Zaz—O,Zalxl—O = ap = =any =0
i=1 i=1
. 1 1 IR o
In anderen Worten: Die Vektoren U EEETEY € R"™" sind linear unabhdingig.
1 N

Beispiel 1.12. Drei Punkte in der Ebene, die nicht alle auf der selben Gerade
liegen, sind affin unabhdngig.

x3
[ )

[ Y

Vier Punkte in der Ebene sind hingegen nie affin unabhdngig.
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T2
°

ers3

Definition 1.13. Sei A C R". Die Dimension von A ist

dim A =max{N —1:3zq,...,zny € A affin unabhingig}.
Es ist immer dim A < n, wez’lmnk[l 1} <n-+1.
X1 ... IN

Satz 1.14. (Caratheodory)
Sei A CR"™ und y € conv A. Dann existieren x1,...,xN € A affin unabhdngig mit
y € conv {x1,...,xn}. Insbesondere ist N < dim(A)+1<n+ 1.

Beweis. Sei y € conv A mit

N N
y:Zaixi, x; €A, aiZO,Zaizl.
i=1 i=1

Angenommen N ist minimal und 1, ...,z N sind nicht affin unabhéngig. Dann gibt

es B1,...,Ay € Rmit 1 8; =0, SN, Bizs = 0 und (B1,...,Bn) # (0,...,0).
Sei oBdA. 51 > 0 und % so klein wie moglich. Betrachte die Darstellung

N N N
o1 aq

y=> ;- B > Biwi =Y viwi, Y=o — 5 Bi.
i=1 Lioa =2 !

Da~; > 0 (klar, wenn 3; < 0; sonst wegen der Minimalitét von %) und ZZVZQ v =1,

ist die Darstellung ein Widerspruch zur Minimalitdt von N. (I
2. TRENN- UND STUTZHYPEREBENEN
Sei C' C R™ eine abgeschlossene, konvexe Menge.

Fundamentale Eigenschaft: Jeder Punkt z ¢ C kann durch eine Hyperebene von
C getrennt werden.

mﬂﬂ?c

Definition 2.1. FEine Teilmenge H C R™ heifit (affine) Hyperebene, falls es einen
Vektor ¢ € R™"\{0} und ein 6 € R gibt mit

H={zxecR": "z =0}

(Wichtige Verallgemeinerung in der Funktio-
nalanalysis: Satz von Hahn-Banach)

H
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[
c

llell
H-
Die abgeschlossenen und konveren Mengen

HY ={zcR": Tz >6}

H ={zxecR": "z <5}
heiffen Halbraume

Definition 2.2. Seien C, D C R". Fine Hyperebene H heifit Trennhyperebene von
C und D, falls C C H- und D C H" (oder umgekehrt).

(@
o/

Definition 2.3. Sei C' C R™. FEine Hyperebene H heifst Stiitzhyperebene von C,
falls C C H™ und CNH # 0.

H

Cg> "
Frage: Wie findet man Trenn- bzw. Stiitzhyperebenen?

Antwort: Verwende metrische Projektion
( = beste Approximation von z ¢ C in C
= orthogonale Projektion, falls C' affin linear ist).

z

Lemma 2.4. Sei C' C R" eine abgeschlossene und konvexe Menge, die nicht leer
ist. Sei z ¢ C. Dann

dyeC: |y—=z[= 12& |z —z|| (Notation: y = mc(z))

und

(z—y)T(x—y) <0 fiir alle x € C.
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z

Beweis. (funktioniert auch in allgemeinen Hilbertrdumen)
Zur Erinnerung: Parallelogrammgleichung

Fiir 2,y € R gilt [|lz + y? + |z — y[|* = 2[|=[* + 2]|y]I*.

Tty

Existenz von y: Sei d = infzec ||z — z||. OBdA ist z = 0 (durch Translation). Sei
(Zn)nen eine Folge aus C' mit lim, o0 ||| = d. Wir zeigen, dass (z,)nen eine
Cauchyfolge ist. Nach der Parallelogrammgleichung ist

T + Tm 2 Tn — Tm 2 1 2 1 2
| R TR R = S+
—
eC = —0 5d2
—_———

=>d?

Der zweite Summand auf der linken Seite muss gegen 0 konvergieren, da die rech-
te Seite gegen d? konvergiert und der erste Summand auf der linken Seite sicher
nicht kleiner als d? ist (denn d = inf,ec ||z — z||). Also ist (7,,)nen eine Cauchy-
folge und weil R™ vollstindig ist, konvergiert (x,)nen. Weil C' abgeschlossen ist,
liegt der Grenzwert lim,, . x,, ebenfalls in C'. Dieser Grenzwert ist ein y mit der
gewiinschten Eigenschaft.

Eindeutigkeit von y: Angenommen es existieren y, ¢y’ € C mit ||y|| = ||¢/|| = infzec || 2|
und y # y'. Dann ist

y+y y+y
2 2
——

eC

Y=y a1, o 10 2
+ | 9 | *QHZJ” +2||y|| =a,

was ein Widerspruch zur Minimalitdt von d ist.

Zusatz: (z —y)T(z —y) <0 fiir alle 7 € C.
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Sei av € [0, 1]. Dann ist
Iz —ylI* < llz — (1 — @)y + ax)|?
=lz—y+aly—a)l?
=z —yl*+2a(z — )" (y — ) + [ly — z?

Demnach gilt fiir o € (0, 1]
@
-y @=y) < Sly—=|
und die Behauptung folgt, da die rechte Seite beliebig klein > 0 werden kann. [

Theorem 2.5. Sei C € R" eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge.
Sei z ¢ C ein Punkt auferhalb von C. Dann gibt es eine Trennhyperebene von {z}
und C.

Beweis. Definiere die Hyperebene H = {x € R" : ¢I'z = §} mit ¢ = 2 — y und
§ = cTy, wobei y = 7 (2).

Behauptung: a) z € HT
b)CCH.

zu a)

zu b) Fir x € C ist

O

Bemerkung 2.6. Die im Beweis konstruierte Hyperebene ist eine Stitzhyperebene
von C. Falls § € (cTy, cT'2) gewdhlt wére, wire H eine strikte Trennhyperebene von
{z} und C, das heift z € HY und 2 ¢ H, C C H™ und CNH = 0.

Korollar 2.7. Sei C C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge.

Dann gilt
C= N H-

H Stitzhyperebene von C
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Beweis. — Aufgabe 7.1 O

Definition 2.8. FEine Menge P C R™ heifst Polyeder, falls es eine Matriz A €
R™*™ ynd einen Vektor b € R™ gibt, so dass

P={xeR": Az < b}
gilt.

Ein Polyeder entspricht also der Losungsmenge eines Systems linearer Ungleichun-
gen, was der Durchschnitt endlich vieler Halbrdume ist (im Korollar 2.7 geniigen
endlich viele Stiitzhyperebenen, um ein Polyeder vollstdndig zu beschreiben).

Jetzt: Verhiltnis zwischen Polyedern und Polytopen (konvexe Hiille endlich vie-
ler Punkte).

3. EXTREMPUNKTE UND ECKEN

Definition 3.1. Sei C C R"™ eine konvexe Menge. Ein Punkt z € C heiffit Extrem-
punkt von C, falls fiir alle x,y € C mit z = ax + (1 — a)y und o € (0,1) stets
=z =y folgt.

Beispiel 3.2. :

a) b)

5 Extrempunkte oco- viele Extrempunkte

Sprechweise: Extrempunkte von Polyedern heiflen Ecken.

Notation 3.3. Sei P = {z € R" : Ax < b} ein Polyeder und z € P. Mit A,

bezeichnen wir die Teilmatriz von A, die die Zeilen enthdlt mit asz = b; (aktive

Ungleichungen “).

Satz 3.4. Sei P = {x € R": Ax < b} ein Polyeder und z € P. Dann gilt

z ist eine Ecke von P < rang A, = n.

Bewets.

»=“: Angenommen rang A, < n. Dann existiert ein ¢ € R"™, ¢ # 0 mit A,c = 0.
Da al z < b, fiir alle Zeilen von A gilt, die nicht zu A, gehéren, gibt es ein
0 > 0 mit
al(z+6c¢) <b; und af(z—dc) <b;.



10 F. Vallentin, A. Gundert

Also: A(z+ dc) < bund A(z — dc) < bund z + ¢, z — dc € P. Das heifit
z=1(24dc) + 3(z — 6c) und somit ist = keine Ecke von P.

L& Bssel 2= az+ (1 — o)y mit 2,y € P, a € (0,1). Fiir eine Zeile a von A,
gilt
b =al z
= aT(az+ (1 - a)y)
=aalz+ (1 -a)aly
<ab;+ (1 —a)b; =1b;
Also afz = aly = b;, da a € (0,1). Da rang A, = n, hat das System

alw = b;, das aus den Zeilen von A, besteht, eine eindeutige Losung. Das

i
heifit x = z = y und z ist eine Ecke von P.
|

Korollar 3.5. Ein Polyeder P = {x € R™ : Ax < b} mit A € R™*™ hat héchstens

(m) FEcken.
n

Theorem 3.6. (Minkowski)
FEin beschrdanktes Polyeder ist ein Polytop

Beweis. Seien x1, ...,z die Ecken des beschrinkten Polyeders
P={zeR": Azx <b}.
Behauptung: P = conv{zy,...,x}.

Beweis:
D% Klar.

C“: Sei z € P. Wir zeigen: z € conv{zy, ..., z:} per Induktion nach n— rang(A,).

Induktionsanfang: n— rang(A,) = 0.
Das heifit rang(A.) = n = z ist eine Ecke von P, das heifit z € {z1,..., 2}

Induktionsschluss: n— rang(A,) > 0.
Das heifit rang(A,) <n = 3c#0: A,c = 0. Sei

po = max{p : z + pc € P}

vo = min{v : z + vec € P}.
o und v existieren, weil P kompakt ist. Definiere
T =ZzZ+ [oC, Y =2+ 1C

T

oz Te
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Es gilt

fbi—alz o T
(%) po = min ¢ ——=—— :a; Zeile von A,a; c> 0,
a; c

9

i—alz

weil al' (2 + pe) < b; & p < % und p ist das groBte solche p. In (%)

k2
sei ig eine Zeile von A, in der das Minimum angenommen wird. Dann ist

(1) A,x=A,z+ ppA,c= A,z
(2) az;x = ag; (z + poc) = by,

Somit enthélt A, alle Zeilen von A, und aulerdem die Zeile aiTU. DaA,c=0,
aber al ¢ # 0, gilt rang(A,) > rang(A.). Nach Induktionsvoraussetzung ist
x € conv{zy,...,z:}. Genauso folgt y € conv{z1,...,z:}. Da z € [z,y] ist,
folgt die Behauptung z € conv{xy,...,z:}.

O

Definition 3.7. Sei A C R™. Dann heifst
A*={yeR": 2Ty <1vVaxc A}
die Polare von A.

Lemma 3.8.
a) Fir a >0 gilt (¢A)* = LA* wobei BB = {Bb:b € B} mit B € R, B CR".

b) ACB= A* D> B*.
¢) (Bn)* = By, wobei B, = {x € R" : 2T < 1} die n-dimensionale Einheitskugel

15t.
d) P = conv{xy,...,v;} = P*={yeRr: 2Ty <1,... 2y <1}.

Beweis. a),b) — Aufgabe 7.4.

¢),C“ Seiy € (By)*. Fallsy =0, dann y € B,,. Falls y # 0, dann yT”—;”y <1
Also |ly|| <1, das heifit y € B,,.

,2“ Seien z,y € B,,. Dann gilt (nach Cauchy-Schwarz): 27y < ||z||||ly| < 1,
also z € (By,)*.
d),,C“: klar.

L% ye R erfiille 2Ty <1,...,27y < 1. Sei 2 € P. Dann ist

t t
z = E a;T; mit a; > 0, E a; = 1.
i=1 i=1

Theorem 3.9. (Weyl)
Ein Polytop ist ein beschrinktes Polyeder.
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Beweis. Sei P = conv{zy,...,2:} ein Polytop im R". Es sei
oBdA. 0 € P (durch Translation),

oBdA. dim P = n (durch Einschrinkung auf den Span von P),
oBdA. z1,..., 2,41 affin unabhingig (durch Umnumerierung).

Fiir den Schwerpunkt zo = Z5(x1 + -+ + Znp1) gibt es ein r > 0, so dass
B(zg,r) C P, wobei B(zg,7) ={y € R" : ||y — zo| < r}.

T3

€1 €2

Sei 0BdA. zp = 0 nach Translation. Nach (a) - (¢) von Lemma 3.8 gilt P* C
B(zg,1). Nach (d) ist P* ein beschréinktes Polyeder und nach dem Theorem von
Minkowski ist P* somit ein Polytop. Das heifit

P* = conv{yi,...,ys} fiir y1,...,ys € R™.
Behauptung: P = {z € R" : yT 2 < 1,...,yTz <1}.

C“: Sei x € P. Dann gilt yl'z < 1, weil y; € P*.

D“ Seiz € R®" mit yfx < 1,...,y7x < 1. Angenommen z ¢ P. Dann gibt es
eine Trennhyperebene von {z} und P, das heift

Je#£0,6cR: cfz>0und s’ <5V’ eP.

Da 0 € P, ist § > 0. Wihle § = 1 (durch Skalieren von ¢). Dann ist ¢ € P*
und somit ¢ = Y77, ajy; mit a; > 0 und Y37, a; = 1. Desweiteren gilt

Das ist ein Widerspruch. Somit gilt x € P.

Korollar 3.10. (Theorem von Minkowski-Weyl)
Sei P CR™. Dann gilt: P ist ein beschrinktes Polyeder < P ist ein Polytop.

Als néchstes beschiiftigen wir uns mit der Frage, wie allgemeine, eventuell unbe-
schriankte, Polyeder aussehen.

Definition 3.11. Fine Menge C' C R" heiffit konvexer Kegel, falls
YA\ u>0Ve,ye C: x4+ puyeC.
(Insbesondere ist C tatsichlich konvez.)

Beispiel 3.12. £ = {(z,t) € R"™ : ||z|| < t} ist ein konvexer Kegel (,ice
cream cone”).
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t

Z1
]
Definition 3.13. (konische Hiille)
Sei A C R™. Die konische Hiille von A ist
cone A = m B

BDA
B konvexer Kegel
Satz 3.14. Sei A C R"™, dann gilt

N
cone A={yeR": AN eN,A\,..., Ay >0,21,...,2y € A: y:Z/\ia:i}

i=1

Definition 3.15. FEin konvexer Kegel C C R™ heifit endlich erzeugt, falls es
Yi, .-, Y € R™ gibt mit

C = cone{yr,...,ys}

Satz 3.16. (Minkowski-Weyl fiir Kegel)
FEin konvezrer Kegel C C R™ ist endlich erzeugt <

JAeR™": C={z eR": Az < 0}.

Beweis. Siehe zum Beispiel Chapter 7 in Schrijver - Theory of linear and integer
programming. O

Theorem 3.17. Sei P C R™. P ist ein Polyeder <

1, T, Y1, -,y ER™ . P = conv{zy,...,xs} + cone{yi,...,u},
wobei A+ B={a+b:a€ Abe B}.
Beweis. Siehe zum Beispiel Kapitel 7 in Schrijver. (]

Beispiel 3.18.

s 7
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4. LEMMA VON FARKAS
Ein Losbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme
Az =bmit A € R™" beR™
ist durch den folgenden Satz gegeben.
Satz 4.1. Iz e R : Az =b< Py e R™ : yTA =0 und yTb # 0.

Bewets.
,=": Angenommen 3x € R" : Az =bund Iy € R™ : yTA = 0,y"b # 0. Dann

yl' Az = yTb.
~~ ~—
=0 #£0

Widerspruch.

»<=“ Angenommen Az = b hat keine Losung. Dann gilt rang [A|b] > rang A.
Wihle y € ker AT mit yT'b # 0.

|
Wir erhalten ein analoges Resultat fiir Systeme linearer Ungleichungen.
Satz 4.2. (Farkas Lemma)
Seien A € R™*" b € R™. Dann
Jx>0: Az =be Py eR™:yTA>0 und y"'b < 0.
Beweis.
»=“: Angenommen 3z > 0: Az = bund Iy € R™ : yTA >0, y7'b < 0. Dann
yT Az = yTb <0, aber (y'A) _z >0.
S0 20
Widerspruch.

,<“: Angenommen 3z > 0 : Az = b. Seien ay,...,a, € R™ die Spaltenvekto-
ren von A. Nach Voraussetzung ist b ¢ cone{as,...,a,}. Also gibt es eine
Trennhyperebene von {b} und cone {aq,...,a,}. Das heifit

Jy#0:y"b<0und yTz > 0Ve € cone{ay,...,a,}.
|

Interpretation: Theorie der Alternativen.
Entweder: 3z > 0: Az =b
oder: Iy : yTA >0, yTb < 0.

Korollar 4.3. (Variante von Farkas Lemma,)
JreR*": Az <bePy>0:y"A=0, y"b<0.

Beweis. Betrachte die Matrix

A = [A] - AlL,] € R,
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wobei I,, die m x m Einheitsmatrix ist.
Z1
Sei ' = | zo | € R mit 21,29 € R, 23 € R™.
Zs3
' >0: A2 =be Fry, 20,23 >0: Azy — Azg + 23 =10
< Jxy,w0,23 > 0: A(xy —ax2) + 23 =10
& dr e R": Ax <b.
Wende Farkas Lemma auf A’z = b an:
2’ >0: A2’ =be PyeR™:yT[Al — A|l,] > 0 und y7'b < 0.
Dabei
y A = AlL,] > 0 e R o yTA > 0,97 (—A) > 0,471, > 0
syTA=0,y>0

5. LINEARE PROGRAMMIERUNG

Ein lineares Programm (LP) in Standardform ist

max CT.’IJ

(LP) xeR”
Ax < b,
wobei ¢ € R™, A € R™*" b € R™ gegeben sind.
Geometrische Interpretation: Maximiere die lineare Funktion x + ¢’z iiber dem

Polyeder P = {x € R™ : Az < b}. Das heifit man schiebt eine zu ¢ orthogonale
Hyperebene so weit in Richtung ¢, dass sie P gerade noch schneidet.

i

Sprechweise:

x heifit giiltige/zulissige Losung < x € P.

x heift optimale Lisung < x € P und ¢’z = max{c’y : y € P}.
LP heifit unbeschrinkt < sup{clz : x € P} = +oo0.

LP heifit ungiiltig/unzulissig < P € P.

Satz 5.1. Falls die Menge der zuldssigen Losungen P ein nicht-leeres, beschrinktes
Polyeder ist, dann gibt es eine Ecke von P, die eine optimale Lésung von LP ist.

Beweis. Seien x1,...,x; die Ecken von P. Nach dem Theorem von Minkowski ist
P = conv{xy,...,x:}. Angenommen keine Ecke ist eine optimale Losung. Das heifit
(und weil P kompakt ist):

JyeP:cly>cla; firallei=1,...,t.
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Schreibe y = 25:1 o;r; mit o > 0, 2221 o; = 1. Dann ist

t t t
Ty = cT( g ;) = g a;cla; < E aicly =cly.
i=1 i=1 i=1

Widerspruch. O
Daraus ergibt sich ein offensichtlicher (aber eventuell sehr langsamer) Algorithmus
zur Losung von (LP), falls P beschriinkt ist: Bestimme alle Ecken 1, ..., z; von P
und finde einen Index i mit chZ-O >cle; Vi=1,... .t

Problem: ¢ (die Anzahl der Ecken) kann sehr grofi werden, zum Beispiel beim
Witrfel:
Cph={zeR":-1<z;<1li=1,...,n}.

2n Ungleichungen, aber 2™ Fcken.

Bessere Algorithmen lernen wir in spéiteren Kapiteln kennen. In diesem Kapitel
beschiftigen wir uns zunéchst mit Optimalitétsbedingungen und Dualitétstheorie.

Definition 5.2. Seien A € R™*" ¢ € R", b € R™ gegeben. Dies definiert das
primale LP
p* =max T
(PLP) x €R"
Ax <b
und das duale LP
d* = min y'b
yeR™
y=0
yTA=c".

(DLP)

Satz 5.3. (schwache Dualitét)
Sei x zulissig fir (PLP) und y zulissig fir (DLP), dann ist

e < yTb.
Insbesondere ist p* < d*.

Beweis. Es gilt

yTo— e >yt (Az) — (yT Az =0

(]

Satz 5.4. (Optimalitdtsbedingung)
Seien x,y zulissig. Dann ist x optimal fir (PLP) und y optimal fiir (DLP) &
yT(Az —b) = 0.
Insbesondere gelten die Komplementaritiatsbedingungen:

Y #0= (Az —b); =0

(Az —b); #0=y; =0, firallej=1,...,m.

Beweis. — Blatt 9. O
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Theorem 5.5. (starke Dualitit, von Neumann (1947))
Falls (PLP) und (DLP) beide zulissige Lisungen besitzen, dann gilt p* = d*.

Beweis.

p* < d*: v'schwache Dualitét.
p* > d*: 1.Behauptung: 3x¢ : Azrg < b und ' z¢ = p*.
Beweis: Da (DLP) zuléssig ist, folgt aus der schwachen Dualitét:

p* =sup{c’z: Az < b} < +oo.
Zu zeigen: Jxg : Azg < b und ¢’'zy > p*. Angenommen ein solches g gibt

es nicht. Das heifit Az : {(I}x} Ty < <l;*> Nach Farkas Lemma,

3 (i) >0:(yT N [_f%] =0 und (y7 \) (_Z*) <0.

Dann
Ap* = sup{Aclz: Az < b}
= sup{y? Az : Az < b}
<y'b
< Ap”*.
Widerspruch.

2. Behauptung: 3yo > 0: yl' A = ¢T und yI'b < p*.
Beweis: Angenommen ein solches yo gibt es nicht. Dann hat

(w0 M) -61 ﬂ =(c"p")

keine Lésung mit (yd A) > (0 0). Nach Farkas Lemma

() st 19 (2) 2 (0) wma e (2) <o

1. Fall: £ =20
Dann ist Az > 0 und ¢’z < 0. Nach Voraussetzung hat Az < b eine Losung
2. Dann ist fiir grofles 7:

A(xg —72) < bund ¢’ (g — 72) > p*.
Widerspruch.
2. Fall: p > 0.
OBdA. sei 4 =1 (durch Skalieren). Dann
Az4+b>0und L'z +p* <0.

Also
A(—2) < bund c''(~2) > p*.
Widerspruch.
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Korollar 5.6. Es gilt
max{c’z:x >0, Az <b} = min{y"b:y"A >},

falls beide Mengen giiltiger Losungen nicht leer sind.

. Al b
Beweis. Setze A= |—A|,b= | —b|. Dann
—I 0

max{c’z : x>0, Az = b}
=max{c’z: Az < b}

=min{z7b:2 >0, 2TA=c"}
=min{u’b —vTb:u,v,w >0, uTA—vTA—wl =c'} (mitz= v |)

=min{yTb:yTA> Y (mit y =u—w).
(]
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KAPITEL 6 — GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG UND
VOLLSTANDIG UNIMODULARE MATRIZEN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

1. GANZZAHLIGE LINEARE PROGRAMME

Viele Optimierungsprobleme des Operations Research lassen sich als ganzzahlige
lineare Programme formulieren.

Definition 1.1. Ein ganzzahliges LP (in Standardform) ist von der Form:

max CT.’E

x€Z" (,r ganzzahlig®)
Ax < b,

wobei ¢ € R", A € R™*™ ynd b € R™. Fin ganzzahliges lineares Programm nennen
wir auch ILP oder IP (= integer linear program®).

Wir maximieren also eine lineare Funktion iiber den ganzzahligen Punkten in einem
Polyeder.

P={zeR": Az <b}

Pr = conv(PNZ")

Beispiel 1.2. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Mit RV bezeichnen wir
den Vektorraum der Funktionen von V nach R, also

RY = {f: V = R: f Funktion} wund analog
R¥ = {f: E = R: f Funktion}
RV*F = {f:V x E—R: f Funktion}

Wir definieren die Inzidenzmatrix A € RV*® durch

Ayo = {1, fallsv € e,

0, sonst.

Date: 29. Juni 2014.
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Dann
v(G) = max{|M|: M C E Matching in G}
:max{er:xEZOVeeE, T, € LVe € E, Z 2. <1VYweV}

e€E ewee
1" 1
=max{|:| z:2>0, Az <|:|, zeZ"}
1 1
Wir werden sehen, dass fiir G bipartit
1\’ 1
V(G =max{|:| z:2>0, Az < |:], zeRF}
1 1

gilt. Im allgemeinen, nicht-bipartiten Fall kann aber ,<“gelten.

Zum Beispiel fiir G = A , Te = % Ve e E.

Dualitatsbeziehung:

Es gilt
max{c’z : Az < b,x € Z"}
< max{cT:r Az < b,x € R"}
=min{y’b:y > 0,97 A=c" y cR™}
<min{yTb:y>0,yTA=c",y e 2™},

falls (PLP) und (DLP) beide zulissige Lésungen besitzen. Im Allgemeinen gilt ,,<“,
wie das obige Beispiel zeigt.

Kein Wunder: LP kann effizient gelost werden (in polynomieller Zeit), ILP da-
gegen wahrscheinlich nicht (Aquivalent zum P # NP-Problem, fiir dessen Losung
1.000.000 Dollar ausgeschrieben sind).

Frage: In welcher Situation gilt ,, =7

Definition 1.3. FEin Polytop P C R™ heiffit ganzzahlig, falls jede Ecke z von P
ganzzahlig ist, das heifit z € 7™

Falls P ganzzahlig ist, dann gilt also
max{c'z: 2z € P,x € Z"} = max{c'z :x € P,z € R"}

Wir suchen also Bedingungen an A und b, damit P = {x : Az < b} ganzzahlig ist.

2. VOLLSTANDIG-UNIMODULARE MATRIZEN

Definition 2.1. Eine Matriz A € R™*™ heifit vollstindig-unimodular (VU), falls
jeder ihrer Minoren (Determinanten quadratischer Teilmatrizen) gleich 0,—1 oder
+1 ist. Insbesondere gilt fir die Eintrdge: A;; € {0, —1,+1}.
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Satz 2.2. Sei A € R™*™ VU, b€ Z™. Dann ist jede Ecke des Polyeders P = {x :
Az < b} ganzzahlig.

Beweis. Sei z eine Ecke von P. Dann hat die Teilmatrix A, vollen Rang n und
enthilt darum eine n x n Teilmatrix A’ mit Rang n. OBdA sei A’ in den ersten n
Zeilen von A enthalten. Setze b’ = (by,...,b,)T € Z", dann gilt A’z = b’. Nach der
Cramerschen Regel ist z; = i%‘:i. Da |det A’| =1 und A} ganzzahlig ist, ist also

zi € 7. O
Bemerkung 2.3. Nicht jedes Polyeder hat eine Ecke.

Definition 2.4. Fin Polyeder P C R™ heifit ganzzahlig, falls fiir alle ¢ € R™, fiir
die max{cTz : x € P} endlich ist, das Maximum an einem ganzzahligen Vektor
angenommen wird.

Satz 2.5. Sei A € R™*™ VU, b € Z™. Dann ist P = {x : Ax < b} ein ganzzahliges
Polyeder.

Beweis. Sei ¢ € R"™ gegeben und z* eine optimale Losung von max{c’z : Az < b}.
Wihle d',d” € Z" mit d < z* <d”.Dannist Q = {z e R" : Az <b, d' <z <d"}
ein Polytop. Weiter ist

A b
Q={zeR": |-T|z<|-=d |}
I d//
A
und die Matrix [—7| ist VU. Nach dem vorherigen Satz ist () also ein ganzzahliges
I

Polytop und auerdem wird max{c’z : z € Q} an einer Ecke ¥ angenommen. Da
¥ € Q, ist Tz > cTa*, und weil AT < b, ist & optimale Losung von max{c’x :
Az < b}. O

Korollar 2.6. Sei A € R™*" VU, be Z™, ¢ € Z". Dann haben die beiden linearen
Programme

max{c’z : Az < b} = min{y"b:y >0, yTA=c"}
ganzzahlige Lisungen, falls die Optima endlich sind.

Beweis. Folgt aus dem vorhergehenden Satz, weil die Matrix
—I
AT | g ZCrtm)xm v gt
_AT
O

Ziel: Charakterisierung von vollstdndig-unimodularen Matrizen mit Hilfe von Ganz-
zahligkeit von Polyedern.

Satz 2.7. (Hoffman, Kruskal 1956)
Sei A € Z™*"™. Dann gilt
Aist VU & fiir alle b€ Z™ ist P = {x : Az <b, © > 0} ganzzahlig.

Beweis.



3.

Satz 3.
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: Weil P C {z : 2 > 0}, wird max{c’2 : # € P} in einer Ecke von P

angenommen, falls das Maximum endlich ist (— Aufgabe 9.1). Sei z eine

Ecke von P. Definiere B = {AI} . Betrachte

e [ ().

Dann enthiilt B, eine regulire Teilmatrix B’ € Z™*™. Sei V' € Z™ der ent-

sprechende Teilvektor von 0

der Cramerschen Regel und weil A VU ist.

b). Dann ist 2 = (B’)~!¥ ganzzahlig aufgrund

: Sei A’ eine regulire k x k-Teilmatrix von A. Zu zeigen: |det A’| = 1.

OBdA sei A’ die obere linke Teilmatrix von A. Betrachte B € Z™*™ be-
stehend aus den ersten k und den letzten m — k Spalten von [A I,,,], also

_[ A Ii| o Al 0 ]
[Afm][ 0 [Tmn F—

Dann ist |det B| = |det A’|.

| wa s

Ziel: Zeige B~ € Zmxm,
Denn: Weil dann det B~! € Z und det B- det B~! = 1, muss |det B| =1
sein.
Seii € {1,...,m}. Wir zeigen, dass die i-te Spalte von B~! ganzzahlig ist:
Wihle y € Z™ mit y + B 'e; > 0 und setze z = y + B~ le;. Dann ist
Bz = By +e; € Z™. Setze b = Bz. Fiige in z hinter den ersten & Kom-
ponenten n — k + k Nullen ein und nenne diesen Vektor z’. Dann gilt nach
Konstruktion

[AIlz' = Bz =b.

Da 2’ > 0, liegt der Vektor 2z, der aus den ersten n Komponenten von 2z’
besteht, in P = {z : Ax < b,z > 0}. Das heifit es gilt

=)

Die ersten k und die letzten n — k dieser Ungleichungen sind mit Gleichheit

erfiillt. Da die entsprechenden Zeilen von [ linear unabhéngig sind, ist

—I
also 2" eine Ecke von P. Nach Voraussetzung ist z” € Z™. Auf den ersten n
Komponenten stimmen 2’ und 2" iiberein. Die letzten m Komponenten von
2" sind durch b — Az" gegeben und also auch ganzzahlig. Also ist z € Z™
und somit auch B~le; = z —y € Z™.

O

VOLLSTANDIG-UNIMODULARE MATRIZEN UND BIPARTITE GRAPHEN

1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann gilt

G ist bipartit < Die Inzidenzmatriz A € RV*F st VU.

Beweis.
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»,=“: Sei B eine t x t Teilmatrix von A.
Zeige: det B € {—1,0,+1} per Induktion nach ¢.

[t

t=1:v

t>1:

V

1.Fall: B enthélt eine Nullspalte. Dann ist det B = 0.
2.Fall: B enthilt eine Spalte, die genau eine 1 enthilt. Dann ist B (nach
eventueller Permutation von Zeilen und Spalten) von der Form

1 o7 t—1 ’ t—1)x (t—1
B = ,beRTY B e RUEDXE-D),

0 B
Nach Induktionsvoraussetzung ist det B’ € {—1,0,+1}. Also auch det
Be{-1,0,+1}.

3.Fall: Jede Spalte von B enthélt genau zwei Einsen. Da G bipartit ist, kann
man (nach eventueller Permutation der Zeilen) B als

B/

5= (5]
schreiben, wobei jede Spalte von B’ genau eine 1 enthilt und jede
Spalte von B” genau eine 1 enthiilt. Aufaddieren aller Zeilen von B’

ergibt den Vektor (1,...,1). Genauso wie Aufaddieren aller Zeilen von
B”. Das heifit die Zeilen von B sind linear abhingig, also det B = 0.

»<=“1 Sei A VU. Angenommen G ist nicht bipartit. Dann enthélt G einen Kreis

ungerader Lange mit Knoten vq,...,v; und Kanten eq, ..., e;. Die entspre-
chende Teilmatrix von A (mit Zeilen vy, ..., v, und Spalten ey, ..., ex) ist
von der Form:
V2 U3
ea .
er €2 €3 k-1 €k 1 \
U1 1
U1 1 0 0 0 1 €k //
V2 1 1 0 0 0 €rL—_1 s
V3 0o 1 1 0 0 AT
ve—1 | O 0 0 ... 1 0
Vg 0O 0 0 ... 1 1

Zum Beispiel durch Entwicklung nach der k-ten Spalte sieht man, dass die
Determinante dieser Matrix gleich (+1)-14(+1)-1 = 2 ist (k ist ungerade!).
Also kann A nicht VU sein.

O

Korollar 3.2. (Matching-Theorem von Kénig; siehe Kapitel 3.3)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann
v(G) = max{|M|: M C E Matching in G}
=min{|U| : U C V Knoteniiberdeckung in G}
=7(G).
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Beweis.

I/(G):max{er:xEZOVeeE, z. € Z, Z ze <1Vv eV}
ecll e:veEe

=max{1Tx:2€Z¥ x>0, Az <1}

=max{17z: 2 € R¥, >0, Az <1} (nach Hoffman Kruskal, weil A VU ist)
=min{17y:y € RY, y >0, y"A>1} (LP Dualitiit)

=min{1Ty:yecZ", y>0, y"A>1} (Hoffman-Kruskal)

=min{> vy €Z, yo 2 0V0 €V, yy +yy > 1 V{u,v} € E}

veV
=7(G).
Ein Vektor y € ZV, der das Minimum erzielt, hat nur 0/1- Komponenten. Hierbei
ist y, = 1 < v ist Knoten in einer minimalen Knoteniiberdeckung. (I

Korollar 3.3. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann

conv{x™ : M C E Matching in G} = {x € RF : x>0, Az <1},
wobei A die Inzidenzmatriz von G ist.
Bewets.

”g“: ‘/

,20% Q={r €RF :2 >0, Av <1} ist beschriinkt, also ein Polytop und somit

~ ist @ die konvexe Hiille seiner Ecken. Da A VU ist, sind alle Ecken von
Q@ ganzzahlig. Und jeder ganzzahlige Vektor in @ ist Inzidenzvektor eines
Matchings in G.

O

Korollar 3.4. (Theorem von Egervdry (1931))
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph und w: E — Z eine Gewichtsfunktion. Dann
st

vw (G) = max{w(M) : M C E Matching in G}
=min{Y v,y €ZY, y >0, yu+yo > w{u,v}) Wu,v} € E}.
veV

Beweis. Weil die Inzidenzmatrix A € RV*¥ von G VU ist, gilt

maX{wTas x>0, Av <1} = min{lTy cy>0yTA> wh,
wobei beide Probleme optimale ganzzahlige Losungen haben. O

4. VOLLSTANDIG-UNIMODULARE MATRIZEN UND GERICHTETE GRAPHEN

Definition 4.1. Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen D = (V,A) ist
M € RV*A mit

a
+1, fallsacd (v) — *Y

Mva: a
’ , fallsaedt(v) V&

0, sonst.

I
—_
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Jede Spalte von M enthdlt genau eine +1 und genau eine —1.
Satz 4.2. M ist VU.

Beweis. Sei B € RY*! eine Teilmatrix von M. Zeige per Induktion nach ¢, dass det
Be{-1,0,+1}.

t=1. vV

t>1:
1.Fall: B hat eine Nullspalte = det B = 0.

\%

2.Fall: B hat eine Spalte, die genau einen Eintrag # 0 enthilt.
Dann, nach eventueller Vertauschung von Zeilen und Spalten, ist

+1 b7
B:[o B

Nach Induktionsvoraussetzung ist det B’ € {—1,0,+1},
also det B = (£1)- det B’ € {—1,0,+1}.

:| , = ]Rt—l7 B € R(t—l)x(t—l).

3.Fall: Jede Spalte von B enthilt zwei Eintrige # 0. Aufaddieren sémtlicher Zeilen
von B ergibt 0, das heif3t det B = 0.
O

Korollar 4.3. (Maz-flow-min-cut Theorem,)
Sei D = (V,A) ein gerichteter Graph, s,t € V und c: A — Ry eine Kapa-
zitatsfunktion. Dann

max value( f) = min ¢(67(U))
f ist s-t-Fluss UCV
0<f<e seUté¢U.

Beweis.

max < min: v’

max > min: Sei M € RV*4 die Inzidenzmatrix von D und sei M’ die Matrix, die man
durch Streichen der zu s und t gehorenden Zeilen aus M bekommt. Dann
gilt

feRA st s-t-Fluss < M'f =0.
Sei wT € R4 die zu t gehorende Zeile von M. Dann ist
value(f) = w’ f.
Also
max value(f) =max{wl f:0< f<e, M'f=0}

f ist s-t-Fluss
0<f<c

gmin{ch cy >0, ze RVMsH T 4 2Th > w’}

=min{yTc: (4T 27) [g Aﬂ > (0w™)},
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wobei (1) nach LP Dualitét gilt. Die Matrix {I J } ist VU und der Vektor

0 M
(0 wT) ist ganzzahlig, also wird das Maximum an ganzzahligen Vektoren
y*, z* angenommen. Erweitern wir z* zu z** € ZY durch 2z;* = —1 und

22 =0 und 25* = 25 Vo € V\{s,t}, so gilt (y*)T + (2**)TM > 0, denn
[(y")7 + (") Mo = yo + (") M']o + 237 Mya+ 2" Mg
—_— <~ —~

>wq =0 =—1
Z Weq + (—1) . Mt,a =0.
N——

Setze U ={v eV :2* >0} Dannist s€ U, t ¢ U.

Behauptung: »°, 5+ 1) (@) < (y*)Te (= max value(f)).
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass falls a € 67(U), dann y* > 1. Da
2 e 7V, gilt fiir a = (u,v) € 57 (U):
z2* >0, z3* < —1 nach Definition von U.
Wegen [(y*)T + ()T M], > 0 gilt
Yo+ 22 — 22 >0, das heifit
yr >zt — ot > 1.
|
ProOF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT ZU KOLN,

WEYERTAL 86-90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundert@uni-koeln.de



KAPITEL 7 — DAS ELIMINATIONSVERFAHREN VON
FOURIER UND MOTZKIN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

Ein algorithmisches Grundproblem in der Polyedertheorie ist zu entscheiden, ob ein
Polyeder P = {x € R™ : Az < b} nicht leer ist.

In der linearen Algebra hat man fiir ein d&hnliches Problem, zu entscheiden, ob die
Losungsmenge L = {x € R™ : Az = b} eines linearen Gleichungssystems nicht leer
ist, das Eliminationsverfahren von Gauf3.

Wir lernen hier ein #hnliches Verfahren fiir unser Problem kennen.

1. FOURIER-MOTZKIN-ELIMINATION
Gegeben seien A € R™*" b € R™. Ziel ist es, x € R™ mit Az < b zu finden bzw.
zu entscheiden (mit mathematischer Sicherheit), dass es ein solches z nicht gibt.
Idee: Eliminiere die Variable z;; Finde A € R™%(=1) } ¢ R™ g0 dass
JreR": Az <be iR A7 <bh

Dazu: Multipliziere Zeilen von A und entsprechende Eintrige von b mit positiven
Konstanten. Dann hat das System Az < b nach Umnummerierung der Zeilen fol-
gende Gestalt:

(1 (a)” ]
1 (a)”
-1 (CLIT_H)T X1 b1
(*) : : I
-1 (a. )" Tn, b,
0 (arqs41)
L0 (a)"
wobei (a})” € R (=1 die i-te Zeile von A ist, in der das erste Element geloscht
wurde (es kann passieren, dass r = 0 oder s = 0 ist). Betrachte die ersten r
Bedingungen:
T2
$1+(a;)T Sbi:>x1§bi—(a;)T5c, 1=1,...,7.
Ty
——

Date: 7. Juli 2014.
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Genauso die néchsten s Bedingungen:
T T .
w1+ (a4 ) T <byj = a1 > (a,1) T —bryj, j=1,...,8.

Zusammen gilt also
/)T =~

() max (a, ;)7 —byj <a1 < min b; — (a})7 7.
j=1,...,s J i=1,..,r
(Falls s = 0, dann ist maszl,,__,s(a’rJrj)Ti — byy; = —oo und falls r = 0, ist

min;—1,,b; — (a;)TZ = +oo. In diesen Fillen ist also P in Richtung z; unbe-
schrinkt.)

Also kann man x; eliminieren und das System (x) ist 16sbar genau dann, wenn das
System

(L4 ))'% = by <bj—(ap)"®, i=1,...,r, j=1,...,s

()T <b;, i=r+s+1,....,m

K3

bzw. das System
((ahy )"+ (@)NZ<bi+bryy, i=1,...,m j=1,...s
(@)Td <b;, i=r+s+1,...,m.

(s * %)

losbar ist. Das neue System hat r - s +m — (r + s) viele Ungleichungen und n — 1
Variablen.

Bemerkung 1.1.

a) (* % x) entspricht der Projektion des Polyeders P = {x € R" : Az < b} entlang
der x1-Achse.

T2

b) Eine Losung T kann zu einer Lésung (x1,%) von (x) erweitert werden. Dazu
muss x1 die Ungleichungen (xx) erfillen.

¢) Das Verfahren wird fortgesetzt, indem nun sukzessive die Variablen zo,xs,. ..
eliminiert werden, bis man bei x, angekommen ist.

d) Fiir z,, ist es offensichtlich, ob das finale System eine Losung besitzt. Das finale
System hat eine Lisung < das Ursprungssystem (x) hat eine Ldsung.

2. LOSEN vON LPs MIT FOURIER-MOTZKIN

Wir wollen das LP
max ¢! x
(LP) xreR"
Az <b
mit dem Eliminationsverfahren von Fourier und Motzkin 16sen. Dazu fiihren wir
eine zusétzliche Variable A ein und betrachten das System

Az < b, A<z
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Die Idee ist, dass A dem groStmoglichen Wert der Zielfunktion ¢z, also dem Ma-
ximum, so dass alle Ungleichungen erfiillt sind, entsprechen soll. Wegen A < Tz <
A —cTz <0, ist das System Aquivalent zu

Lo 6)=0)

Man kann nun das LP 16sen, indem man eine Losung (i) von diesem System

findet, so dass A so grofi wie moglich ist. Dazu eliminiert man x1,...,z, bis A die
letzte Variable ist. Dann w#hlt man A so grof3 wie moglich.

3. FARKAS LEMMA MIT FOURIER-MOTZKIN

Lemma 3.1. (Farkas)
Az < b hat keine Losung < Jy>0:yTA=0, y'b< 0.

Beweis.

»<": (hatten wir schon) Angenommen Az < b hat eine Losung. Dann
0=y" Az < y"b < 0, Widerspruch.

»=*: (algorithmisch mit Fourier-Motzkin)
Behauptung: (0,...,0, —1) € R**! ist eine nicht-negative Linearkombina-
— =\ U~

yT A yTb
tion der Zeilen der Matrix [A]b], gegeben durch y.

Beweis: (per Induktion nach n)

n = 1: Angenommen Az; < b hat keine Losung, das heifit

1 b1

1 b,
-1 br+1

DTS :
-1 b7'+s

0 br—&-s—i—l
| 0] b,

hat keine Losung. Es gibt zwei Félle, wie dies zustande kommen kann:

1.Fall: 0- 21 < bpgsqk und bpgsyp <O0.

1
Wihle y = (0,...,0, ——— ,0,...,0)T.
br+s+k

Position r+s+k

2.Fall: b; < —byyj fureini e {l,...,r} und ein j € {1,...,s}.
Dann hat das System Az; < b keine Losung, denn —b,4; < z1 < b;, aber
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b; < —b7~+j. Wihle

(0 0 ! 0 0 ! 0 0)"
y= sy T T T s Yy e ey Uy T T g Uy e ey .
b; + bty b; + by
S——— S————
Position 1 Position r+j

n > 1: Betrachte das System A’z < ¥, in dem die Variable x; eliminiert
wurde. Das System besitzt keine Losung, also ist der Vektor (0,...,0,—1) €
R™ eine nicht-negative Linearkombination der Zeilen von [A’|b']. Nach Kon-
struktion sind die Zeilen der Matrix [0 A|b] nicht-negative Linearkombina-
tionen der Zeilen von [A|b]. Also ist der Vektor (0,...,0 — 1) € R**! eine
nicht-negative Linearkombination der Zeilen von [A|b].

O

PROF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT ZU KOLN,
WEYERTAL 86—90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundertQuni-koeln.de



KAPITEL 8 — DAS SIMPLEXVERFAHREN

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

In diesem Kapitel lernen wir eine weitere Methode kennen, lineare Programme zu
16sen: den Simplexalgorithmus.
Ziel: Lose (LP)

p* =max ¢’z

(LP) reR"
Az <b.

Wissen: Angenommen P = {z € R" : Az < b} ist ein Polytop. Dann wird das
Maximum an einer Ecke von P angenommen (— Kapitel 5.5).

Geometrische Idee: Finde eine Sequenz von Ecken zg,x1,...,2n € P, so dass

oy <o <...<lazy=p.

xs3

1. SIMPLEXALGORITHMUS MIT BEKANNTER STARTECKE

Zunéchst treffen wir die spezielle Annahme, dass das Polyeder P eine Ecke xg
besitzt, die wir kennen. Spéter beseitigen wir diese spezielle Annahme.
Simplexalgorithmus

e Wihle ein Teilsystem Agx < by von Ax < b mit einer reguléren quadrati-
schen Matrix Ag, wobei Agxg = bg.

e Bestimme v € R™ mit ¢/ = «TA4 und u; = 0, falls Zeile ¢ von A nicht zu
Ap gehort. Dazu berechne ¢ Ay ! und fiige Nullen an den entsprechenden
Stellen hinzu.

1.Fall: w > 0.

Dann ist zg optimal, weil u eine optimale duale Losung ist. Denn:

wg =u" Azg = u?'b > min{y"b:y > 0,97 A ="}
= max{c’z: Az < b}.

Date: 14. Juli 2014.
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2.Fall: u 7,)_4 0.
Sei i der kleinste Index mit u; < 0.

Wihle y € R" mit o’y = 0 fiir alle Zeilen a” von Ay mit a’ # a]
und al'y = —1.
(y ist die entsprechende Spalte von —A; b,

2.a) a’y <0 fiir alle Zeilen o’ von A.
Dann ist g + Ay € P VA > 0. Desweiteren ist
cT(zg + My) = cTag + ATy
=clzo+ Aul Ay
——
=cTzy — Mu; — +oo fiir A — oo.

Das heifit das LP ist unbeschréankt.
2.b) aly > 0 fiir eine Zeile a” von A.

Setze
Ao = max{A:x+ Ay € P}
b, —alx
:min{ﬂfj0 ci=1,...,m, ajTy>0}7
a;y

wobei die Gleichheit von Maximum und Minimum im Beweis des Theo-
rems von Minkowski gezeigt wurde. Sei j der kleinste Index, an dem
das Minimum angenommen wird. Definiere

A1 = Matrix, die man aus Ay erhilt,
indem man Zeile a] durch Zeile aJT austauscht.
T1 =T+ Ay.
Dann gilt Ajz; = b;.
e Gehe zum Anfang mit A, z1, anstelle von Ag, zg.

e Wiederhole diese Schritte, bis © > 0 oder bis klar ist, dass das LP unbe-
schrankt ist.

Satz 1.1. Der Simplexalgorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten.

Beweis. Wir bezeichnen die Variablen im k-ten Schritt mit Ay, 2, uk, Yk, Aok Es
gilt
chO < cTacl <

., und
T T
C T =C Tyl < Th = Tk41,

weil
CT$k+1 = cT(mk + Xokyr) mit Agg >0
und
T, _
¢y = (—ug); > 0.
Angenommen der Algorithmus landet in einer Endlosschleife. Dann gibt es &, mit
k <lund A = A;, weil es nur endlich viele verschiedene Teilmatrizen von A gibt.
Dann

oy = chl, also xp = 241 = ... = 2y.
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Sei r der gréfite Index, so dass die Zeile al in einer Iteration aus A; genommen
wird, wobei t = k,k 4+ 1,...,1. Dies passiere in Schritt p. Weil Ay = A;, gibt es ein
q, so dass al wieder in A, aufgenommen wird. Dann

r
E<p<qg<l
Dann gilt fiir j > r
a;-p kommt in A, vor <= a;‘-r kommt in A, vor.
Es gilt
uZqu =cly, > 0.
Also gibt es ein j mit (uy);(a] y,) > 0. Aber:

LFall: a] gehort nicht zu Aj,. Dann (u,); = 0, Widerspruch.
2.Fall: a? gehort zu A,.
a) j > r: Dann a]qu = 0, Widerspruch.
b) j =r: Dann (up); < 0 und a?yq > 0, Widerspruch.
¢) j <r:Dann (up); > 0 und afyq < 0, Widerspruch.

2. SIMPLEXALGORITHMUS OHNE STARTECKE

Jetzt beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man den Simplexalgorithmus startet,
wenn man keine Ecke xy kennt.

OBdA: Das LP ist von der Form
Inax{cTac cx >0, Az < b}.
(— Aufgabe 9.1: Dann besitzt P = {x € R” : > 0, Ax < b} eine Ecke.)
Idee: Um eine Ecke von P zu finden, fiige eine Extravariable hinzu und stelle ein
neues LP auf, das eine offensichtliche Ecke besitzt und dessen optimale Losung eine

Ecke von P liefert.

Extravariable: y € R™, y > 0.

Neues LP:
min e’y
A -1, b
I, 0 <x) <lo],
0 —In| VY 0

mit e = (1,...,1)T.

Offensichtliche Ecke:

0, falls b; >0 .
=0, y;= ,7=1...,m.
—b;, fallsb; <0
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Dann ist (i) € R™t™ eine Ecke von

P,{(Z>A‘ry§bvxzoay20}7

A -1,
weil (x) € P’ und rang |—1, 0 =n+m.
y 0 —I,|(=
Yy

Jetzt kann man den Simplexalgorithmus mit der Startecke (:?j) verwenden, um das

neue LP zu I6sen. Sei (;C*) die Ecke von P’, die der Algorithmus liefert.

L.Fall: eTy* > 0.
Dann ist das Orginal-LP ungiiltig, denn

Pz >0: Az <, da 35 :y; > 0und (Az —y*); < b;.
2.Fall: eTy* = 0.

C . A
Dann y* = 0 und z* ist eine Ecke von P, weil z* € P und rang { 7 =n.
-I] .
3. ZUR PRAKTISCHEN UND THEORETISCHEN EFFIZIENZ DES
SIMPLEXALGORITHMUS

+ sehr schnell bei vielen praxisrelevanten Eingaben.

+ sehr gute Implementationen erhiltlich (CPLEX, gurobi).

— Klee-Minty-Wiirfel (1972): Beispiel, dass der Algorithmus exponentiell viele
Schritte im worst case bendétigt.

+ Spielman-Teng (2004): ,,smoothed analysis“: Algorithmus ist polynomiell,
falls die Eingabe leicht, zufillig ,,gestort “ist.

o offenes Problem (,,polynomielle Hirsch-Vermutung®): Ist der maximale Ab-
stand zwischen zwei Ecken polynomiell in m, n?

PROF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT ZU KOLN,
WEYERTAL 86-90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundert@uni-koeln.de



KAPITEL 9 — DIE ELLIPSOIDMETHODE

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

1. GRUNDLAGEN ZU ELLIPSOIDEN

Definition 1.1. Eine positiv definite Matriz A € R™*"™ und ein Vektor x € R™
definieren das Ellipsoid

E(Az)={yeR": (y—2)TA™ (y —2) < 1}.
Beispiel 1.2. £(r?1,,,0) = rB,,, wobei B, = {y € R: ||y|| < 1} die n-dimensionale
FEinheitskugel ist.
Eigenschaften:

e Hauptachsentransformation/Spektralzerlegung:
Eine positiv definite Matrix A € R™*" lisst sich folgendermafien darstellen:

n

E : T
A= )\iuiui ,

i=1

wobei A1,..., A, > 0 die Eigenwerte von A sind, und u1,...,u, € R" eine
Orthonormalbasis bilden, bestehend aus den zugehorigen Eigenvektoren.
Diese Darstellung von A heifit Spektralzerlegung. Die Matrix A definiert ein
Ellipsoid wie folgt: Die u; bestimmen die Richtungen der Hauptachsen und
die Lénge der jeweiligen Hauptachse ist durch 2v/); gegeben.

2vA1

e Volumen von (A4, x):

vol E(A,z) = Vdet A-vol By,

n

wobei vol B, = %7 mit der Gammafunktion I', die fiir unsere Zwecke
2
ausreichend definiert ist durch

r/2)=+x, T'(l)=1, T(x+1)=x- -T(x).

Der Beweis der Volumenformel ist die Lésung von Aufgabe 12.3.

Date: 16. Juli 2014.
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Satz 1.3. Sei K C R" eine konvexe und kompakte Menge. Dann ezistiert ein
eindeutiges Ellipsoid E(K) mit K C E(K) und mit minimalem Volumen (die beste

dufere Approzimation von K ). Dieses Ellipsoid E(K) heifit das Loewner-John-
Ellipsoid von K.

E(K)
Beweis. — Vorlesung ,, Konvexe Optimierung“im Wintersemester 2015/16. (Il

Hier: Spezialfall
K=&8Az)n{yeR":aTy>a"z} mit a #0.

E(K)

—
a

Lemma 1.4. Sei A € R™ ™ positiv definit, x,a € R",a # 0. Dann
EEA ) N{yeR :aTy > aTx}) = E(A,2))

mit
2 2 1 1
A,: n A_ T /: —_ :714 .
’I’L2—1( n+1bb )7 X $+nba b /TTA(], a

Desweiteren gilt
vol E(A’,2")

1
— = < e I < 1.
vol E(A,x) ¢

Beweis. Anleitung:
o E(A,x)N{yeR": aTy > aTx} C E(A, ') folgt aus Aufgabe 12.4.
e Dass £(A’, 2') tatséchlich das Loewner-John-Ellipsoid ist, erhélt man durch
elementares Nachrechnen (etwas fummelig).
e Die Aussage iiber den Quotient der Volumina erhélt man ebenfalls durch
elementares Nachrechnen (etwas leichter).

O
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2. TRENNEN UND OPTIMIEREN

Voraussetzung: Sei K eine Klasse von konvexen und kompakten Mengen. Angenom-
men fiir jedes K € K kennen wir o € R™, r, R > 0 mit

ro+1rB, C K Cxzy+ RB,.

Trennungsproblem:
Eingabe: x € R", K € K.
Ausgabe: ,z € K“ oder d € R" mit d”x > maxyex d’y.

il

{ 35

Die Hyperebene
{yeR":d"y =d"z}

trennt z und K.

Falls K = {z € R" : Az < b} ein (beschrénktes) Polyeder ist, dann kann man das
Trennungsproblem wie folgt 16sen: Uberpriife fiir gegebenes x alle linearen Unglei-
chungen

aiTzrgbi i=1,...,m.
Dann ist € K genau dann, wenn alle Ungleichungen erfiillt sind. Falls 'z > b;,
wéhle d = a;.
Optimierungsproblem

Eingabe: c € R", ||c]| =1, e >0, K € K.
Ausgabe: x € K mit ¢’z > maxye i Ty —e.

Theorem 2.1. (Grétschel, Lovdsz, Schrijver, 1981; basierend auf Ellipsoidmetho-
de) Fiir eine Klasse K lisst sich das Optimierungsproblem durch N-faches Ldsen
des Trennungsproblems losen, wobei N so gewdhlt ist, dass
2 N
2 e 2nthn < g
. <

gilt.

Beweis. Der Beweis folgt aus Lemma 3.2 spéter in diesem Kapitel. (]
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EO :5(R2In,$0)
fork=0to N —-1do

Lose Trennungsproblem fiir x, den Mittelpunkt von Ey
if z;, € K then
I a=c
end
else
| a=—d
end
Eri1=E8(Exn{y e R :aly > aTxp}).

end

Algorithmus 1 : Ellipsoidmethode

3. ELLIPSOIDMETHODE

Ey

Lemma 3.1. Seien
&k :max{chj 0< 5 <k, T; € K}
und
Kp=Kn{zcR": 'z > &}

Dann gilt Kj, C .

Beweis. — Aufgabe 13.1. |
Lemma 3.2. Sei k € N und sei j ein Index mit 0 < j < k und &, = cT:cj. Dann
gilt

2

k.
T; > max cTy — 2—e 20tDm,
yeK r

CT

Beweis. Sei z € K eine optimale Losung, also ¢!

runden Kegelstumpf C' mit Spitze z und Basis

Z = MaXycK cTy. Betrachte den

zo+rByN{y eR": Tz =Tz}

Sei
C'=0n{zeR": "z >cla;}.
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Tje
O/
r c
» L0 z —
\\/
Ty = CT:L‘O cTx= cT:Cj

Das Volumen von C’ ist

—1 T T, \"
, _r"7evol By 1, g T c z—c X
volC'= ———————(c"z—c'wo) | 70—
n cl'z—clag

Nach dem vorhergehenden Lemma ist C' C K, C Ej. Also

vol C' < wvol Ej,

N

LNk
vol Ey - (efm)
< R" vol B, - e~ 1.
Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt:

€7z — | < el - |}z — wol < R
~ ——
=1 <R

Zusammen:

<R
—_——~~
n(c’z — clao)n!

—_k
(T2 —cTx;)™ < R" vol Bye” 21 .
J n—1
r*~lvol B, _1

Also, da 1 < g:
1B,\" R?
'z —cla; < U R G
vol B,,_1 r

O

Aus dem letzten Lemma folgt das Theorem von Grotschel, Lovasz und Schrijver
unmittelbar.

Der hier vorgestellte Algorithmus ist an einer Stelle sehr idealisiert: Wir haben
angenommen, dass wir mit unendlicher Genauigkeit rechnen kénnen; aber in der
Definition von b, das zur Bestimmung von Ej verwendet wird, wird eine Wurzel
gezogen.
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Der Algorithmus kann leicht veréindert werden, so dass er mit vorgegebener Bit-
komplexitat lauft. Die Analyse wird aber deutlich technischer.

PrOF. DR. F. VALLENTIN, DR. A. GUNDERT, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT ZU KOLN,
WEYERTAL 86-90, 50931 KOLN, DEUTSCHLAND
E-mail address: frank.vallentin@uni-koeln.de, anna.gundert@uni-koeln.de



KAPITEL 10 — DIE INNERE-PUNKTE-METHODE

F. VALLENTIN, A. GUNDERT

Vorteile:

+ Lost effizient lineare Programme (in Theorie und Praxis)
+ erweiterbar (zu einer groferen Klasse von Optimierungsproblemen)
+ einfach zu implementieren

1. DER ZENTRALE PFAD

LP-Dualitét

min Tz = max by
(LP) Az =b ATy <ec
x>0
Damit die Nebenbedingungen der rechten Seite die gleiche Form haben, wie auf der
linken Seite, fithren wir sogenannte Schlupfvariablen sq,...,s, € R, s1,...,8, >0
ein, bzw. den Vektor s = (s1,...,5,)7 € R", sodass ATy + s = ¢. Dann haben die
beiden linearen Programme von oben die Form
min Tz = max bTy
Ax=b ATy+s=c
x>0 s>0

Wir interessieren uns fiir optimale Losungen der beiden Programme und erinnern
uns an Kapitel 5:

Optimalitétskriterium

(z*,y*, s*) ist optimal <= ATy* +s* =¢
Ax* =0
risi =0, i=1,....n
z* >0
s >0
Idee: Betrachte die (nichtlineare) Abbildung
F: R2tm _y p2ntm
ATy4+s—¢

F(z,y,s)=| Az—b |,

XSe

wobei X = diag(xy,...,2,), S = diag(si,...,sn), e = (1,...,1)T, und finde
(x*,y*, s*) mit F(z*,y*, s*) =0, z.B. mit Hilfe des Newton-Verfahrens.

Date: 21. Juli 2014.
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Problem: Es gibt viele (x*,y*, s*) mit F(x*,y*,s*) = 0, die nicht zur Menge der
zuldssigen Losungen
F={(z,y,8): ATy +s=c, Az =b,x2 > 0,s > 0}
gehoren. Sei
FO={(z,y,8): ATy +s=c, Az = b,z > 0,5 > 0}

die Menge der strikt zuldssigen Lisungen, das heiflit z und s liegen im Inneren des
nicht-negativen Orthanten

R, ={z € R": 2z > 0}.
Sei 7 > 0. Suche (z,,Yr, S;), r > 0, s; > 0, mit

0
F(zr,yry2.)= 0|, dh (z;)i(s;)i=7Vi=1,...,n.
Te

Wir zeigen gleich, dass (2,,%,,s,) € F° existieren und eindeutig bestimmt sind.
Definition 1.1. Die Menge

C = {(&r,yr,55) 7 > 0}
heifit der zentrale Pfad von (LP).

(r, Yz, 57)

(xra Yrs S'r)

(z*,y*, s%)

Lemma 1.2. Es gilt
lim 'z, — by, = 0.
T—0
Beweis.
o, =Ty, = (ATy, +s.) x, — b1y,
— y?AasT + SZIT —bly,
:yzb'i_nT_bTyT
=n7 — 0 fiir 7 — 0.
O
Theorem 1.3. Der zentrale Pfad existiert und ist eindeutig. Mit anderen Worten:

Falls F° # 0 und 7 > 0, dann (z,,yr,s,) :

0
F(xr,yry8:)=10|, x>0, s >0.
Te

Der Beweis benétigt noch etwas Vorarbeit.
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Definition 1.4. Definiere
H® ={(z,5): 3y : (x,y,5) € F'},
und die Barrierefunktion

f-H >R
fr(z,8) = fx S—Zhlxlz

[Falls (, s) gegen den Rand von HY lduft, dann f,(z,s) — +o0].
Ziel: An (z,,s;) nimmt f, sein Minimum an.

Lemma 1.5. f, ist strikt konver.

Bewets.
i) Der Term x7's ist linear in H:
Sei # mit AZ = b gegeben. Dann gilt fiir (z,s) € H':

als = xT(c — ATy)

TC _ bT
e~ (Az)Ty
=zlc—zT ATy

27

c—zl(c—s).
ii) Die Funktion ¢ — —In ¢ ist strikt konvex, weil die zweite Ableitung ¢ — tiz >0
ist.
Aus i) und ii) folgt die Behauptung. O
Lemma 1.6. f, ist nach unten beschrinkt, d.h.
30 : fr(x,8) > CV(z,s) € H.

Beweis. — Aufgabe 13.3. |
Lemma 1.7. Fir K >0 ist die Menge {(z,s) € H° : 2Ts < K} beschrinkt.
Beweis. Folgt unmittelbar aus Aufgabe 13.2. (]

Lemma 1.8. Sei x € R. Dann ist die Menge
{(z,s) € H" : f.(x,5) < K}
in ewner kompakten Menge enthalten.

Beweis. Fiir g(t) =t —Int — 1 ist

Z xlsz )+n—nlnT.

Dann

DL xS
(z,8) < @E TV <R=kK— InT.
fr(z,8) <k g(T)_/f k—n4+nlnt

i=1
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Fiir Index ¢ =1,...,n gilt

weil g(t) > 0 fiir ¢ > 0.
Weil g(t) — oo fiir t — 0 oder t — oo, existiert ein M, sodass
% <zisi <M, i=1,...,n.
Also
n
zls = insi <nM.
i=1

Nach Lemma 1.8 existiert ein M, mit

T SM'M Sq SMu

Also

i <xis; < Mys; = s8;> L genauso x; > .

M — - - MM,’ "= MM,
Also sind die z; und s; nach oben und unten beschrinkt und somit ist die Menge
{(z,s) € H°: f.(z,s) < k} in einer kompakten Menge enthalten. O

Nun kénnen wir beweisen, dass der zentrale Pfad existiert und eindeutig ist.

Beweis. (Theorem 1.3)
Weil f strikt konvex und die Menge {(z,s) € H" : f,(x,s) < x} in einer kompakten
Menge enthalten ist, besitzt f; ein eindeutiges Minimum (x*, s*).

*

Behauptung: z* = z,, s* = s,.

Beweis: (z*, s*) 16st das Minimierungsproblem

min f(x,s)

Axr=b
ATy +s=c
z>0,s>0

(in den Variablen z,y, s). Insbesondere ist (*, s*) ein lokales Minimum fiir
min f,(z,s)
Ax =b
ATy +s=c.
Nun wenden wir ein Theorem aus der Analysis an:

Theorem 1.9. (Extrema mit Nebenbedingungen/Lagrange-Multiplikatoren)

Sei U CR™ offen, seien f: U - R, g1,...,g9n5: U — R stetig differenzierbar. Falls
x* € R"™ ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen gi(x*) = ... =
gn(z*) =0 ist, dann gibt es A1, ..., Ay € R (Multiplikatoren) mit

N
Vi®) = AiVg(a).
i=1
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Hier haben wir die Situation:

i_X_le %.ﬁ'(xas)
Vf7($78): 0 = O—f.r(x,s) 9
%7‘9716 %f‘r(x75)

gl(xuyvs) = [A.’E - b]17 s 7gm($7yvs) = [A(ﬁ - b}mv
9m+1($ay73) = [ATy+ §—= c]la' .- agm+n(x’y78) = [ATZU +s5— C}n-
Also IA e R™, p e R™:

(a) X le=AT)
T

(b) 0=Au
L gle—

(¢) = S™ e =p.

Aus (b) und (c) folgt A(Z —S~'e) =0.
(a) multipliziert mit (£ — S~ 'e)” liefert:

(% — Sfle)TAT)\ = (% — 5716>T (f — Xﬁle) .

-
=0 (%Xe—S*le)T(%Se—Xfle)
Definiere X2 = diag (V/T1, ..., /ZTp) und Sz = diag (v/51,-++,+/5n). Dann
=I

1

1 T
0= (Xe - S—1e> (X728
T

Nl

1 1 1
) (X257 2) (Se—X_le>
T
1 1 _1
= [-(X5)ze - (X5) zel”.
= X Se = re.

Definition 1.10. Sei (z,y,s) € F°. Das DualitiitsmaBl p von (x,y,s) ist

T
z's T

p="--"=clz—b"y.
n
Definition 1.11. Sei 6 € [0,1). Die Nachbarschaft des zentralen Pfads ist
N(0) ={(z,y,s) € F*: | XSe — pel| < Ou}.

Lemma 1.12.

a) (z,y,8) € C = (2,y,s) € N(0).
b) Falls | X Se — pe|| < p, d-h. 8 <1, dann ist x > 0,s > 0.

Beweis.

a) klar.
b) Falls z; = 0 oder s; = 0, dann

| XSe — pe|| > |zis; — u| = p, aber 6 < 1.
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2. DER ALGORITHMUS UND SEINE ANALYSE

Betrachte
ATy + s —c 0
F(z,y,s) = Az —b =10
XSe Te

Sei (z,y,s) € FV. Linearisiere F' an (x,v, s):
F(z,y,s) + VF(Az, Ay, As),

wobei
0 AT TI] [Az
VF(Az,Ay,As)=[A 0 0] |Ay
S 0 X| |As
mit
0
(Az, Ay, As) € R*T™ und F(z,y,8) = | 0
X Se

Definition 2.1. Fir den Zentrierungsparameter o € [0,1] definiere den modifi-
zierten Newton-Schritt (Ax, Ay, As) € R*™™ durch das lineare Gleichungssystem

0 AT I [Ax 0
A 0 0] |[Ay| = 0
S 0 X| |As —XSe+ oue

Nun koénnen wir den Algorithmus angeben:

Innere-Punkte-Methode:

Input : 0 =04,0=1-— %7 Startpunkt (zg, yo, s0) € N(0), N = Anzahl
Iterationen

for k=0to N —1do
Bestimme (Azy, Ayg, Asg) durch Lose des LGS

0 AT I Axy, 0
A 0 0 Ayk. = 0
Sy 0 Xil| |Ase — X Ske + ouge
(Ik-‘rla Yk+1, Sk+1) = (xk7 Yk, Sk) + (Azkv Ayka Ask)'
end
Algorithmus 1 : Innere-Punkte-Methode
Bild dazu:
252
NO)
1 ///
4 Zo, Yo, S
3 p (20, Yo, S0)
7 2
optimaler Wert —

181
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Lemma 2.2. Falls (x, yx, sk) € F°, dann gilt
a) (Ax)T(Asy) = 0.
0.4
b =(1-— 1.
) = (= 2

——

Beweis.
a) — Aufgabe 13.4.
b)
T _ T
TppqSk1 = (Tr + Axp)” (s, + Asy)
= alsp + at Asy, + Azl sy + Azt Asy
=0
= fosk,

denn aus der dritten Zeile des LGS im Algorithmus ergibt sich

(1) SpAzy + XiAsy = —XiSke + ouge,
und durch Aufsummieren der Eintrége in (1) erhdlt man
s;‘:Amk + mgAsk = —x;‘gsk + no g,
also

xfsk + skT.Axk + x%Ask = nour = no = axgsk.

Beispiel 2.3. o = 10%, n = 10000, N = 5000. Dann
_qo 04
N =T 10000

Jetzt fehlt nur noch zu zeigen, dass (g, yr, sx) € F°. Wir zeigen, dass (zx, Yk, Sk)
sogar in N (0) liegt.

YW o = (0.996)Y pp < 0.002

Lemma 2.4. Seien u,v € R", uTv > 0. Dann gilt
|UVell <272 flu+ ol

Beweis. Es ist

0<uTv= Z uv; + Z UV;

w0 >0 w0;<0
= luwivil = Y fugvil,
ieP ieM
wobei
P={i:uw; >0}, M={i:uv <0}
also

(*) Z |’U,i’Ui| S Z \uivi\.

i€ M i€P
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Somit

IUVell = (Il(uivi)iep|® + [ (uivi)ien]*) *

N

(1)

< (Il(wivi)iep I + l[(uivi)ien )
(%) 1

< (2l (uwi)ierll?)®

= V2||(wivi)ieplh

© 1 ,

< ﬁ”(z(“i +vi)%)ierll1

= 2_% Z(uz + ’Ui)2

i€P
<273 u+ ol

Dabei gilt (1), weil ||+ [l2 < || ]|, und (2) gilt, da fiir o, B € R stets a8 < 1(a+3)?
erfiillt ist. O

Lemma 2.5. Sei (x,yk, 2x) € N(0.4). Dann gilt
| Xkt1Skr1e — prrre| < 0.2u.
D.h. insbesondere (Tg41,Yk+1, Sk+1) € N(0.4).
Bewets.
1.Behauptung: || Xy11Sk+1e — prrie| = ||AXpASkel|.
Beweis: Betrachte den i-ten Eintrag der Vektoren:

(Th+1)i(Skt1)i — Mt 1
= ((wg)i + (Azg)i)((sk)i + (Ask)i) —  ou
~—
Lemma 2.2.b)
= (vx)i(s)i + (x)i(Ask)i + (Azg)i(sk)i + (Azg)i(Asg)i — opy
= (zk)i(sk)i — (@k)i(sk)i + opr + (Axg)i(Ask); — op
= (Azp)i(Asg);

2.Behauptung: ||AXiASke|l < 0.2uy.

Beweis: Definiere D), = Xk% S’k_%. Dann gilt
|AX,ASke|| = || D}, ' AX D ASkel|
< 272 || D Azy + DiAs .
nach Lemma 2.4. Nun ist
D, 'Azy, + DyAsy, = (stk)ié(*XkSke + ouge),

weil
SpAxy + XpAs, = — X Sre + olie
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gilt, und dies multipliziert mit (XkSk)*% liefert die obige Gleichung. Also

n

ol < 9-2 5~ (S(@r)ilsk)i + o)
IARAS <2780 0 5o

| X Sre — oure|)?
min—y . n(zk)i(Sk):

Da (xk, Yk, sk) € N(8), gilt min,—; _,(zx)i(sk); > (1 — 6)ug, denn

<273

| X1 Ske — prell < Opp = [(@n)i(sk)i — pil < Opp = (wx)i(Sk)i — e > —Opii.
Desweiteren
el (X Ske — pre) = xfsk —npg = 0.
Also
| XxSke — oupel?
= |(XpSke — ure) + (1 — o) upel)?
= || XxSke — prel|® +2(1 — o) ure” (XpSke — pre) + (1 — o)’ uiele
< OPui+ (1 —0)?uin.

Zusammen
2,2 o \2,,2
(1= 0)
S O.Z[Lk.
|
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