MC-FRAGEN

Beantworte die folgenden Fragen mit , Richtig® oder ,,Falsch*.

1. KURZESTE WEGE

Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kantenldngenfunktion {: A — R und
seien s,t € V zwei Knoten.

(1)

Ein Weg P von s nach t ist eine Abfolge von Knoten und Kanten, die mit
s beginnt und mit ¢ endet.

Nein. Ein Weg besucht jeden Knoten hochstens einmal.

Jeder Weg ist auch eine Kantenfolge.

Ja.

Jede Kantenfolge ist auch ein Weg.

Nein. Kantenfolgen kénnen Knoten auch doppelt besuchen.

Beziiglich der Kantenldngenfunktion ! gibt es immer eine kiirzeste s-t-
Kantenfolge.

Nein. Falls es einen Kreis negativer Linge gibt, des von s aus erreichbar
ist, konnte man diesen beliebig oft durchlaufen.

Beziiglich der Kantenliangenfunktion [ gibt es immer einen kiirzesten s-t-
Weg.

Nein, denn ¢ muss nicht von s aus erreichbar sein. Falls aber ¢ von s aus
erreichbar ist, gilt die Aussage.

FEin Potential p ist eine Abbildung p: V' — R, sodass fiir jede Kante a =
(v, w) gilt, dass p(w) — p(v) = ().

Nein, das Ungleichungszeichen ist falsch rum.

Es gibt immer ein Potential.

Nein. Es gibt ein Potential genau dann, wenn es keine Kreise negativer
Lénge gibt.

Es gilt

min{l(P) : P ist s-t-Weg } = max{p(t) — p(s) : P ist Potential}.

Nein. Im Allgemeinen gilt ,,>“. Gleichheit gilt, falls beide Mengen giiltiger
Losungen nicht leer sind, also falls ¢t von s aus erreichbar ist und falls es ein
Potential gibt (also keine negativen Kreise).

2. MATCHINGS IN BIPARTITEN GRAPHEN

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter bipartiter Graph.

(1)

(2)

Es gibt U, W C V,sodass V = UUW mit UNW = @) und je zwei Knoten aus

U sind nicht benachbart und je zwei Knoten aus W sind nicht benachbart.

Ja.

Ein Matching M C F ist eine Menge von Kanten, die alle Knoten in V'

tiberdecken.

Nein. Das ist die Beschreibung fiir eine Kanteniiberdeckung. Ein Matching
1
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ist eine Menge von Kanten, die paarweise keine gemeinsamen Knoten ent-
halten.

Jeder ungerichtete Graph besitzt ein Matching.

Ja. Zum Beispiel die leere Menge ist ein Matching fiir jeden ungerichteten
Graphen.

Ein Matching M C FE heifit perfekt, falls es fiir jeden Knoten v € V eine
Kante e € M gibt mit v € e.

Ja.

Jeder ungerichtete Graph besitzt ein perfektes Matching.

Nein. Ein perfektes Matching kann nur existieren, falls die Anzahl der Kno-
ten gerade ist. Aber auch das ist noch keine hinreichende Bedingung.

Sei M C E ein Matching in G. In einem M-augmentierenden Weg P sind
beide Endknoten nicht von M iiberdeckt und P besteht abwechselnd aus
Kanten nicht in M und Kanten in M.

Ja.

M ist ein maximales Matching < Es gibt einen M-augmentierenden Weg.
Nein. Es ist genau umgekehrt: M ist ein maximales Matching genau dann,
wenn es keinen M-augmentierenden Weg gibt.

Es sei M C E ein Matching und P ein M-augmentierender Weg. Die sym-
metrische Differenz M AP ist wieder ein Matching mit |[MAP| = |[M| + 1.
Ja.

Ein M-augmentierender Weg kann aus einer einzelnen Kante bestehen.
Ja.

Eine Knoteniiberdeckung C' C V ist eine Menge von Knoten, die paarweise
nicht benachbart sind.
Nein. Das ist die Beschreibung fiir eine unabhéngige Menge. Eine Kno-
teniiberdeckung C' C V ist eine Menge von Knoten, sodass jede Kante von
einem dieser Knoten aus C' iiberdeckt ist, das heifit fiir alle e € E gibt es
einv e C mit v €e.
Es gilt

max{|M|: M ist Matching} = min{|C| : C ist Knoteniiberdeckung}.
Ja.
Der obige Satz heifit Satz von Konig und ist wichtig fiir die Klausur.
Ja :)
Der Satz von Konig gilt auch in allgemeinen (nicht bipartiten) Graphen.
Nein. Allgemein gilt nur ,,<“. Zum Beispiel in einem Kreis mit 3 Knoten
besitzt ein Matching maximal eine Kante, aber eine Knoteniiberdeckung
muss mindestens zwei Knoten enthalten.
Mit dem Satz von Konig lasst sich der Satz von Hall beweisen.
Ja.
Mit dem Satz von Hall ldsst sich der Satz von Konig beweisen.
Ja.
M heifit Matching mit maximalem Gewicht, falls M die maximale Anzahl

von Kanten besitzt und unter allen Matchings mit maximaler Kantenanzahl
das grofite Gewicht besitzt.

Nein. Die Anzahl der Kanten ist nicht entscheidend, sondern M muss unter
allen Matchings dasjenige mit maximalem Gewicht sein. Es kann sein, dass
unter allen Matchings mit maximaler Kantenanzahl keines mit maximalem
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Gewicht ist. Zum Beispiel wenn alle Kantengewichte negativ sind, ist die
leere Menge das Matching mit maximalem Gewicht.

M heifit extremes Matching, falls M unter allen Matchings mit gleicher
Kantenanzahl wie M das grofite Gewicht besitzt.

Ja.

3. FLUSSE IN NETZWERKEN

Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kapazitétsfunktion ¢: A — R>( und
seien s,t € V zwei Knoten.

(1)

(6)

(7)

Ein s-t-Fluss, der durch ¢ beschrénkt ist, ist eine Abbildung f: A — R>¢
mit f(a) < ¢(a) fir alle a € A, die das Flusserhaltungsgesetz erfiillt:

Firalleve Vgt > fla)= Y. fla

aEJ‘"(v) aeaout(

Nein. Das wére die Beschreibung fiir einen Fluss mit Wert 0. Ein Fluss
muss nur in allen Knoten aufler s und ¢ die Flusserhaltung erfiillen.
Der Wert eines s-t-Flusses f ist

value(f Z f Z fla

aeéout G«E(sm (t

Nein. Ein Index ist falsch. Der Wert eines Flusses ist alles was aus s raus-
flieft abziiglich alles was in s reinflieit. Also

value(f) = > fla)— > f(a

ag§ont(s) a€din(s)

Essei U CV mits € U,t ¢ U. Der von U induzierte s-t-Schnitt ist
definiert als

U) = {(u,w) € A:uelU, we¢U}.

Ja.

Ein s-t-Schnitt ist eine Knotenmenge.

Nein!! Hiufiger Irrtum. Ein s-¢-Schnitt wird oft iiber eine Knotenmenge

definiert, ist aber eine Kantenmenge.

Blodsinn. Das wird zwar héufig verwechselt, aber ein s-t-Schnitt ist in Wirk-

lichkeit eine Kantenmenge.

Ja.

Es sei 6°**(U) ein s-t-Schnitt. In dem Graphen (V, A\6°"*(U)) gibt es keinen

gerichteten Weg mehr von s nach t¢.

Ja. Wie der Name schon sagt, wenn man alle Kanten eines s-t-Schnittes
,abschneidet”, gibt es keinen gerichteten Weg mehr von s nach t.

Es gilt

max{value(f) : f ist s-t-Fluss} = min{c(6°"(U)) : U C V,s € U,t ¢ U}.

Ja. Das ist das Max-Flow-Min-Cut Theorem.
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4. POLYEDERTHEORIE

Eine Menge A C R™ heifit konvex, falls
N
Voi,...,zny € AVA1,..., Ay > 0ist Z/\ix,- € A.
i=1
Nein. Es miisste zuséatzlich noch va:l A; = 1 sein.
A C R™ heifit konvex, falls fiir je zwei Punkte x,y € A auch die Verbin-
dungsstrecke [z,y] = {ax + (1 — a)y : a« € [0,1]} in A enthalten ist.
Ja.
Fiir A C R"™ ist die konvexe Hiille von A gleich

N N
conv(A) ={y e R":IN € N, Jzq,..., 2y € A,3\1,..., Ay > 0 mit Z)\i =1 sodassy:Z)\ixi}.

i=1 i=1
Ja.

Die konvexe Hiille von A C R™ ist die grofite konvexe Menge, die A enthélt.

Nein. conv(A) ist die kleinste konvexe Menge, die A enthilt.

Ein Polytop ist die konvexe Hiille von beliebig vielen Punkten.

Nein. Ein Polytop ist die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten.

Eine Hyperebene im R" ist eine Menge der Form

H={zxeR": 'y =4}

fiir ein ¢ € R™ und ein 6§ € R.

Nein. Man braucht noch, dass ¢ # 0 ist.

Eine Hyperebene H = {z € R" : ¢z = §} trennt den R" in zwei Halbriume
H* und H—, wobei

H ={zeR":c'e >} und H = {z € R": Tz <5}

Ja.

Sei C' C R™ konvex, abgeschlossen und nicht leer und sei z ¢ C. Dann gibt
es einen eindeutig bestimmten Punkt 7o (z) € C, sodass ||rc(z) — 2|| =
inf{||lxz — 2| : x € C}.

Ja.

Sei C' C R™ konvex, abgeschlossen und nicht leer und sei z ¢ C. Dann gibt
es eine Trennhyperebene H von C und z, d.h. CC H~ und z € HT.

Ja.

Mit der Notation wie bei den letzten beiden Fragen ist

H={z €R": (2~ mc(2)"e = (= — me(2)) Tre(2)}

eine Stiitzhyperebene an C mit C C H~ und z € H™.

Ja.

Eine Menge K C R™ heifit Kegel, falls fiir alle z,y € K und fiir alle A € [0, 1]
auch Az + (1 — \)y € K ist.

Nein. Damit K ein Kegel ist, muss fiir alle =,y € K und fiir alle A,z > 0
auch Az + py € K sein.

Jeder nichtleere Kegel enthélt 0.

Ja. Fiir # € K ist nach der Definition (die aus dem Skript, nicht die
dquivalente Definition von der letzten Frage) eines Kegels auch Az € K
fir alle A > 0. Alsoist auch 0-2 =0 ¢ K.
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Jede Stiitzhyperebene an einen nichtleeren Kegel enthélt 0.
Ja. Intuitiv logisch, ein Beweis folgt in der anderen Sonderiibung.
Sei K C R”™ ein Kegel. Der duale Kegel von K ist definiert durch

K'={ycR":2Ty<1Vrec K}.

Nein. Es ist K* = {y € R" : 27y > 0 V2 € K}. (In den Vorlesungsnotizen
steht Va € R™, das ist falsch).
Ein ordentlicher Kegel ist spitz, abgeschlossen und nichtleer.

Nein. Ein ordentlicher Kegel ist spitz, abgeschlossen und volldimensional.
Sei C' C R™ konvex. Ein Punkt z € C heifit Extrempunkt von C, falls es
z,y € Cund a € (0,1) gibt mit z = az + (1 — a)y.

Nein. Ein Punkt z € C heifit Extrempunkt von C| falls er auf keiner echten
Verbindungsstrecke zweier anderer Punkte aus C' liegt, das heifit falls aus
z=ax+ (1 —a)y mit z,y € C und « € (0,1) stets © = z = y folgt.

Ein Polyeder ist der Schnitt von beliebig vielen Halbrdumen.

Nein. Ein Polyeder ist der Schnitt von endlich vielen Halbraumen.
Ein Polyeder P ist die Losungsmenge eines endlichen Systems von linearen
Ungleichungen, d.h es gibt eine Matrix A € R™*™ und einen Vektor b € R™
sodass P = {z € R" : Az < b}.

Ja.
Extrempunkte von Polyedern heiflen Ecken.

Ja.

Sei P = {x € R" : Az < b} ein Polyeder. Ein Punkt z € P ist eine Ecke
von P genau dann, wenn z midestens n viele Ungleichungen von Az <b
mit Gleichheit erfiillt.

Nein. z € P ist eine Ecke von P genau dann, wenn die Teilmatrix A, von
A, die aus den Zeilen a] von A besteht, die al z = b; erfiillen, Rang n hat.
Jedes Polyeder ist ein Polytop.

Nein. Ein unbeschrianktes Polyeder ist kein Polytop.

Jedes Polytop ist ein Polyeder.

Ja.

Jedes Polytop ist beschrankt.

Ja.

Jedes Polyeder ist beschrankt.

Nein.

Ein beschrianktes Polyeder ist ein Polytop.

Ja. Satz von Minkowski.

Ein Polytop ist ein beschrianktes Polyeder.

Ja. Satz von Weyl.

Die beiden letzten Aussagen sind bekannt als Sétze von Minkowski und
Weyl und man hat sie auf fast jedem Ubungsblatt benutzen miissen. Also
sollte man sie unbedingt fiir die Klausur lernen.

Auf jeden Fall.

Fiir A € R™*™ und b € R™ gilt immer genau eine der beiden Aussagen:
(a) Es gibt ein z € R™ mit Az <b.

(b) Es gibt ein y € R?, mit y7 A =0 und b7y < 0.

Ja. Lemma von Farkas.
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Es sei p* = max{c’z : Az < b} ein primales lineares Programm. Dann ist
das duale lineare Programm gegeben durch

d* =min{y’b:y>0,97A=c"}.

Ja. Das sind primales und duales lineares Programm in Standardform.

Es gilt immer p* < d*.

Ja. Schwach Dualitét.

Es gilt immer p* = d*.

Nein. Starke Dualitét gilt nur, falls beide Mengen giiltiger Losungen nicht
leer sind.

Es gilt immer p* > d*.

Nein.

Es gilt p* = d*, falls beide Mengen giiltiger Losungen nicht leer sind.

Ja. Starke Dualitét.

Das Maximum max{c’z : Ax < b} wird an einer Ecke des Polyeders P =
{z € R" : Az < b} angenommen.

Nein. So eine Aussage kann man nur treffen, falls P beschrankt ist. Ein
Beispiel im R? ist

() (4 o1

Das Polyeder P = {z € R? : (_11 8) z < (1)} hat gar keine Ecken,

trotzdem ist das Maximum endlich (z. B. Skizze machen).

Das Maximum max{cTz : Ar < b} wird an einer Ecke des Polyeders P =
{z € R : Az < b} angenommen, falls P beschrinkt ist.

Ja. Ein beschrinktes Polyeder ist ein Polytop und fiir Polytope gilt die
Aussage.

Mit dem Verfahren von Fourier und Motzkin kann man feststellen, ob ein
System von linearen Ungleichungen losbar ist.

Ja.

Ein lineares Ungleichungssystem kann man genau wie ein lineares Glei-
chungssystem mit dem Gauf3-Algorithmus l6sen.

Nein. Siehe néchste Frage.

Man muss aufpassen. Man darf lineare Ungleichungen nur addieren und
mit positiven Skalaren multiplizieren. Beim Subtrahieren dndert sich im
Allgemeinen die Losungsmenge.

Ja. Subtrahiert man eine lineare Ungleichung von einer anderen, ist das
das gleiche, wie mit (—1) zu multiplizieren und zu addieren. Dabei dreht
sich jedoch das Ungleichungszeichen um und man darf nicht mehr addieren,
ohne Vorher bei einer Ungleichung die Seiten zu tauschen (macht euch mal
ein Beispiel).

Mit Fourier-Motzkin kann man lineare Programme l6sen.

Ja.

Auch mit dem Simplex Verfahren kann man lineare Programme l6sen.

Ja.



(1)

(2)

MC-FRAGEN 7

5. GANZZAHLIGKEITSTHEORIE

Eine Matrix A € R™*™ heifit vollstandig unimodular, falls det(A) € {—1,0,1}.

Nein. Insbesondere ist die Determinante nur fiir quadratische Matrizen de-
finiert.

Eine Matrix A € R"™*"™ heift vollstindig unimodular, falls fiir jede quadra-
tische Teilmatrix B von A gilt, dass det(B) € {—1,0,1}.

Ja.

Falls A vollstdndig unimodular ist, ist auch die Matrix <_AA) vollsténdig

unimodular.
Ja.
Falls A vollstindig unimodular ist, ist auch die Matrix <?> vollsténdig

unimodular.
Ja.
Falls A und B vollstindig unimodular sind, ist auch die Matrix (g)

vollstédndig unimodular.
Nein. Zum Beispiel A = (1,1) und B = (—1,1) sind vollstéindig unimodu-
lar, aber <é> = (11 1) hat Determinante 2, ist also nicht vollstindig
unimodular.
Jede Matrix mit nur ganzzahligen Eintrdgen ist vollstdndig unimodular.
Nein. Selbes Beispiel wie gerade.
Jede Matrix, die nur Eintrédge —1,0 oder 1 hat, ist vollstdndig unimodular.
Nein. Selbes Beispiel wie gerade.
Falls A € R™*" vollstindig unimodular ist und b € R™, dann ist das
Polyeder P = {z € R" : Ax < b} ganzzahlig.

1

1
Nein. Zum Beispiel fiir A = (é ?) und b = <%> hat P die Ecke (f)

2

2
1 , wird das Maximum max{c’z :
2 € P} auch in dieser Ecke angenommen. Also ist P nicht ganzzahlig.
Falls A € R™*" vollstdndig unimodular ist und b € Z™, dann ist das
Polyeder P = {x € R" : Az < b} ganzzahlig.

Ja.

Falls ein ganzzahliges Polyeder Ecken besitzt, sind diese auch ganzzahlig.
Ja. Ein Beweis kommt vielleicht in der Sonderiibung. Ansonsten gab es
letztes Jahr auch eine dhnliche Ubungsaufgabe, da wurde glaube ich eine
stiarkere Aussagen bewiesen.

Falls das Polyeder P = {z € R™ : x > 0, Az < b} fiir alle b € Z™ ganzzahlig
ist, dann ist A vollstdndig unimodular.

Ja. Satz von Hoffman-Kruskal.

Es gilt immer

Maximiert man z.B. in Richtung ¢ =

max{c’z:x € R", Az < b} = max{c’z : x € Z", Ax < b}.

Nein.
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Es gilt
max{c’z:z € R", Az < b} = max{c'z:z € Z", Az < b},

falls A vollstdndig unimodular ist.
Nein. Auch das reicht noch nicht unbedingt.
Es gilt

max{c’z :x € R", Az < b} = max{c'x: 2z € Z", Az < b},

falls A vollstdndig unimodular ist und b ganzzahlig.

Ja. Das sind die Voraussetzungen, die man braucht.

Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen ist vollstdndig unimodular.
Nein. Nur wenn der Graph bipartit ist.

Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten bipartiten Graphen ist vollstdndig
unimodular.

Ja.

Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen ist vollstdndig unimodular.

Ja.

Falls die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen vollstéindig unimodu-
lar ist, ist der Graph bipartit.

Ja.
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