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Kurzfassung

Die Studierenden einer Hochschule nehmen iiblicherweise jedes Semester an ei-
ner Reihe von Lehrveranstaltungen und zugehérigen Ubungsgruppen teil. Fiir die
Hochschulen ergibt sich dadurch unter anderem das Problem, dass die Studieren-
den auf die verfiigharen Ubungsgruppen aufzuteilen sind und zwar am besten so,
dass die Studierenden problemlos an samtlichen Ubungen teilnehmen kénnen. Re-
stringiert wird dieses Problem durch verschiedene Bedingungen, da zum Beispiel
die Teilnehmerzahl der Ubungsgruppen beschrinkt ist oder manche Ubungen zeit-
gleich stattfinden. Das Student Sectioning Problem (SSP) adressiert genau diese
Problemstellung, denn es liefert eine Antwort auf die Frage, ob alle Studierenden
an den Ubungen ihrer gewiinschten Module konfliktfrei teilnehmen kénnen.

In dieser Arbeit werden unterschiedliche parametrisierte Varianten des SSP un-
tersucht. Aus der Analyse der parametrisierten Komplexitéit der verschiedenen
Varianten ergibt sich unmittelbar, welche Eingabedaten die exponentielle Grofie
des Losungsraums und somit auch die Schwierigkeit dieses Problems beeinflussen.
So wird gezeigt, dass sich das parametrisierte SSP in der Komplexitatklasse FPT
befindet, falls die Gesamtzahl der Ubungen in der Parametrisierung enthalten ist
und das es bei verschiedenen anderen Parametern para-NP-vollstindig ist.



Abstract

Students at universities usually attend lots of different courses and take part in
corresponding sections each semester. For the universities this is accompanied by
the problem that students have to be assigned to available sections. In best case
this assignment is done in such a way that all students are capable of attending
the corresponding sections. In order to be able to perform this assignment, several
restrictions have to be taken into account, because e.g. the maximal number of
participants of a section is restricted or certain sections take place concurrently.
The Student Sectioning Problem (SSP) addresses this problem as it concerns the
question whether all students can participate in all sections of their desired courses
without any conflicts.

In this work several different parameterized variants of SSP are analysed. Based
on the analysis of the parameterized complexity it can be derived which input
data primarily influence the exponential size of the solution set and hence the
difficulty of the problem. More concretely we show that the parameterized SSP is
in the complexity class FPT in case the total number of sections is part of the
parameterization. Moreover we show that it is para-NP complete using some other
kinds of parameterizations.
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Einleitung

In dieser Arbeit wird das Student Sectioning Problem (SSP) beziiglich seiner para-
metrisierten Komplexitdt untersucht. Im nachfolgenden Abschnitt wird zunéchst
die Praxisrelevanz von SSP verdeutlicht. Im Anschluss daran wird der Aufbau der
Arbeit vorgestellt.

1.1 Hintergrund der Arbeit

Eines der Ziele der Hochschulleitungen ist es, moglichst viele Studieninteressier-
te fiir ihre Hochschule zu begeistern und daher mit einer vielfiltigen Auswahl an
Veranstaltungen zu werben. Wenn die Hochschulen es schaffen, eine grofie Anzahl
an Studienanfingern zu erreichen, mochten sie diese anschlieend aufrecht erhal-
ten und die Studierenden weiterhin mit ihrem Lehrangebot iiberzeugen. Dies ist
nicht nur fiir den Ruf der Hochschule relevant, sondern es ist auch aus finanzieller
Sicht ein wichtiger Aspekt, da die Hohe der finanziellen Zuschiisse von der Anzahl
der Studienanfinger abhéngt [BGvS09]. Je mehr Studierende eine Hochschule auf-
nimmt, desto hoher ist potenziell der Bedarf an Ubungsgruppen, Réumen und
Lehrpersonal. Falls méglichst wenige dieser Ressourcen bendétigt werden, ist dies
nicht nur aus finanzieller Sicht vorteilhaft, sondern kann auch die Stundenpla-
nung verbessern, wodurch die Zufriedenheit der Studierenden und des Lehrperso-
nals erhoht wird. Neben der Stundenplanung ist ein weiteres wichtiges Problem
die moglichst optimale Zuteilung der Studierenden zu den Ubungsgruppen der
gewiinschten Module (Lehrveranstaltungen). Wenn ein Studierender héufig nicht
an den gewiinschten Modulen teilnehmen kann, da sonst Termin- oder Kapazitéts-
konflikte entstehen wiirden, steigt die Unzufriedenheit der Studierenden. Demnach
ist eine optimale Studierendenverteilung sowohl aus Sicht der Hochschulleitung als
auch aus Sicht der Studierenden sehr wichtig. Das SSP adressiert genau dieses
Problem, da es, auf Basis eines bereits bestehenden Stundenplans, die Frage be-
handelt ob die Studierenden an ihren gewiinschten Modulen konfliktfrei teilnehmen
konnen.
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1.2 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit untersucht das Entscheidungsproblem SSP beziiglich seiner parame-
trisierten Komplexitit. Es gibt viele verschiedene Varianten dieses Problems, die
sich einerseits in der grundlegenden Problemstruktur und andererseits in der Aus-
wahl der weichen und harten Kriterien unterscheiden. Die genaue Definition des
hier analysierten SSP wird in Kapitel [2| vorgestellt. Da sich aus den Ergebnissen
der Komplexitdt des SSP im Sinne der klassischen, nicht-parametrisierten, Kom-
plexitatstheorie Erkenntnisse beziiglich der parametrisierten Komplexitét ziehen
lassen, wird in Kapitel |3 zunéchst die Komplexitdt des nicht-parametrisierten SSP
betrachtet.

In dem Kapitel zur Analyse der parametrisierten Komplexitéit 4| wird einleitend
in Abschnitt der Zusammenhang zwischen der klassischen und der parame-
trisierten Komplexitdatstheorie vorgestellt und allgemein auf die parametrisierte
Komplexitatstheorie mit ihren Komplexitéitsklassen eingegangen. Da in der para-
metrisierten Komplexitdtstheorie Problem-Parameter-Kombinationen untersucht
werden, ist fiir die Analyse eine Parametrisierung des SSP erforderlich. Dieses
Problem enthélt zahlreiche Eingabedaten, somit bieten sich viele unterschiedli-
che Parametrisierungen an, welche in Abschnitt vorgestellt werden. In den
weiteren Abschnitten - werden eine Auswahl von Problem-Parameter-
Kombinationen des SSP beziiglich der jeweiligen parametrisierten Komplexitét
untersucht und miteinander verglichen. Bei der Parametrisierung ist die Wahl des
Parameters von hoher Bedeutung, da dies die Komplexitit beeinflusst. Somit wird
in jedem dieser Unterkapitel das SSP jeweils mit unterschiedlichen Parametern
untersucht.

Zusammenfassend werden die Resultate dieser Arbeit in Kapitel |5 dargestellt und
ein Ausblick auf weitere mogliche Arbeiten gegeben.
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Problemstellung SSP

Das Student-Sectioning-Problem (SSP), auch als Student-Scheduling-Problem be-
kannt, ist ein Entscheidungsproblem, das in dieser Arbeit untersucht wird. Die
Studierenden einer Hochschule erhalten pro Semester einen Stundenplan, in dem
alle Ereignisse, an denen sie teilnehmen diirfen, auf Zeitfenster verteilt sind. Es
gibt verschiedene Arten von Ereignissen, zum Beispiel Ubungsgruppen, Vorlesun-
gen, Seminare oder Tutorien. Jedes dieser Ereignisse ist einer Lehrveranstaltung,
hier als Modul bezeichnet, zugeordnet. Der Unterschied zwischen den verschiede-
nen Ereignissen liegt zum Beispiel darin, dass Studierende, die ein Modul wéhlen,
an allen zugehorigen Vorlesungen teilnehmen sollen, aber die Anwesenheit in Tu-
torien freiwillig ist. Es gibt noch weitere Unterschiede, welche die verschiedenen
Ereignisse voneinander unterscheiden, beispielsweise sollen die Studierenden an
allen Vorlesungen und Seminaren des gewédhlten Moduls teilnehmen und kénnen
auch alle zugehorigen Tutorien besuchen. Die Ubungsgruppen grenzen sich dies-
beziiglich von den anderen Ereignissen ab, da hier eine Aufteilung stattfinden muss,
denn jeder Studierende sollte nur an einer Ubungsgruppe pro Modul teilnehmen.
Die Variante des hier untersuchten SSP beschéftigt sich ausschliellich mit der Zu-
ordnung von Studierenden zu Ubungsgruppen.

Hierbei sind einige wichtige Restriktionen zu beachten, wie zum Beispiel, dass
die Studierenden nicht Ubungsgruppen zugewiesen werden diirfen, die zeitgleich
stattfinden. Des Weiteren diirfen einer Ubungsgruppe nicht mehr Studierende zu-
geordnet werden als der zugehorige Raum aufnehmen kann. Somit besteht eine
Abhéngigkeit zwischen der Studierendenzuordnung und der Stundenplanung und
daher muss diesbeziiglich eine Reihenfolge festgelegt werden. Hierzu gibt es eben-
falls verschiedene Varianten. Eine Moglichkeit wére, dass zuerst die Studierenden-
zuordnung stattfindet und anschliefend die Stundenplanung. Fiir die Studieren-
denzuordnung wére dies einfacher, da Terminkonflikte nicht beriicksichtigt werden
miissten, jedoch wére es fiir die Stundenplanung schwieriger, da diese die Stu-
dierendenzuordnung mit einbeziehen muss und somit Einschrénkungen bei der
Verteilung der Ubungsgruppen zu den Zeitfenstern und Réumen hat. Alternativ
kann die Stundenplanung und die Studierendenzuordnung zeitgleich stattfinden.
Dies bedeutet, dass abwechselnd eine Ubungsgruppe einem Zeifenster-Raum-Paar
und ein Studierender einer Ubungsgruppe zugeordnet wird. Das hier definierte
SSP baut auf einem existierenden Stundenplan auf, das heifit die Stundenplanung



2 Problemstellung SSP 4

findet vor der Studierendenverteilung statt und ist abgeschlossen, bevor die Stu-
dierendenverteilung beginnt.

Nachfolgend wird zunéchst die in dieser Arbeit betrachtete Variante des SSP for-
mal definiert. Hierzu wird der Begriff Studierenden/Modul-Kombination verwen-
det, welcher ein Tupel beschreibt, das von einem Studierenden und einem seiner
gewihlten Module gebildet wird. Im Anschluss daran wird ndher auf die Definition
des SSP eingegangen.

Definition 1. Student-Sectioning-Problem (SSP)
Eingabe: Module M = {my,...,m,}
Studierende S = {s1, ..., S, }
Ubungsgruppen U = {uiy, ..., Uy; }
Ubungsgruppenkapazitit 7: U — NT
Modulwahl B: S — 2\
Terminkonflikte 6: U x U — {0, 1}

Grenze unverteilter Studierenden/Modul-Kombinationen k € N

Frage:  Eumistiert eine Verteilung der Studierenden zu Ubungsgruppen, so
dass alle, bis auf maximal k, Studierenden/Modul-Kombinationen
genau eine Ubungsgruppe des Moduls zugewiesen bekommen, ohne
die Kapazitit einer Ubungsgruppe zu tiberschreiten und Termin-
konflikte zu erzeugen?

Die Frage des SSP wird formal wie folgt definiert:

Gibt es eine mindestens (#A — k)-elementige Relation R C A x U mit
A ={(s;,m;)|s; € SAm; € B(s;)}, so dass V(ag, wy) € R mit
aq = (s;,m;) die folgenden Bedingungen erfiillt werden?
1. 1 = j (wq muss eine Ubungsgruppe von m; sein)
2. #S8" < 7(wq) mit 8" = {si|s; € S A ((si,mu), waq) € R}
(Einhaltung der Kapazitit pro Ubungsgruppe)
3. Y((s;,m),u) € R:m#mj = 0(u,wy) =0
(ein Studierender darf nicht mehreren Ubungsgruppen, die mindestens

einen gemeinsamen Termin haben, zugeteilt werden)
4. Y(ag, Upf) € R : g = Upyy

(kein Tupel darf mehreren Ubungsgruppen zugewiesen werden)

Die Eingabe des SSP beinhaltet zum einen eine Menge von Modulen M. Jedes in
M enthaltene Modul ist eine Lehrveranstaltung, welche die Studierenden wéhlen
konnen. Des Weiteren ist die Menge der Studierenden S ein Teil der Eingabe,
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sowie die Ubungsgruppen U. Jede Ubungsgruppe wird durch zwei Indizes bezeich-
net, wobei der erste Index gleich dem Index des zugehorigen Moduls ist und der
zweite Index fiir die Nummer der Ubungsgruppe steht, so ist beispielsweise u;; die
4. Ubungsgruppe des Moduls m;.

Bei der Verteiltung der Studierenden zu den Ubungsgruppen ist die Kapazitit der,
von der Stundenplanung zugeteilten, Rdume zu beachten. Des Weiteren werden in
manchen Ubungsgruppen Ressourcen, wie zum Beispiel Computer, benétigt, deren
Anzahl beschrinkt ist und somit kann eine Ubungsgruppe nur maximal so viele
Teilnehmer aufnehmen wie es bendtigte Ressourcen im zugehorigen Raum gibt.
Folglich existiert zu jeder Ubungsgruppe eine Kapazititsgrenze, die mit Hilfe der
Funktion 7: U — N dargestellt wird.

In der Einleitung wurde erwéhnt, dass sich die verschiedenen Varianten des SSP
unter anderem beziiglich ihrer grundlegenden Struktur unterscheiden. Ein Bei-
spiel hierfiir ist die Zuteilung der Studierenden zu Modulen. Es gibt einerseits die
Moglichkeit das SSP curriculum-basiert zu definieren; das bedeutet, dass jeder
Studierende an allen Modulen teilnimmt, die fiir das Semester, in dem sich der
Studierende befindet, angeboten werden. In der Realitédt ist es jedoch oft nicht
so, da einige Studierende aufgrund von privaten Randbedingungen, nicht die Zeit
haben an allen vorgesehenen Modulen teilzunehmen. In den hoheren Semester ist
es oft der Fall, dass es sich bei den vorgesehenen Modulen um Wahlpflichtfacher
handelt, das heifit, die Studierenden kénnen sich aus einer Menge vorgegebener
Wahlpflichtfiacher diejenigen aussuchen, an denen sie teilnehmen méchten. In Folge
dessen wurde das SSP nicht curriculum-basiert definiert, so dass jeder Studierende
die Moglichkeit hat seine gewiinschten Module frei zu wahlen. In der Eingabe wird
dies mit der Funktion 3: S — 2™ angegeben.

Die vorher stattgefundene Stundenplanung hat den Ubungsgruppen neben den
Réumen auch Zeitfenster zugeordnet. Da es in der Praxis hidufig Module gibt, de-
ren Ubungsgruppen an mehreren Terminen stattfinden, wird in dieser Variante
des SSP die Zuordnung einer Ubungsgruppe nicht auf ein Zeitfenster beschrinkt.
Fiir die Studierendenverteilung sind die genauen Zeitfenster der Ubungsgruppen
irrelevant, denn sie benotigt ausschlieBlich die Information welche Ubungsgrup-
pen sich zeitlich iiberschneiden. Daher existiert in der Eingabe eine Funktion
§: U x U — {0,1}, die fiir je zwei Module angibt, ob diese ein gemeinsames
Zeitfenster haben (1, falls ja, sonst 0). Da jede Ubungsgruppe mehrere Termine
haben darf, ist diese Funktion nicht transitiv.

In groflen Universitdten mit einer sehr groffen Anzahl von Studierenden ist es oft
unmoglich alle Studierende auf alle gewéhlten Modulen zu verteilen, ohne dabei
einen Konflikt zu erzeugen. Daher ist es sinnvoll eine Grenze angeben zu kénnen,
so dass die Anzahl der unerfiillten Studierendenwiinsche begrenzt wird. Falls das
SSP eine derartige Grenze enthélt und zu einer Instanz x keine konfliktfreie Zuord-
nung der Studierenden zu Ubungsgruppen findet, die diese Grenze einhilt, ist die
Losung ¢ SSP. In diesem Fall haben die zustdndigen Personen der Hochschulen
die Moglichkeit die Grenze k etwas abzuschwéchen oder beispielsweise zu priifen,
ob das SSP basierend auf einem neuen Stundenplan true liefert. Zur Représenta-
tion der Grenze wird in der Eingabe die Zahl k € N verwendet, das heifit k£ gibt die
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Anzahl der Studierenden/Modul-Kombinationen, die unverteilt bleiben diirfen, an.
Eine Studierende/Modul-Kombination ist ein Tupel, das einerseits einen Studie-
renden enthélt und andererseits ein Modul beinhaltet, welches dieser Studierende
gewihlt hat. Eine solche Kombination gilt als unverteilt, falls einem Studierenden
keine Ubungsgruppe des zugehorigen Moduls konfliktfrei zugeordnet werden kann.
Die in der Definition enthaltene Menge A ist die Menge aller Studierenden/Modul-
Kombinationen.

Wie schon erwihnt existieren Bedingungen fiir die Zuordnung von Studierenden
zu Ubungsgruppen, wie zum Beispiel, dass keine Terminkonflikte existieren diirfen.
Die Vielfalt an unterschiedlichen Bedingungen fiir die Studierendenverteilung bil-
det einen weiteren Aspekt in dem sich die Varianten des SSP unterscheiden. Sie
werden oft unterschieden in weiche und harte Bedingungen bzw. Kriterien. Weiche
Kriterien sind solche, die nicht erfiillt werden miissen, damit eine Losung zuléssig
ist. Eine Losung ist jedoch besser, je mehr weiche Kriterien sie erfiillt. Die Losungen
werden somit hinsichtlich der weichen Kriterien optimiert. Fiir die Studierenden ist
es iiblicherweise angenehmer, wenn sich die Anzahl ihrer Ubungsgruppen, welche
sie pro Tag belegen, ausbalanciert ist. Daher eignet sich beispielsweise diese Anfor-
derung als ein weiches Kriterium. Es gibt auch harte Bedingungen, das sind solche,
die zwangslaufig erfiillt werden miissen, ansonsten ist eine Losung unzuldssig. Das
hier analysierte SSP beinhaltet ausschliefllich harte Kriterien.

Die Zuordnung wird als eine Relation dargestellt, die bis auf maximal £ Studie-
rende/Modul-Kombinationen jeder dieser Kombinationen genau eine Ubungsgrup-
pe zuweist. Bei der Zuweisung muss beachtet werden, dass die zugewiesene Ubungs-
gruppe dem Modul der entsprechenden Studierenden/Modul-Kombination zu-
gehort. Dieses harte Kriterium wird in der Definition des SSP als erste Bedingung
aufgefiihrt.

Die zweite Bedingung besagt, dass nicht mehr Studierende/Modul-Kombinationen
einer Ubungsgruppe zugewiesen werden diirfen, als deren Kapazititsgrenze zulisst.
Es wurde bereits erwahnt, dass bei der Zuweisung auf Terminkonflikte zu achten
ist. Es diirfen nicht mehrere Studierende/Modul-Kombinationen eines Studieren-
den Ubungsgruppen zugewiesen werden, die sich zeitlich {iberschneiden. Dieses
Kriterium wird durch die dritte Bedingung repréasentiert. Die vierte Bedingung
besagt, dass jeder Studierende maximal einer Ubungsgruppe pro gewéhltes Modul
zugewiesen werden darf, daher ist es nicht erlaubt, dass eine Studierende/Modul-
Kombination mehreren Ubungsgruppen eines Moduls zugeordnet wird.

Eine Zuteilung ist somit zuléssig, wenn alle der soeben beschriebenen Bedingungen
erfiillt werden.

Die Definition des SSP wurde so gewihlt, dass sie sehr praxisnah ist, aber auf
nicht zwangslaufig erforderliche Bedingungen verzichtet, denn je mehr Kriterien
zu berticksichtigen sind, desto schwieriger wird das Losen dieses Problems. Ein
Studierender kann nicht zeitgleich an mehreren Ubungsgruppen teilnehmen, daher
ist die dritte Bedingung zwingend erforderlich, sowie auch die zweite Bedingung
zur Einhaltung der Kapazitédtsgrenzen und die anderen beiden Bedingungen un-
umgénglich sind.
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Es gibt Varianten mit einer zusétzlichen Bedingung, die besagt, dass ein Studieren-
der nur Ubungsgruppen zugeteilt werden darf, an deren Terminen der Studierende
verfiighar ist. Hierzu enthélt die Eingabe weiterhin die verfiigharen Termine je-
des Studierenden. Dieses Kriterium ist zum Beispiel nicht zwingend erforderlich,
da ein Studium eine Vollzeit-Beschiftigung ist und man daher erwarten kann,
dass die Studierenden zeitlich immer verfiigar sind. Die Bedingungen, welche nicht
zwangslaufig die Zuléssigkeit der Zuordnungen beeinflussen, sondern nur die Zu-
ordnungen verbessern, wie beispielsweise eine ausbalancierte Anzahl an téglichen
Ubungen pro Studierender, werden hier auflen vor gelassen.

In dieser Arbeit wird die parametrisierte Komplexitét des soeben definierten SSP
analysiert und das nachfolgende Theorem bewiesen. Der Parameter p steht fiir
die Anzahl insgesamter Ubungsgruppe, c fiir die maximale Kapazitit der Ubungs-
gruppen, u gibt die maximale Anzahl von Ubungsgruppen pro Modul an, ¢ ist
die maximale Anzahl Termine jeder Ubungsgruppe und s steht fiir die insgesamte
Anzahl von Studierenden.

Theorem 1. Das parametrisierte SSP ist in FPT, falls die Parametrisierung
p enthdlt und para-NP vollstindig, falls die Parameter in {k,c,u,t} enthalten
sind. Des Weiteren gilt fir k > 0, dass die parametrisierten SSP, deren Para-
meter eine Teilmenge aus {c,u,t,s} bilden, para-NP vollstindig sind.
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Komplexitit

Der Hauptaspekt dieser Arbeit ist die Analyse der parametrisierten Komplexitét
des SSP. Auf Basis der Erkenntnisse der klassischen, nicht-parametrisierten Kom-
plexitdt des SSP lassen sich Riickschliisse auf die parametrisierte Komplexitét
ziehen. Aus diesem Grund wird in diesem Kapitel die klassische Komplexitit des
SSP betrachtet.

Lemma 3.1. SSP ist NP-schwer.

Beweis. Hierzu wird eine Polynomialzeit-Many-ony- Reduktion von 3-SAT auf SSP
angegeben. Da das bekannte 3-SAT ein NP-vollstandiges Problem ist, folgt daraus
die NP-Hérte des SSP. Das zu reduzierende Entscheidungsproblem ist wie folgt de-
finiert:

Definition 2. 3-Satisfiability(3-SAT):
Eingabe: x = (C, L) mitVc; € C : ¢; ist in -KNF mit den Literalen aus L
Frage:  Euistiert eine Belequng 5: L — {0,1}, so dass alle Klauseln

¢; € C erfiillt werden?

3.1 Beispiel fiir eine Reduktion

Einleitend wird die Polynomialzeit-Many-one-Reduktion von 3-SAT auf SSP mit
einem Beispiel vorgestellt, bevor die Reduktion im néchsten Abschnitt allgemein
und formal definiert wird. Zur einfachen Veranschaulichung dieser Reduktion wird
eine kleine 3-SAT-Instanz gewahlt:

Seiz = (C,L)mit C ={vVyVZoVvyVz}und L= {v,y,z}.

Hieraus lasst sich folgende Instanz fiir SSP formulieren:
Fiir jedes Literal und fiir jede Klausel wird ein Modul erzeugt. Somit gilt:
M = {mq, mg, m3, my, ms}, wobei das Modul m fiir das Literal v steht, my fiir



3.1 Beispiel fiir eine Reduktion 9

das Literal y, ms fiir das Literal z, my fiir die Klausel (v V y V Z) und m; fiir die
Klausel (v V7V 2).

Die Menge der Studierenden S beinhaltet fiir jedes Literal einen Studierenden, so
dass gilt S = {s1, s2,$3} mit s; fiir das Literal v, sy fiir das Literal y und sg fiir
das Literal z

Jedes Modul besitzt zwei Ubungsgruppen und demnach gilt U = |J, ;o5 {wi1, win}.
Die Ubungsgruppe u;; reprisentiert das Literal bzw. die Klausel, fiir die das Modul
m; steht und wu;s reprisentiert das entsprechende negierte Literal bzw. die entspre-
chende negierte Klausel.

In der nachfolgenden Abbildung 3.1 wird die Erstellung von M, S,U und k basie-
rend auf C' und L graphisch dargestellt.

Vi, EL:Im eM

V], €L:3s,€S

VI, € L: u,,u, €U

Abbildung 3.1. Die teilweise erstellte Instanz fiir SSP

Die Kapazitit der Ubungsgruppen, deren Modul fiir ein Literal steht, ist 1. So-
mit gilt Vu;; € U: i € {1,2,3} — 7(uy;) = 1. Fiir die restlichen Ubungsgruppen
g1lt dass pro Modul die erste Ubungsgruppe die Kapazitit 3 hat und die zweite
Ubungsgruppe die Kapazitéit 2 hat. Demnach ist 7 wie folgt definiert:

1, wennl1l<:<3
Vu; € U:7(uij) =43, wenni>3und j =1

2, sonst

Gemaéf den bisherigen Zuordnungen gilt, dass jeder Studierende s; € S das Literal
l; € L reprasentiert. Jeder Studierende s; € S wéihlt das Modul, welches eben-
falls fiir /; steht (m;) und jedes Modul, deren zugehérige Klausel ; oder I; enthilt.
Demnach gilt Vs; € S : 8(s;) = {m;} U {myjlmi; € MA(l; €c; VI €c;)}

Die Terminkonflikte werden in der nachfolgenden Abbilung 3.2 als ein Graph dar-
gestellt, dessen Knoten jeweils eine Ubungsgruppe aus U reprisentieren.
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Abbildung 3.2. Beispiel einer Reduktion von 3-SAT auf SSP

Fiir je zwei Ubungsgruppen U;j, Urs gilt, dass sie mindestens einen gemeinsamen
Termin haben, wenn ihre zugehorigen Knoten durch eine Kante verbunden sind,
ansonsten (u;;, urs) = 0.

Weiterhin wird fiir diese Reduktion festgelegt: & = 0, das heifit es sind alle
Studierenden/Modul-Kombinationen zu verteilen.

f(z) ist die aus x resultierende Instanz fiir SSP.

Laut der Definition der Polynomialzeit-Many-one-Reduzierbarkeit[Schll] muss un-
ter anderem gelten x € 3-SAT & f(x) € SSP.

Die Intuition, auf welcher diese Reduktion basiert, wird nachfolgend erklart. Die
Ubungsgruppen, die fiir ein Literal stehen, haben als mogliche Teilnehmer nur den
Studierenden, welcher das gleiche Literal reprasentiert. Wird ein Studierender der
Ubungsgruppe v zugeordnet, so bedeutet dies fiir das 3-SAT, dass v mit wahr
bzw. 1 belegt wird. Analog dazu wird einem Literal v die 0 zugewiesen, falls ein
Studierender der Ubungsgruppe T zugeteilt wird.

Neben diesen Ubungsgruppen fiir die Literale existieren zwei Ubungsgruppen fiir
jede Klausel. Eine dieser Ubungsgruppen steht genau fiir die entsprechende Klau-
sel und die andere fiir die negierte Klausel. Die moglichen Teilnehmer einer solchen
Ubungsgruppe sind die Studierenden, deren zugehériges Literal in der entsprechen-
den Klausel enthalten ist. Somit gibt es fiir jede derartige Ubungsgruppe genau
drei Studierende, die als Teilnehmer in Frage kommen. Die Terminkonflikte sind
so verteilt, dass einer derartigen Ubungsgruppe nur Studierende zugeteilt werden
diirfen, deren Belegung des Literals fiir das Erfiillen der zugehorigen Klausel bei-
trigt. Somit darf beispielsweise der Ubungsgruppe fiir die Klausel v V y V Z der
Studierende des Literals v nur dann zugeordnet werden, wenn die Belegung von v
1 ist bzw. der Studierende der Ubung v zugeordnet wurde. Dementsprechend kann
der Studierende des Literals z der Ubung w4 nur dann zugeordnet werden, wenn
die Belegung von z 0 ist bzw. der Studierende ein Teilnehmer der Ubung Z ist.
Falls # € 3-SAT miissen alle Klauseln erfiillt werden und somit miissen die Ubungs-
gruppen die eine Klausel aus C représentieren mindestens einen Teilnehmer haben.
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Hieraus ergibt sich, dass jede Ubung, welche eine negierte Klausel aus C' reprisen-
tiert, nur maximal zwei Teilnehmer haben darf. Hétte beispielsweise die Ubung uss
drei Teilnehmer, wiirde dies bedeuten, dass an der Ubungsgruppe uy; kein Studie-
render teilnimmt und somit wéren v und y mit 0 und z mit 1 belegt. Folglich ware
die Klausel von wuy; nicht erfiillt und es wiirde gelten x ¢ 3-SAT.

Fiir dieses Beispiel wire ¢(v) = 1, ¢(y) = 0, ¢(z) = 0 eine zuléssige Belegung, die
alle Klauseln aus C' erfiillt. Aus der obigen Definition der Reduktionsfunktion ent-
steht die Relation R = {((s1,m1), u11), ((s1,m4), wa1), ((S1,m5), us1), ((s2,m2), u22),

((52,m4), ua1), ((82,ms5), us2), ((83,m3), usa), (($3,M4), us2), ((s3,M5), us1)}, welche
alle Bedingungen des SSP erfiillt.
Somit gilt fiir dieses Beispiel x € 3-SAT und f(x) € SSP.

3.2 Reduktion

Die in dem vorherigen Beispiel beschriebene Reduktion wird nachfolgend allgemein
und formal angegeben:

Lemma 3.2. 3-SAT <P SSP.

Beweis. Sei x eine Instanz fiir 3-SAT und ¢ = #C und | = #L.
Die Reduktionsfunktion f ist wie folgt definiert:
Sei f(x) =4y (M, S,U,T,5,0,k) mit
M ={mq, ... mey}
S ={s1,...,5}
U = Unen{uin, win}
7(uy;) gibt die Kapazitit der Ubungsgruppe u,; an.
1, wennl1<:i<]|
T(ui;) =<3, wenni>lund j =1 fur Vu;; € U
2, sonst
B(s;) ist die Menge der Module, die der Studierende s; wihlte.
B(si) = {mi} U {miy lmi; € M AL € ¢; VI € ¢;)} fiir s, €
Vu;j € U : py; enthélt die Termine von u;;, die in Kollision mit den Terminen
einer anderen Ubungsgruppe stehen.
T = {t1,...,t3.} ist eine Menge von Zeitfenstern.

Im Folgenden wird fiir alle 1 <7 < #M und j € {1,2} p;; berechnet:
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Seiq:=0
Sei p11 = ... = Py =0
Vi<i<lI:
Vi<ji<ec:
falls I; € ¢; dann
pi1 = pin U{ty+1}
P = P Y {tg1}
P2 i= Pia U{tgia}
Ptj)2 i= Ptz U lgra}
q:=q+2
sonst falls /; € ¢; dann
Piz = Pi2 U {tg41}
P = P Y g1}
pi1 i= pa U{tgia}
Pa+i2 7= Patge U {lera}
q:=q+2
0, wenn py Npjqa =10

Vuib, Ujd elU: 5(uib, Ujd) =

1, sonst

)

k=0

3.2.1 Korrektheitsbeweis

Es existiert eine Polynomialzeit-Many-one-Reduktion von 3-SAT auf SSP, falls die
soeben definierte Reduktionsfunktion f in Polynomialzeit berechenbar ist und fiir
alle z gilt x € 3-SAT < f(x) € SSP. Laut obiger Definition der Funktion f gilt,
dass f in Polynomialzeit berechenbar ist. Es ist noch zu zeigen, dass fiir alle x gilt
x € 3-SAT < f(x) € SSP, was nachfolgend bewiesen wird.

1. Beweis fiir z € 3-SAT = f(x) € SSP.
Sei x € 3-SAT.
= es existiert eine Belegungsfunktion ¢: L — {0, 1}, so dass alle ¢; € C' erfiillt
werden.

Basierend auf ¢ wird fiir die SSP-Instanz f(z) eine Relation R erstellt:
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R=10
foreach s; € S
foreach my, € (s;)
if [; € VK =j then
if ¢(l;) =1 then
R := RU{((sj,mk), ur1)}
else
R:= RU{((sj,m), us2)}
else [; € ¢y
if ¢(l;) =0 then
R := RU{((sj,mk), ur1)}
else
R:= RU{((sj,m;), ur2)}
endfor

endfor

Da fiir alle ((s;,mg),ur;) € R gilt, dass my € p(s;), folgt daraus, dass
(sj,mg) € A. Weiterhin gilt, dass fiir alle m, € M die Ubungsgruppen ug
und uge in U existieren, woraus folgt R C A x U.

Fir alle my € B(s;) gilt, dass I; € cx V E € ¢, Vk = 7 laut Reduk-
tionsfunktion. Somit gilt fiir alle my, € [(s;), dass entweder ((s;,my), uk1)
oder ((sj,my), ug2) in R hinzugefiigt wird. Hieraus ergibt sich, dass fiir jedes
my, € B(s;j) genau ein Element in R existiert und folglich gilt #R = #A und
somit auch #R > #A — k.

Falls die erstellte Relation R alle vier Bedingungen des SSP erfiillt, dann gilt
f(x) € SSP. Somit ist zu zeigen, dass R eine zuldssige Relation fiir das SSP ist.

Beweis fiir R erfiillt alle vier Bedingungen des SSP:

1. Bedingung: V((s;, my),ujn) € R:j =k
(u;, muss Ubungsgruppe von my, sein)
Direkter Beweis:
Laut obiger Zuweisung gilt: V((s;,my),ujn) € R: j=kA(n=1Vn=2)
= V((si,mi),ujm) € R:j=k

Somit gilt, dass alle Elemente aus R die erste Bedingung erfiillen.



3.2 Reduktion 14

2. Bedingung:
#S" < 1(uy;) mit S = {s;|s; € S A ((si, M), ug;) € R} fiir wy; € U
Widerspruchsbeweis:
Angenommen Bedingung 2 wird nicht erfiillt.

= Ju; € Ut #5 > 7(uy;)

1. Sei k <.
= T(Ukj) =1
Da k <1 gilt {si|s; € S Amy € B(s;)} = {sk} laut Reduktionsfunktion.

= ##{si[si € SN (s;;,my) € A} =1
= #{sils; € S A ((si,mi), uj) € R} <1
= #S5 <1
= #5 < 7 (urj)

Dies ist ein Widerspruch zur Behauptung #S5 > 7(uy;) und daher gilt,
dass fiir alle ug; € U mit k£ <[ die 2. Bedingung des SSP erfiillt wird.

ii. Sei k > 1.
A. Angenommen j = 2:
= 7(ug;) =2
Laut Definition von £ gilt: my € B(s;) = l; € ch VI € cky Vk =1
Da #S <lund k > [ gilt my, € B(s;) = l; € cp1 V1; € cpy
= V(s mi) € A\{(s5,ms)} 1 l; € ey V 1; € cry
(laut Definition von A)
Da j = 2 gilt laut Zuordnung von R:
V((si, mi), ug) € R\{((s:,mi), u)|u € {usn, win}}
(L €= pl;) =0)V (I; € cry = p(l;) =1)

Laut der Beweisvoraussetzung des Widerspruchsbeweises gilt:



3.2 Reduktion 15

#S" > 7(uy;) :
#{silsi € SN ((si, mp), ugj) € R} > 2
= #{sﬂ(si,mk) c AN ((ll € Cp—] = gO(lz) = 0) V

(€= wl)=1)} =3
= #{si|(li ccry = (L) =0)V (I; €cry = () =1)} >3
= #{ll(l €= oli) =0)V (L €cry=p(l;) =1)} >3
Da ¢; in 8-KNF ist, gilt #{l;|l; € ¢; VI, € ¢;} =3
=Vl €cpy:p(l;) =0AV € cpy = o(l) =1

= ¢j,_; wird nicht erfiillt.

Dak>lgilt k—I1l>0und damyg € M gilt k <[l +c.
Hieraus folgt fiir kK — [ das gilt 0 < k — [ < ¢ und somit gilt ¢;,_; € C.
Dies fithrt zu einem Widerspruch, denn fiir alle ¢; aus C' gilt, dass ¢;
erfiillt wird und daher erfiillen alle Elemente aus R mit
up; € UNKk >1NEist j =2 die zweite Bedingung.
B. Angenommen j = 1:
= 7(ug;) =3
Da Bedingung 2 fiir uy; nicht erfiillt wird, gilt:
#{si|si € SN ((si, mp), upj) € R} >3
= #{silsi € S Amy € B(si)} >3
(sonst wére Bedingung 4 des SSP verletzt)
= #{sils; € SA(; € cry VI € cry)} >3
= #{lL|l; € V1 € cry} >3
Dies fiihrt zu einem Widerspruch, da laut Definition [2|des 3-SAT alle
¢; aus C in 3-KNF sind.
Somit wird die 2. Bedingung fiir alle Elemente ((s;, my), ug;) € R mit
k > 1l und j =1 erfiillt.
Folglich erfiillen alle Elemente aus R die 2. Bedingung.

3. Bedingung:

V((si, M), kj), ((Si, M), Unjr) € R my # my, = 3(ugj, Uny) =0
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Angenommen Bedingung 3 wird nicht erfiillt.
= 3((s5, M), Uij), ((Siy M), Unjr) € R - my 7 myy A (g, Upjr) = 1

Angenommen fiir ((s;, m), uk;), ((si, my), upjr) € R wird die dritte Bedin-
gung verletzt.

= 0 (Upj, Upjr) =1
= Dij N Prjr # 0
=3dteT :tcpy ANtEpyy
=(k=iAn>)V(n=iNk>I)
Die letzte Implikation erfolgt auf Basis der Belegung von p.
oBdA: Sei k =iAn > 1.
Es gilt ((s;,my,), unj) € R.
= (s;,my,) € A
= m, € [(s;)
=n=iV0]€co VI E Cpny

Da i <l und n > gilt n # i, woraus folgt l; € ¢, Vi € cn

i. Seil; € ¢,_y.
= Pi2 N Pp1 Z D APt N pra DA it NP1 = O A pio NP = 0
(laut Belegung von p)

A. Sei j=1.
Da prj Npnjy ZONG=1Nk =19 Apia Npp2 # 0 A pin N pny = 0 gilt
j =2
Weil ((s;, mg), uk1) € RNk =1 gilt o(l;) = 1.
Da ((8i,mp), Un2) € RAL; € ¢,y gilt p(1;) = 0.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch und daher gilt py;Np,; = 0, woraus

folgt 0 (uk;,unj) = 0.

B. Sei j = 2.
Dapr Npny ZONJ=2Nk =1 ApiaNpu # OApi2 N ppa = 0 gilt
j =1
Weil ((s;,mu), upe) € RAk =1 gilt (l;) = 0.
Da (($i,mn), un1) € R AL € ey gilt o(l;) = 1.
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Dies fiihrt zu einem Widerspruch und daher gilt py;Np,; = 0, woraus

fOlgt 5(“1@]’7 unj/) =0.

ii. Sei l; € ¢,y

= Dt NP1 ZOA PN ppa O AP NP2 =0 ApiaNppr =0

(laut Belegung von p)

A. Seij=1.

Da ppj Nppy ZONG=1Ak=10Api N par # O A pin Nppe = 0 gilt
j=1.

Weil ((s;,mk), up1) € RA Kk =1 gilt ¢(l;) = 1.

Da ((8i, M), un1) € RAL € cpy gilt ©(l;) = 0.

Dies fiihrt zu einem Widerspruch und daher gilt py;Np,; = 0, woraus

fOlgt 5(“/@‘, unj’) = 0.

. Sei j = 2.

Da prj Nprj ZONJ=2ANk =10 Apia N ppa # O A pig N ppy = 0 gilt
j=2.

Weil ((s;, mg), up2) € RNk =1 gilt o(l;) = 0.

Da ((8i,mp),Un2) € RAL € ¢y gilt ©(l;) = 1.

Dies fiihrt zu einem Widerspruch und daher gilt py;Np,; = 0, woraus

folgt d(ugj, un;) = 0.

Folglich gilt, dass R die 3. Bedingung ebenfalls erfiillt.

4. Bedingung: V(ap, ugj), (ap, ugjr) € R : up; = wj (kein Element aus A darf
mehreren Ubungsgruppen zugewiesen werden )
Da beim Erstellen von R pro Element aus A genau ein Durchlauf der inneren
Schleife erfolgt und in diesem Durchlauf genau ein Element in R hinzugefiigt
wird, erfiillt R diese Bedingung.
Da gezeigt wurde, dass R die Bedingungen 1, 2,3 und 4 des SSP erfiillt und
RCAXUist mit #R > #A — k gilt x € SSP.

2. Bewelis fiir f(z) € SSP = z € 3-SAT
Sei f(x) € SSP.
= es existiert eine zuléssige Relation R mit #R > #A — k.
= es existiert eine zulissige Relation R mit #R = #A (da k = 0).

Basierend auf der Relation R wird fiir die 3-SAT-Instanz x eine Belegung
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@: L — {0, 1} erstellt:

1, wenn ((s;,m;),u;1) € R
0, sonst ((s;,m;),ui2) € R

Vi, e L:o(l;) = {

Angenommen, es gilt 3l; € L : ((s;,my), wir), ((si,m4), ui) ¢ R

= Vu,; € U ((s5,mg),u;) ¢ R

= V((se;myp), upg) € R : (se;my) # (si,mi)
Da laut Bedingung 4 des SSP gilt, dass jedes Element aus A nur maximal
einmal in R enthalten ist und jedes Element aus R ein Element aus A enthilt,

gilt somit #R < #A, da (s;, m;) € A.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch, da fiir alle [; aus L gilt:

(((si,m4), uin) € RA((si,m4), wiz) & R)V(((8i,m4), uin) & RA((8i,m4), uiz) € R)

Es ist zu zeigen, dass alle Klauseln mit dieser Belegung erfiillt werden.
Widerspruchsbeweis:

Angenommen de; € C : ¢; wird nicht erfiillt.

Sei ¢; = (vVyVz),dac in 3-KNF.

Laut der Definition [2] des 8-SAT gilt: ¢; ist in 3-KNF' mit den Literalen aus L.
Somit gilt:

e dyeL:v=0LVv=1

Falls v = [, dann ¢(l,) = 0, da sonst ¢; erfiillt wére, ansonsten ¢(l,) = 1.

e . eL:y=I.Vy=1I.
Falls y = [, dann ¢(l.) = 0, da sonst ¢; erfiillt wére, ansonsten ¢(l.) = 1.

e yel:z=lVz=1I

Falls z = l; dann ¢(l4) = 0, da sonst ¢; erfiillt wire, ansonsten ¢(l4) = 1.
a) Sei v =1l.

= ((sp, mp), up2) € R (laut obiger Zuordnung von [y)

Da l, € ¢; gilt (sp, M) € A und aus #R = #A

folgt Juyq € U : ((sp, mysi), Uprq) € R.

Auf Grund der Zuléssigkeit von R gilt: O =1+ i

(uyq ist Ubungsgruppe von myy; laut Bedingung 1 des SSP).

Da Vm,, € M : {upjlun; € U} = {1, una}, gilt d € {1,2}.

Weil ((sp, M), up2) € R A po2 N pagiyt 7 O gilt 0(upa, ugran) = 1.

Falls d = 1 dann existiert ein Terminkonflikt in R.
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Dies fiihrt zu einem Widerspruch da R zuléssig ist.
Somit gilt d = 2 und ((sp, Mu44), Ugti)2) € R.
b) Sei v = Iy,
= ((sp, M), up1) € R (laut obiger Zuordnung von )
Da Iy € ¢; gilt (s, m1;) € A und aus #R = #A folgt
Juyg € U = ((sp, Miyi), uwa) € R.
Auf Grund der Zuldssigkeit von R gilt: ¥’ =1+ 1
(uyq ist Ubungsgruppe von myy; laut Bedingung 1 des SSP).
Da Vm,, € M : {upjun; € U} = {1, una}, gilt d € {1,2}.
Weil ((s5, ), up1) € R A po1 N paripn 7# O gilt 6(upr, ugpin) = 1.
Falls d = 1 dann existiert ein Terminkonflikt in R.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch da R zuldssig ist.

Somit gilt d = 2 und ((sp, Mu44), U4a)2) € R.

Folglich gilt in beiden Fallen ((sy, my4;), ugti2) € R.

Fiir [, und l; ist der Beweis analog und daher gilt ebenfalls

((5esMigi)s uriy2) € RA ((8a,Mu14), Uasay2) € R.

Sei S" = {s|s € S A ((s,Mi44), U@say2) € R} = #5 > 3.

Da 7(u(44)2) = 2 wird somit die Kapazitit der Ubungsgruppe U(144)2 ber-
schritten.

Dies fithrt zu einem Widerspruch da R zuléssig ist und somit gilt fiir die
Belegung ¢, dass alle ¢; € C' erfiillt werden.

Folglich gilt = € 3-SAT.

Es wurde gezeigt, dass die Reduktion 3 — SAT <P SSP korrekt ist und somit
gilt, dass SSP NP-hart ist.

Lemma 3.3. SSP € NP.

Beweis. Die Menge der moglichen Losungen fiir SSP ist exponentiell grofl; denn
fiir jede Ubungsgruppe existiert eine Teilmenge von Studierenden, die zugewiesen
werden konnte und somit existieren pro Ubungsgruppe maximal 2#° unterschied-
liche Mengen von Studierenden, die als Teilnehmer in Frage kommen. Hieraus
ergibt sich das es (2#5)#V = 2#5#U viele Losungskandidaten gibt, die mit Hilfe
eines nichtdeterministischen Algorithmus parallel erstellt werden kénnten. Jeder
Losungskandidat ist auf seine Zuldssigkeit zu priifen, das heiffit er muss alle vier
Bedingungen des SSP erfiillen, was in polynomieller Zeit untersucht werden kann.
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Somit existiert ein nichtdeterministischer Algorithmus, der SSP in Polynomialzeit
entscheidet, und folglich gilt SSP ist in der Komplexitatsklasse NP.

Korollar 1. SSP ist NP-vollstindig.

Aus dem Resultat, dass SSP in NP ist und SSP NP-hart ist, folgt die NP-
Vollstindigkeit fiir SSP.



4

Parametrisierte Komplexitét

4.1 Die parametrisierte Komplexititstheorie

In der klassischen Komplexitétstheorie wird die Laufzeit der Entscheidungs- und
Optimierungsprobleme beziiglich ihrer Eingabeldnge bestimmt. Hierzu existieren
unter anderem die Komplexitéatsklassen P, NP und EXP. In P befinden sich die
Probleme, die in polynomieller Zeit gelost werden konnen. In der Komplexitéts-
klasse EXP sind die Probleme enthalten, deren zugehorige Algorithmen eine expo-
nentielle Laufzeit haben. Eine viel untersuchte Komplexitatsklasse ist die Klasse
NP, denn hierin befinden sich Probleme, die exponentiell viele Losungskandidaten
enthalten, aber die Priifung, ob ein solcher Kandidat tatséchlich eine Losung fiir
dieses Problem ist, kann in polyomieller Zeit erfolgen. Die Probleme der Klasse NP
auf die alle anderen Probleme dieser Klasse Polynomialzeit-Many-one-reduzierbar
[Sch11] sind, werden als NP-vollstindig bezeichnet und sind die schwierigsten Pro-
bleme dieser Klasse. Diese Komplexitéitsklasse enthédlt Probleme, die in polyno-
mieller Zeit von einem nichtdeterministischen Algorithmus gelost werden kénnen.
Der Nichtdeterminismus ist jedoch nur ein theoretisches Modell und somit ist zu
erwarten, dass solange die Frage, ob P = NP nicht beantwortet ist, kein effizienter
Algorithmus fiir NP-vollstandige Probleme gefunden werden kann. Daher haben
derzeit die Algorithmen fiir NP-vollstindige Probleme eine exponentielle Lauf-
zeit und sind folglich fiir grofle Instanzen praktisch nicht l6sbar. Da die Klasse
NP praktisch relevante Probleme enthélt, werden beispielsweise Approximations-
algorithmen entworfen, das heifft, Algorithmen, deren maximale Abweichung der
Losung vom Optimum begrenzt ist, jedoch fiir grofle Instanzen in Polynomialzeit
16sbar sind [Sch0§].

Eine Alternative zur klassischen Komplexitdtstheorie bietet die parametrisierte
Komplexitatstheorie, die eine zweidimensionale Komplexitédtsanalyse verwendet.
Die Laufzeit ist zum Einen, wie in der klassischen Komplexitatstheorie, abhéngig
von der Grofle der Instanz und zum Anderen von einer Parametrisierung . Analog
dazu sind parametrisierte Probleme ebenfalls zweidimensional. Diese sind wie folgt
definiert [FGO6]:
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Definition 3. Parametrisierung, Parametrisiertes Problem

Sei X ein endliches Alphabet.

1. Fine Parametrisierung von X* ist eine Abbildung x: X* — N, die in polyno-
mieller Zeit berechenbar ist.

2. Ein parametrisiertes Problem dber X ist ein Paar (Q,k) mit Q C X* und
ewner Parametrisierung k von X*.

Ein parametrisiertes Problem ist somit eine Problem-Parameter-Kombination, das
heiit es besteht zum Einen aus einem Problem und zum Anderen aus einer Para-
metrisierung bzw. einem Parameter. Falls die Parametrisierung auf eine Konstante
abbildet (k(z) =14 mit ¢ € N), dann kann das zugehorige parametrisierte Problem
verkiirzt mit (@Q,7) dargestellt werden. In der Definition |3 ist nur eine Funktion
fiir die Parametrisierung vorhanden, dies bedeutet aber nicht, dass nicht mehre-
re Daten der Eingabe in die Parametrisierung mit aufgenommen werden koénnen.
Falls ein Problem mit einer Menge von Parametern P zu untersuchen ist, so wére
die entsprechende Parametrisierung x(x) = Zpe pD-

Die Grundidee der parametrisierten Komplexitéitstheorie ist, dass man den expo-
nentiellen Teil der Laufzeit auf den Parameter x(z) beschranken mochte, sodass die
Laufzeit in der Eingabeldnge polynomiell und beziiglich x(z) exponentiell ist. So-
mit kann das Problem effizient gelost werden, falls der Parameter klein ist, ohne auf
die Optimalitdt verzichten zu miissen. Am besten sind somit Problem-Parameter-
Kombinationen, deren Parameter in der Praxis gewoOhnlich einen kleinen Wert
hat. Die Wahl der Parametrisierung ist entscheidend, denn die Einordnung einer
Problem-Parameter-Kombination in eine parametrisierte Komplexitiatsklasse ist
immer von der zugehdrigen Parametrisierung abhéngig.

Die Problem-Parameter-Kombinationen fiir die gilt, dass der exponentielle Teil
der Laufzeit ausschliellich auf den Parameter beschrinkt werden kann, werden als
fixed-parameter tractable bezeichnet. Die Eigenschaft fized-parameter tractable ist
wie folgt definiert [FGOG6]:

Definition 4. fixed-parameter tractability, FPT
Sei X ein endliches Alphabet und k: X* — N eine Parametrisierung.

1. Ein Algorithmus A mit einem FEingabealphabet X ist ein FPT-Algorithmus
beziiglich k, falls eine berechenbare Funktion f: N — N und ein Polynom
p € No[X] ezistiert, so dass fir jedes x € X* die Laufzeit von A mit der
Fingabe x hochstens f(k(x)) - p(|x|) ist.

2. Ein parametrisiertes Problem (Q, k) ist fized-parameter tractable, falls ein
FPT-Algorithmus beziiglich k existiert, der ) entscheidet.

Die Komplexititsklasse FPT enthdlt genau die Probleme, die fixed-parameter
tractable sind.
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Wie bereits erwiahnt wurde, darf die Parametrisierung einer Problem-Parameter-
Kombination von mehreren Parametern abhéngen. Je mehr Parameter dieses Pro-
blem enthélt oder je grofler deren Werte sind, desto einfacher ist in der Regel
der Entwurf eines zugehorigen FPT-Algorithmus. Zu einer Problem-Parameter-
Kombination, deren Parameter der Eingabeldnge entspricht, kann immer ein F/PT-
Algorithmus entworfen werden. Ein solcher Algorithmus ist nur hilfreich, wenn sei-
ne zugehorigen Parameter in der Praxis gewohnlich einen relativ niedrigen Wert
enthalten. Wird als Parameter die Eingabeldnge gewéhlt, dann unterscheidet sich
die parametrisierte Komplexitédtsanalyse nicht von der klassischen Komplexitéts-
analyse. In der parametrisierten Komplexitédtsanalyse ist das Ziel, die spezielle
Struktur des zu untersuchenden Problems dahingehend auszunutzen, dass weni-
ge moglichst kleine Parameter gewéhlt werden, welche die exponentielle Laufzeit
beschrinken. Es ist daher bei jedem Resultat der parametrisierten Komplexitét
auf die Qualitéit der Parameter zu achten, bevor man beurteilen kann, wie gut das
Resultat wirklich ist.

Fiir die parametrisierten Probleme (Q, k) mit @ € P gilt, dass (Q, k) € FPT fiir
alle Parameter x, da die Laufzeit von () ausschliefilich aus einem polynomiellen
Teil besteht. In der parametrisierten Komplexitidtstheorie existieren, neben der
Komplexitatsklasse FPT, die Komplexitatsklassen para-NP, XP und noch viele
weitere [FG06]. Wenn man die Klasse FPT als vergleichbare Klasse zu P in der
parametrisierten Komplexitétstheorie sieht, dann wiirde entsprechend die Klasse
para-NP zu der Klasse NP korrespondieren. Fiir alle Probleme @) gilt, dass () ge-
nau dann in NP ist, wenn das parametrisierte Problem (@, 1) in para-NP ist. Die
Definition dieser Klasse sieht wie folgt aus [FG06]:

Definition 5. para-NP

FEin parametrisiertes Problem (Q,k) tdber einem Alphabet X ist in para-NP,
falls eine berechenbare Funktion f: N — N, ein Polynom p € No[X] und ein
nichtdeterministischer Algorithmus existiert, der fir x € X* entscheidet, ob
x € Q in hichstens f(k(z)) - p(|z|) Schritten.

Der Unterschied der Definition {4| (FPT) und |5| (para-NP) liegt darin, dass in
para-NP der Algorithmus nichtdeterministisch sein darf. Infolge dessen gilt FPT
ist eine Teilmenge von para-NP. Die Frage, ob FPT eine echte Teilmenge von para-
NP ist oder ob diese beiden Klassen gleich sind, ist noch offen. Diese Frage steht

im Zusammenhang mit der Frage, ob P = NP, denn es gilt P = NP genau dann,
wenn FPT = para-NP [FGO06].

Die nachfolgende Abbildung zeigt noch weitere Klassen der parametrisierten Kom-
plexitétstheorie, wobei in dieser Arbeit einzig die Klassen FPT und para-NP be-
trachtet werden.
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Abbildung 4.1. Uberblick einiger Klassen der parametrisierten Komplexitéits-
theorie [FGOG]

In dieser Arbeit wird SSP beziiglich seiner parametrisierten Komplexitiat unter-
sucht. Da diese Analyse eine zweidimensionale Betrachtung vorsieht, werden ver-
schiedene parametrisierte Probleme von SSP analysiert. Die Hoffnung besteht dar-
in einen guten Parameter x zu finden, so dass gilt (SSP, k) € FPT.

Zum Nachweis der fixed-parameter tractability eines parametrisierten Problems
gibt es unterschiedliche Vorgehensweisen. Beispielsweise kann ein konkreter F'PT-
Algorithmus entworfen werden. Hierfiir eignen sich unterschiedliche Entwurfsmus-
ter, wie zum Beispiel Tiefenbeschrdankte Suchbdume, deren Tiefe mit Hilfe des
Parameters beschrinkt wird. Ein solcher Suchbaum kann beispielsweise fiir das
(3-Hitting Set Problem, k)|Nie(2] angegeben werden, welches als Parameter k die
Grofle des Hitting Sets enthélt. Zu jeder Hyperkante gibt es maximal 3 Knoten von
denen mindestens eine im Hitting Set enthalten sein muss. Somit kann mit Hilfe
eines Tiefenbeschrinkten Suchbaums der Tiefe k ein FPT-Algorithmus entworfen
werden, dessen Laufzeit in O(3* - n) liegt mit der Eingabelinge n.

Ein weiteres Entwurfsmuster fiir FPT-Algorithmen, welches sich insbesondere fiir
Minimierungsprobleme eignet, ist beispielsweise [terative Compression. Hierbei
wird basierend auf einer Losung der Grofle k£ + 1 eine Losung der Grofle & er-
zeugt und somit wird iterativ zur gewiinschten Groéfle der Losung hingearbeitet.
Es gibt einige weitere Entwurfsmuster fir FPT-Algorithmen, die sich fiir unter-
schiedliche Problemstellungen eignen [Nie02]. Neben der Variante des Entwurfs
eines konkreten FPT-Algorithmus, kann die Eigenschaft der fixed-parameter trac-
tablility auch mit Hilfe einer Datenreduktion auf den Problemkern, bekannt als
Kernelization (Definition [f]), nachgewiesen werden. Hierbei wird das Problem so
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auf sich selbst reduziert, dass die Lange der Instanz ausschliellich von den ur-
spriinglichen Parametern abhéngt. Die Laufzeit jedes Algorithmus lésst sich auf
die Eingabelinge beschranken und somit in diesem Fall auf die Parameter. Da
die Modifizierung der Instanz in polynomieller Zeit berechenbar sein muss, folgt
hieraus, dass diese Problem-Parameter-Kombination in FPT ist, falls eine derarti-
ge Reduktion existiert. Somit bietet die Kernelization eine Alternative zum Nach-
weis der fized-parameter tractability. In Abschnitt wird eine Kernelization
fiir ein parametrisiertes SSP erstellt. Darauffolgend werden verschiedene Parame-
trisierungen zu SSP angegeben und beziiglich ihrer parametrisierten Komplexitét
untersucht.

4.2 Das parametrisierte SSP

Die Analyse eines parametrisierten Problems ist eine zweidimensionale Untersu-
chung, die zum Einen das Problem und zum Anderen die zugehorige Parametri-
sierung betrachtet. Ein Problem kann mehrere potenzielle Parameter haben und
somit ist es interessant verschiedene Problem-Parameter-Kombinationen zu einem
Problem zu untersuchen. Das SSP enthélt mehrere Eingabedaten und somit gibt
es auch viele mogliche Parameter. Wie im vorherigen Kapitel erklart wurde, ist
eine Parametrisierung besser je weniger Parameter sie enthélt und desto kleiner
deren Werte sind. Ein FPT-Algorithmus zu einem parametrisierten Problem ist
daher fiir die Praxis hilfreicher, je kleiner die zugehorige Parametrisierung ist. Im
Folgenden werden nicht nur parametrisierte SSP mit einer kleinen Parametrisie-
rung untersucht, da es ebenfalls interessant ist, wie sich die groflen Eingabedaten
auf die Laufzeit eines zugehorigen Algorithmus auswirken. Hierzu wird beispiels-
weise die Anzahl der Studierenden (s) als Parameter betrachtet. Dieser Parameter
hat gewohnlich den grofiten Wert der Eingabe.

Die Grole der gesuchten Losung ist abhéngig von k& und da k die Anzahl der
Studierenden /Modul-Kombinationen ist, welche unverteilt bleiben diirfen, ist die-
ser Wert normalerweise sehr klein. k wird ebenfalls als Parameter untersucht. Die
Kapazitit der Ubungsgruppen gehért in der Regel ebenfalls nicht zu den gréfiten
Werten der Eingabe und wére somit auch ein guter Parameter. Die Anzahl der
insgesamten Ubungsgruppen gehort im Allgemeinen zu den gréfieren Daten in der
Eingabe, wird aber trotzdem in dieser Untersuchung als Parameter hinzugenom-
men. Ein besserer Parameter ist die maximale Anzahl der Ubungsgruppen pro
Modul (u), daher wird dieser Wert ebenfalls als Parameter betrachtet. Es konn-
te sein, dass die Schwierigkeit des SSP mit der maximalen Anzahl der Termine
(1), die eine Ubungsgruppe hat, zusammenhingt, daher wird dieser Wert ebenfalls
als Parameter analysiert. Im Folgenden werden die verschiedenen parametrisierten
SSP beziiglich ihrer parametrisierten Komplexitdat und der Qualitét ihrer Parame-
trisierung untersucht.



4.3 Parameter p,c, k 26

4.3 Parameter p, c, k

Eine der hier untersuchten parametrisierten Probleme ist das SSP mit den Pa-
rametern p (die insgesamte Anzahl von Ubungsgruppen), ¢ (die maximale Kapa-
zitét einer Ubungsgruppe) und & (die maximale Anzahl der Studierenden/Modul-
Kombinationen, die unverteilt bleiben diirfen). Somit ist (@, ) mit k(z) = p+c+k
das zu untersuchende parametrisierte Problem.

Lemma 4.1. Das parametrisierte SSP mit den Parameter k,p unc c befindet
sich in FPT.

Die Korrektheit des Lemma wird im nachfolgenden Abschnitt an-
hand einer Kernelization gezeigt, sowie in Abschnitt mittels eines FPT-
Algorithmus bewiesen.

4.3.1 Kernelization

Wie einleitend bereits erlautert, kann zum Nachweis der fixed-parameter tractabi-
lity, neben der Erstellung eines FPT-Algorithmus, eine Kernelization erzeugt wer-
den. Falls zu einer Problem-Parameter-Kombination eine Reduktion des Problems
auf sich selbst erstellt werden kann, so dass die Instanz durch die Reduktionsfunk-
tion derart gedndert wird, dass deren Gréfle nur von deren urspriinglichen Parame-
ter abhéingig ist und die Reduktionsfunktion in Polynomialzeit berechnet werden
kann, dann existiert eine Kernelization zu der Problem-Parameter-Kombination.
Die Kernelization ist wie folgt definiert [FGO6]:

Definition 6. Kernelization

Fine Kernelization eines parametrisierten Problems (Q, k) tber dem Alphabet X
st eine in Polynomialzeit berechenbare Funktion K : X* — X*, so dass fiir alle
x e X qilt:

reQ s K(r)e
und
K (2)] < g(k(x))

fiir eine berechenbare Funktion g.

Fiir jede Instanz z ist K (x) der zugehorige Problemkern. Auf Grund der Definition
(6] gilt, dass sich die GroBe des Problemkerns K (z) ausschlieBlich von der Parametri-
sierung k(x) begrenzen liasst und daher ist die Laufzeit jedes Algorithmus, der das
Problem K (z) € @ entscheidet, nur von der Parametrisierung x(x) abhéngig. Die
Vorberechnung zum Erstellen von K (z) findet, laut Definition [6] in Polynomialzeit
statt. Es kann somit ein Algorithmus A fiir @) erstellt werden, der jede Eingabe
x € X* mit Hilfe der Funktion K in Polynomialzeit reduziert und anschlieBend mit
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einem Algorithmus, dessen Laufzeit nur von x(x) abhéngt, entscheidet. Hieraus er-
gibt sich fiir die Laufzeit von A, dass sich ausschliefilich der polynomielle Teil auf
die Eingabeldnge bezieht und falls ein exponentieller Teil existiert, dieser nur auf
den Parameter bezogen ist. Somit gilt fiir A, dass dieser Algorithmus ein FPT-
Algorithmus ist. Dies bedeutet, dass sich eine Problem-Parameter-Kombination
in FPT befindet, falls eine zugehorige Kernelization existiert. Somit bietet diese
Vorgehensweise eine Alternative zum Nachweis der fized-parameter tractability.

Kernelization fiir SSP mit den Parameter p, ¢ und k:

In diesem Abschnitt wird eine Kernelization fiir das SSP mit den Parametern
p,c und k angegeben:

Sei x = (M, S,U, T, 5,0,p,c, k) eine Instanz fiir SSP.

Fiir die Kernelization wird eine Reduktionfunktion K benétigt, die in polynomi-
eller Zeit die Eingabe z auf ihren Problemkern reduziert, so dass die Eingabelénge
ausschliellich von den urspriinglichen Parametern k,p und ¢ abhéngig ist.

Falls bei der Studierendenverteilung die Kapazitit aller Ubungsgruppen voll aus-
geschopft wird, dann werden maximal p-c viele Studierende /Modul-Kombinationen
verteilt. Dies ist die maximale Anzahl der Studierenden/Modul-Kombinationen,
die theoretisch zugewiesen werden konnen. Laut Definition von SSP diirfen ma-
ximal &k Studierende/Modul-Kombinationen unverteilt bleiben, das bedeutet, dass
wenn es mehr als p - ¢ + k viele Studierende/Modul-Kombinationen gibt, dann
bleiben mehr als k& Studierende/Modul-Kombinationen unverteilt und dann gilt
x ¢ SSP. Laut Definition der Funktion § muss jeder Studierende mindestens
ein Modul wahlen, das heifit es existieren maximal so viele Studierende wie es
Studierende/Modul-Kombinationen gibt. Folglich gilt fir #S > p - ¢ + k, dass
x ¢ SSP. Ansonsten gilt #S < p-c+ k und somit wird die Anzahl der Stu-
dierenden mit den Parametern k,p und ¢ beschrinkt. Des Weiteren kénnen kei-
ne Studierenden/Modul-Kombinationen, deren Modul keine Ubungsgruppen hat,
verteilt werden. Daher werden in der Vorberechnung solche Module aus M und (8
geloscht und entsprechend der Parameter k£ angepasst. Mit Hilfe dieser Modifizie-
rungen von M ldsst sich die Gréfle dieser Menge auf den Parameter p beschrianken.
Die Funktion K ist wie folgt definiert:

K(z) = {x falls #S > p-c+ k
x', sonst
mit * = ({ma},{s1, .-, Sk1},0,7,8: S — {m1},6,0,¢, k)
und ' = (M', S, U, 1,5',0,p,c, k — (#A — #A")) mit

M ={m; | m; € M N\ 3u;; € U},

Vs e S:p'(s)={m; | m; € B(s) Am; € M'},

A" = {(si,m;) | (s5,m;) € AAm; € M'}.

Fiir die Instanz x* gilt, unabhéngig von der konkreten Eingabe x, dass
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solgsp(x*) = f alse, da k+1 viele Studierende/Modul-Kombinationen zu verteilen
sind, aber keine Ubungsgruppen existieren. Hieraus ergibt sich, dass alle k£ + 1
Studierende/Modul-Kombinationen unverteilt bleiben.

Der Beweis dieser Behauptung sieht wie folgt aus:

Es ist zu zeigen, dass gilt * ¢ SSP.

Direkter Beweis:

x* ist wie folgt definiert: x* = ({m1}, {s1, ..., sp1 }, 0,7, 8: S — {m1},9, k)
=VRCAxU: R=0,daU =0.
=VRCAXU:#R=0

Auf Grund der Belegung von 3 gilt, dass A = J, c¢{(si,m1)}

= H#A=#S
=H#A=k+1

Folglich gilt fiir alle R C Ax U : #R = #A— (k+1) und somit gilt #R < #A—k.

Es existiert daher keine Relation R C A x U mit #R > #A — k und folglich

gilt * ¢ SSP.

Laut der Definition |§| muss eine Kernelization folgende Aquivalenzbeziehung

erfiillen:

reQ e K()eq
Somit ist zu zeigen, dass gilt x € SSP < K(x) € SSP.
1. Direkter Beweis fiir x € SSP = K(z) € SSP:
Sei z € SSP.
=dJRCAXU:#R>#A— kAR ist fir SSP zuléssig.
Sei R C Ax U mit #R' > #A — k N\ R’ ist fiir SSP zuléssig.
= V(si,m;) € Aimy; ¢ M' = VYu, € U ((si5,m)),uy) ¢ R
= V((si,m;),u;) € R :mj € M’
= V((si,m;),uj) € R : (s;,m;) € A’
=3JRCA xU:#R>#A— kAR ist fir SSP zulissig.
Aus #R > #A — k folgt:
= #R>H#HA —k+ H#A— H#A
= #R > #A — (k- (#A - #A4))
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Somit gilt:
ARC A XU :#R>#A"— (k— (#A—#A")) A R ist zulissig fiir SSP
= a2’ € SSP
= K(x) € SSP (da K(z) = 2’ sonst wire #S > p- ¢+ k und folglich = ¢ SSP)
2. Indirekter Beweis fiir K (z) € SSP = x € SSP.
Sei x ¢ SSP.
Widerspruchsbeweis:
Sei K(z) € SSP.
= K(z) =2' AN K(z) € SSP (da fiir K(z) = z* gilt K(z) ¢ SSP)
= a2’ € SSP
=3JRC A XU :#R > #A — (k — (#A — #A")) A\ R ist zulissig fiir SSP
= ARC Ax U :#R>#A — (k — (#A — #A")) A R ist zulissig fiir SSP
(da A" C A)
= dRC AXU:#R>#A — kA R ist zulassig fiir SSP
= x € SSP

Dies fithrt zu einem Widerspruch der Beweisvoraussetzung, die besagt, dass
gilt ¢ SSP und somit gilt K (z) ¢ SSP.

Somit gilt x € SSP < K(x) € SSP.

Des Weiteren ist zu zeigen, dass die Lénge von K (x) ausschlieBlich von den Para-
metern k, p und ¢ abhéngt.

1. Fall: Sei K(x) = z*.
Somit gilt |K'(z)| = {ma}| + [{s1, ... sea | + 01 + 7] + 8] + |6] + [p| + |c| + [K]
€ 0(1)+0(k+1)+0(1) +O(1) + 02 - #5) + O(1)
+ O(1 + |c| + |k])
€EO0k+1)+O0((p-c+k+|c+|k|)
€eO((p+1)-c+k)

2. Fall: Sei K(x) = «'.
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Dann gilt |K(z)| = [M’| + |S] + [U] + 7| + |8 + 6] + [p] + |c|

+ |k — (#6 — #06)|
cOp+p-c+k)+p+2-p+#S-#M +3-p*+ |p| +|c|
+ [kl)

Olp+(p-c+k)+(p-ctk)-p+p°+Ip| + || + [k])
O((p-c+k)-(p+ 1)+ Ip| +[e| + |K])
O(((p+1)-c+k)-(p+1))

O((p+1)*- (c + k)

(

In beiden Fillen ist |K(x)| in O((p + 1)*- (¢ + k)). Somit kann mit Hilfe der Pa-
rametrisierung k(x) = p + ¢ + k die GréBe von |K(z)| auf O(k(x)?) beschrinkt
werden.

Es wurde gezeigt, dass K alle erforderlichen Eigenschaften fiir eine Kerneliza-
tion erfiillt. Da sich die exponentielle Laufzeit eines FPT-Algorithmus zu einer
Problem-Parameter-Kombination mit Hilfe der Parameter beschranken lasst gilt,
dass das Problem fiir kleine Werte der Parameter effizient 16sbar ist. Daher soll-
te eine gute Kernelization die Parameter eines Problems bei der Reduktion nicht
erhohen, dass heift, es sollte fiir K gelten k(K (z)) < k(x). Die Funktion K, die
in dieser Reduktion verwendet wurde, wird auf diese Eigenschaft untersucht.

Fiir z* gilt xk(z*) = k + ¢+ 0. Die beiden Parameter k und ¢ werden fiir * durch
die Funktion K nicht veréndert, jedoch wird der Parameter p auf 0 reduziert. Da
k() =k +c+ p gilt k(z*) < k(z).

Fiir o’ gilt k(2') = k — (#A — #A") + ¢+ p. Die Funktion K verdndert die beiden
Parameter ¢ und p nicht. Da A’ eine Teilmenge von A ist, gilt #A4 — #A" > 0.
Hieraus ergibt sich, dass k — (#A — #A’) < k ist und somit wird der Parameter k
fiir 2’ nicht erhoht. Es gilt somit x(z’) < k(x).

Aus den beiden Resultaten k(z*) < k(x) und k(z’) < k(z) folgt k(K (x)) < k(z).
Somit gilt, dass K die Eigenschaft k(K (z)) < k(z) erfiillt.

Ein Algorithmus, der mittels erschépfender Suche alle potenziellen Losungskandi-
daten durchlauft und diese beziiglich ihrer Zuléssigkeit priift, hat eine exponentielle
Laufzeit beziiglich der Eingabelédnge. Dieser Algorithmus ist ein FPT-Algorithmus
fiir SSP, da nach polynomieller Vorberechnung, die Eingabeldnge und somit auch
die Laufzeit ausschlieflich von den Parametern abhéngt.

Daher gilt, dass SSP mit den Parametern k,p und ¢ in FPT enthalten ist.

Nicht jede Kernelization ist gleich gut, denn je mehr das Problem auf seinen Kern
reduziert wird, desto besser ist sie. Eine gute Kernelization ist eine polynomielle
Kernelization, die wie folgt definiert ist [FGO06]:

Definition 7. Eine Kernelization K eines parametrisierten Problems (Q, k) tber
das Alphabet X ist polynomiell, falls ein Polynom p(X) € No[X] existiert, so dass
|K(x)| < p(k(x)) fir alle z € X*.
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Es wurde gezeigt, dass gilt |K(z)| € O(k(z)?). Da x(x)? mit x(z) ein Polynom ist,
gilt dass sich die Grofle von K (x) mittels einer polynomiellen Funktion von x(z)
beschrénken lésst.

4.3.2 FPT-Algorithmus

Im vorherigen Abschnitt wurde eine polynomielle Kernelization fiir SSP mit den
Parametern k,p und c¢ angegeben und folglich gilt, dass sich diese Problem-
Parameter-Kombination in der Komplexitétsklasse FPT befindet.

Die zugehorige Kernelization zeigte, dass ein entsprechender FPT-Algorithmus
existiert, der beispielsweise so aussehen konnte, dass der erste Teil dieses Al-
gorithmus aus der polynomiellen Vorberechnung besteht und anschliefend die
erschopfende Suche angewendet wird. Dies bedeutet, falls #S > p - ¢+ k, dann
liefert der Algorithmus false zuriick, ansonsten startet die erschopfende Suche mit
der modifizierten Instanz x’.

Zu jeder Ubungsgruppe u;; existiert eine Menge B;; C S, die alle Studierende
enthélt, die das Modul m,; wihlten und bisher noch keiner Ubungsgruppe von m;
zugeteilt wurden, sowie an den Terminen der Ubungsgruppe u;; noch nicht ander-
weitig verplant sind. Somit gilt, dass die Studierenden, die der Ubungsgruppe Usj
zugewiesen werden, eine Teilmenge von B;; bilden, deren Kardinalitit maximal
7(u;;) betrégt. Der Algorithmus probiert alle solche Teilmengen von B;; aus, das
heifit maximal 2#° viele verschiedene Teilmengen existieren, die der Ubungsgrup-
pe u;; zugewiesen werden kénnen. Die nachfolgende Abbildung stellt alle Pfade
der erschépfenden Suche dar, somit ist ein Pfad vom Wurzelknoten bis zu einem
Blatt eine mogliche Relation fiir SSP. In der Abbildung 4.2. existieren z viele ver-
schiedene Teilmengen von Byi(Bii1, ..., Biig), zur Ubungsgruppe u1o gibt es y viele
Teilmengen von By und B,; hat z viele verschiedene Teilmengen.

ﬂ\

By By - Bt
Byay Byzz w. Bizy By Byzz .. Byay Byay Bizz .. By,

e B w1 B\.-_'z e Bv_'z

Abbildung 4.2. Suchbaum fiir erschopfende Suche des Problemkerns

Der resultierende Suchbaum hat eine Tiefe von p und jeder Knoten hat ma-
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ximal 2#5 viele Nachfolger. Dies bedeutet, dass in O((2#%)P) = O(2#9P7) ei-
ne erschopfende Suche moglich ist. Die zu untersuchende Problem-Parameter-
Kombination enthélt als Parameter k,p und ¢ und somit darf der exponentielle
Teil der Laufzeit nur von diesen Parametern abhéngen.

Der Algorithmus priift zuerst in Polynomialzeit, ob #S > p- ¢+ k und falls dem
so ist, gibt der Algorithmus false zuriick. Andernfalls wird die erschopfende Suche
mit dem, in Polynomialzeit erstellten, Problemkern gestartet. Das Durchlaufen des
Losungsraumes kann in O(2#57) und somit auch in O(2P¢**)?) erfolgen. Da jede
potenzielle Losung in polynomieller Zeit auf ihre Zuléssigkeit gepriift werden kann,
gilt, dass ein Polynom b existiert, so dass die Laufzeit des Algorithmus fiir SSP
in O(27P<tk) . p(n)) liegt und somit dieser Algorithmus ein FPT-Algorithmus ist.
Nachfolgend wird der soeben beschriebene Algorithmus als rekursiver Algorithmus
angegeben:

Algorithmus 4.7. SSP mit den Parametern k, p, ¢

Eingabe: x = (M, S, U, 1,3,d,k, R, 1) //R : Liste mit aktuellem Pfad
Ausgabe: y

//Sei uj € U mit o' (uy) =
1) if i =1A#5 > (3_,,ev 7(uj)) + k then return false;
2) endif;
3) Subsets := getStudentSubsets®(u;, R, 7(u;));
4) if i = #U then
5) foreach subset € Subsets do
6) if get AmountO fUnassignedStudents(R, subset) < k then
7) return true;
) endif;

)

0

endfor;

(
(
(
(
(
(
(
(8
(9
(10) else
(
(
(
(
(
(
(

)
11)  foreach subset € Subsets do
12) if SSP(M,S,U,T,p5,6,k, R.set(i, subset),i + 1) = true then
13) return true;
14) endif’;
15)  endfor;
16) endif;
)

17) return false;
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! Die Funktion a: U — {1,...,#U} weist jeder Ubungsgruppe u;; € U eine ein-
deutige Zahl zu, so dass gilt a(ui1) = 1, a(u12) = 2, ...a(uy;) = p, wobei v = #M
und j die Anzahl der Ubungsgruppen des Moduls m,, ist.

? Die Funktion getStudentSubsets(uji, R, 7(u;;)) bestimmt die Menge aller Stu-
dierenden, die m; wahlten, in R noch nicht beziiglich m; verteilt wurden und die
noch keine andere Ubungsgruppe in R zugeteilt bekamen, die sich zeitlich mit Ujy
iberschneidet. Aus dieser Studierendenmenge Bj; werden alle méglichen Teilmen-
gen erzeugt, die nicht mehr als 7(u;;) viele Elemente enthalten und anschlieflend
zuriickgeliefert.

3 Die Methode getAmountOfUnassignedStudents(R, subset) bestimmt die Anzahl
der Studierenden/Modul-Kombinationen, die in R und wu,; nicht verteilt werden
konnten. Die Menge der Kombinationen (A) kann in O(#S - # M) erstellt werden.
Anschlieend werden alle diese Elemente durchlaufen und gepriift, ob sie in R ent-
halten sind. Somit gibt es maximal #S - #M viele Schleifendurchlaufe, in denen
diese Priifung stattfindet. Da R maximal p—1 viele Mengen von Studierenden bein-
haltet, befinden sich in R nicht mehr als p-#S bzw. p-(p-c+k) viele Elemente. Die
Priifung, ob eine Studierende/Modul-Kombination in R enthalten ist, kann somit
in O(p- (p-c+k)) erfolgen. Demnach gilt, dass sich die Laufzeit dieser Methode in
der Ordnungsklasse O(#S-#M -p-(p-c+k)) und somit in O((p-c+k)?-p?) befindet.

Laufzeitanalyse:

Die Funktion getStudentSubsets aus Zeile (3) liefert maximal 2#° viele Teilmen-
gen und somit ist die Laufzeit dieser Funktion in O(2#%). Da laut nicht-erfiillter
if-Bedingung gilt, dass #5 < p - c + k, folgt daraus, dass getStudentSubsets in
O(2r<+h) liegt.,

Im if-Rumpf ab Zeile (5), sowie im else-Rumpf in Zeile (11), durchliuft die
foreach-Schleife alle Teilnehmer aus Subsets und daher gibt es maximal 27<tF
viele Durchléufe.

Die Funktion getAmountOfUnassignedStudents(R, subset) aus Zeile (6) bestimmt
die Anzahl nicht-verteilter Studierender/Modul-Kombinationen in O((p-c+k)?-p?).
Fiir jeden Rumpf der foreach-Schleife aus Zeile (11) gilt, dass der rekursive Al-
gorithmus fiir SSP erneut aufgerufen wird, wobei ¢ um eins erhoht wird. Fiir die
Laufzeitanalyse des Algorithmus fiir SSP wird eine Funktion Lgsp angegeben, die
neben den Eingabedaten fiir den Algorithmus, die Parameter p und ¢ beinhaltet.

LSSP(M7S7 U,T,/B,(s,k,R,i,p,C)
O2Petk . Losp(M,S,U,7,8,8,k, Ri+1,p,c)), wenn1<i<p

O@2r<tr . (p-c+ k)% p?), sonst

Da der erste Aufruf dieses Algorithmus mit ¢ = 1 startet und der letzte mit i = #U
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endet, wird diese Methode p — 1 mal in Zeile (12) aufgerufen und anschlielend mit
i = p der if-Rumpf ab Zeile (5) ausgefiihrt.

Somit befindet sich die Laufzeit des Algorithmus fiir SSP in der Ordnungsklas-
se O(20Petk) . (p. ¢+ k)% - p?) und daher auch in O(25®)° . b(n)), wobei b ein
Polynom ist und n die Eingabeldnge. Da der exponentielle Teil der Laufzeit aus-
schlielich von x(z) abhéngt, ist dieser Algorithmus ein FPT-Algorithmus fir das
parametrisierte SSP mit den Parametern k,p und c.

Dies gilt unter der Annahme, dass dieser Algorithmus korrekt ist, das heifit, dass
er genau dann true zuriickliefert, wenn fiir die eingegebene Instanz x gilt, dass x €
SSP. Nachfolgend wird die Korrektheit dieses Algorithmus bewiesen.

Korrektheitsbeweis:

Es ist zu zeigen, dass folgende Aquivalenzbeziehung gilt:

(M, S,U,T,5,0,k) € SSP & fssp(M,S,U,T,8,0,k,(),1) = true
Beweis:

1. Es ist zu zeigen, dass gilt:

(M,S,U,T,5,6,k) € SSP = fssp(M,S,U,T,3,9,k,(),1) = true

Beweis:

Sei (M, S,U,t,8,0,k) € SSP

= es existiert eine Relation R C Ax U mit #R > #A—k, die alle Bedingungen
des SSP erfiillt.

Sei Ma(uy,) = {50 | ((Sa: M), upe) € R} fiir uy. € U.

Es wird gezeigt: My(y,,) € getStudentSubsets(upe, (M, ..., Maqu,)—1), T (Usc)).

Es gilt m, € B(s.), da R zuléssig ist und daher die erste Bedingung des SSP
erfiillt wird. Des Weiteren gilt, dass #Mqa(y,,) < 7(use), da R ansonsten gegen
die zweite Bedingung des SSP verstofit. Falls ein Studierender aus M; bisher
schon an den Terminen von uy. verplant worden wére, dann wiirde ein Termin-
konflikt entstehen und R wiirde gegen Bedingung 3 des SSP verstoflen. Somit
gilt fiir alle u,. € U, dass die Menge My(y,,) = {5a | ((Sa:mp), upe) € R} in
getStudent Subsets(uye, (M, ..., Ma(u,.)-1), T(Use)) enthalten ist.

Upe

Falls get AmountO fUnassignedStudents((M, ..., M,_1), M,) > k, dann gilt
laut Funktionsdefinition #R < #A — k und somit gébe es ein Widerspruch zu
#R > #HA— k.

Demnach gilt:
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get AmountO fUnassignedStudents((My, ..., My—1), M) < k

Fir fosp(M,S,U,1,5,0,k, (M, ..., M,_1),p) gilt, dass neben der if-Bedingung
aus Zeile (4) (i = #U), auch die if-Bedingung aus Zeile (6) fiir

M, € getStudentSubsets(u,;, (M, ..., Mp_1), T(uy;)) mit a(u,;) = p erfiillt
wird.

Somit gilt: fesp(M,S,U,T,5,0,k, (M, ..., M,_1),p) = true.

Fir fesp(M,S,U, T, 8,0, k, (M, ..., My_s),p — 1) = true gilt, dass zwar die if-
Bedingung aus Zeile (4) nicht erfiillt wird (denn ¢ < #U), aber die if-Bedingung
aus Zeile (12) fiir M,y € getStudentSubsets(uysg, (M, ..., My—2), T(uys,)) mit
a(uypg) = p — 1 erfiillt wird.

Demnach gilt: fssp(M,S,U, T, 5,0, k, (M, ..., M, 5),p— 1) = true.

Fir fssp(M,S,U,1,B,0,k, (M,...,M,_3),p — 2) = true gilt, dass die if-
Bedingung aus Zeile (4) nicht erfillt wird (denn i < #U), aber die if-Bedingung
aus Zeile (12) fiir M, o € getStudentSubsets(uj;, (M, ..., M,_3), 7(u;)) mit
a(uj) = p — 2 erfiillt wird.

Es wurde gezeigt: fssp(M,S,U,T,B,6,k, (M, ..., M,_3),p — 2) = true.

Fir 1 < i < p — 3 kann analog gezeigt werden, dass fiir die Berechnung von
fssp(M, S, U, 1,3,6,k, (M, ..., M;_1),1) die Zeile (13) aufgefiithrt wird und so-
mit gilt fesp(M,S,U, T, 5,0, k, (M, ..., M;_1),i) = true.

Demnach gilt ebenfalls fssp(M, S, U, T, 3,6k, (), 1) = true.

2. Es ist zu zeigen, dass gilt:

fssp(M, S, U, T,5,0,k,(),1) = true = (M, S, U, ,3,6,k) € SSP

Bewelis:
Sei fSSP<M7 S7 U7 7-757 57k7 ()7 1) = true.

Angenommen #5 > (32, ey 7(u;0)) + k, dann wird die if-Bedingung aus Zeile
(1) erfiillt und es wiirde gelten fssp(M,S,U,T,[3,9,¢,(),1) = false. Da dies
ein Widerspruch zur Voraussetzung ist, gilt #5 < (3, o 7(uj)) + k.

1. Fall :p=1
Dann gilt U = {uy1}.

Aus fssp(M,S,U,7,8,0,k,(),1) = true und 1 = #U folgt, dass die Zeile
(7) ausgefiihrt wird.

Demnach gilt: Ja; € getStudentSubsets(uyy, (), T(u11)) :
get AmountO fUnassignedStudents((),a,) < k
Sei R = {((si,m1),u11)|s; € a1}, dann gilt #R > #A — k.
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Auf Grund der Definition von get AmountO fUnassignedStudents gilt fiir
alle s; € ay, dass my € 5(s;). Somit gilt R C A x U.
Nachfolgend wird gepriift, ob R alle vier Bedingungen des SSP erfiillt.

i. 1. Bedingung: V((s;, m;), Up) € R : j = m.
Direkter Beweis:

Laut der obigen Zuordnung von R gilt fiir alle ((s;,m;), um) € R, dass
mj = my und Uy, = uq;. Somit wird die erste Bedingung des SSP erfiillt.

ii. 2. Bedingung: Yu;; € U : #{si|s; € S A ((s1,m;), wi;) € R} < 7(uy5)
Direkter Beweis:
#{si|s1 € S A ((s1,m1),u11) € R} = #a4

Da a; € getStudentSubsets(uy, (), 7(u11)) gilt #a; < 7(uq1), woraus
folgt #{sils1 € S A ((s1,m1),u11) € R} < 7(uyp). Somit wird die zweite
Bedingung fiir uy; erfiillt. Da U = {u;} wird diese Bedingung fiir alle
Elemente aus U erfiillt.

iii. 3. Bedingung;:
V((si,ma), Uep), ((8i,mg), ugn) € R:mg # mg = 6(Uep, ugn) =0
Direkter Beweis:

Da U = {uy;} wird diese Bedingung erfiillt.

iv. 4. Bedingung: Y((s;, ma), tey), ((Si, ma), Ugn) € R : Uy = ugp
Direkter Beweis:

Da U = {uy;} wird diese Bedingung erfiillt.

Demnach existiert eine Relation R C A x U mit #R > #A — k, welche alle
vier Bedingungen des SSP erfiillt. Folglich gilt (M, S, U, , 3,4d,k) € SSP.

2. Fall 1 p>1

e Dai=1und #U = p gilt i # #U, somit wird der else-Fall ab Zeile (10)
ausgefiihrt.
Angenommen fiir alle a; € getStudentSubsets(uq, (), 7(u11)) gilt
fssp(M,S,U,T,,6,k,(a1),2) = false, dann wird Zeile (13) nie aus-
gefiihrt und es gilt fssp(M,S,U,T,3,0,k,(),1) = false.
Dies ist ein Widerspruch, daher gilt:
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day € getStudentSubsets(uiy, (), T(u11)) :
fSSP(M7 57 U7 o, T, /87 57 ka (a1)7 2) = lrue.

e i = 2: Bei der Berechnung von fssp(M, S, U, o, T, 3,6, k, (ay),2) wird fiir
p > 2 wieder der else-Fall ab Zeile (10) aufgefiihrt und da
fssp(M,S,U,c, 1, 3,6, k, (a1),2) = true, muss die Zeile (13) erreicht wer-
den. Somit gilt: Jay € getStudentSubsets(uer, (ar), T(Uef))
fssp(M, S, U, o, 1,8,0,k, (a1,a2),3) = true mit a(u.p) = 2.

e Das kann bis ¢ = p — 1 wiederholt werden. Somit gilt fiir die Berechnung
von fssp(M,S,U,a,1,0,0,k, (a1, ..., ap—2),p — 1):
Jda,—1 € getStudentSubsets(Upg, (a1, ..., ap—2), T(Upg)) :
fssp(M, S, U,a, 7, 8,0, k, (a1, ...,ap—1),p) = true mit a(uy,) =p — 1.

e (=p:Da fosp(M,S,U,a,7,5,0,k, (ay,...,ap-1),p) = true und i = p =
#U wird die Zeile (7) ausgefithrt, woraus folgt
get AmountO fUnassignedStudents((aq, ..., ap—1), ap) < k

Sei R = U, co{((si,m;), uji)lsi € aagu;}-

Da #U = p enhilt R alle Studierendenverteilungen von (ay, ..., a,) und
somit folgt aus get AmountO fUnassignedStudents((ay, ..., ap—1),a,) < k,
dass gilt #R > #A — k.

Fiir alle ((s;,m;), u;) € R gilt laut obiger Zuordnung, dass s; € dqa(y,) und
somit auch, dass s; € getStudentSubsets(uji, (ay, ..., Gaguy)), T(Uj1))-

Auf Grund der Definition von getStudentSubsets gilt fiir alle s € a;, dass
m; € B(s). Somit gilt m; € B(s;), woraus folgt (s;,m;) € A. Da die Ubungs-
gruppenmenge U der Definitionsmenge der Funktion « entspricht, gilt

uj; € U. Demnach gilt R C A x U.
Es ist zu zeigen, dass R alle vier Bedingungen des SSP erfiillt.

i. 1. Bedingung: es ist zu zeigen, dass gilt: V((s,, my), ty:) € Ry =w

Laut obiger Zuordnung von R wird diese Bedingung erfiillt.

ii. 2. Bedingung: es ist zu zeigen, dass gilt:
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Vuy € U #{si|si € SN ((si,m),uj) € R} < 7(uj)

Widerspruchsbeweis:

Angenommen R verstolt gegen die zweite Bedingung des SSP.
= Juj € U : #{si|si € SN ((si,m;),ujr) € R} > 7(uj)
= Juj € U : #{si|s; € aa(uﬂ)} > 7(uj)
= Juy € U : #aa(uy) > T(uj)
= Jaa(u,) € getStudentSubsets(ujy, (a1, ..., a(uy)-1), T(Uj1)) :
#aa() > 7(U)

Dies widerspricht der Definition von getStudentSubsets und daher gilt,
dass R die zweite Bedingung des SSP erfiillt.

iii. 3. Bedingung: es ist zu zeigen, dass gilt:

V((si, ), win), ((si,mye), wjr) € Rzmy 7 myr = 6(uji, uywr) = 0
Widerspruchsbeweis:
Angenommen R erfiillt die dritte Bedingung des SSP nicht.

= (i, mg), wn), ((si, my ), ujr) € Rz 7 mge Ao (uje, ujr) = 1

= 8; € Qa(uy) N Si € Qauyy) N S(ujp,ujp) =1

= s; € getStudentSubsets(uj, R, T(u;))A

s; € getStudentSubsets(ujy, R, m(ujy)) A o(uj, ujn) =1

oBdA gilt: a(u;;) < a(ujy).
Da a(u;;) < a(ujy) wurde s; der Ubung uj in R’ bereits vor dem Aufruf
von getStudentSubsets(ujy, R, T(ujy)) zugeteilt.
In getStudentSubsets(ujy, R, 7(u;p)) ist somit s; enthalten, obwohl
s; bereits einer anderen Ubung zugeteilt wurde, die sich mit ujnp ter-
minlich iiberschneidet. Dies widerspricht der Funktionsdefinition von

getStudentSubsets(ujy, R, 7(u;)) und somit wird die dritte Bedin-
gung des SSP erfiillt.

iv. 4. Bedingung: es ist zu zeigen, dass gilt:

Va; € A : V(ai,ukl), (ai,umf) ER:uy= Um f
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Widerspruchsbeweis:

Angenommen R erfiillt die vierte Bedingung des SSP nicht.
= Ja; € A Ias, up), (@i, Umys) € R Upy # Uy
Sei a; = (84, Me).

= 3((8q,me), wk), ((Sa, Me), Ump) € R Uy # Uy

= 3((5a, Mme), Uer), ((Sd, M), Uep) € R 2 Uep 7 Uey
(laut Bedingung (1) des SSP)

= 54 € getStudent Subsets(ue, R, T(te))A

sa € getStudentSubsets(uep, B, T(Uef)) A Uey 7 Uey

oBdA gilt: a(ue) < a(uer).

Da a(ue) < afues) wurde sq der Ubung u. in R’ bereits zugewiesen
bevor getStudentSubsets(u.ys, R, T(u.yr)) aufgerufen wurde. Der Studie-
rende sq ist in getStudentSubsets(u.ys, R', T(u.r)) enthalten, obwohl er
bereits einer anderen Ubung von m, zugeteilt wurde. Dies widerspricht
der Definition von getStudentSubsets(ucs, R, 7(ues)) und daher wird
die vierte Bedingung des SSP erfiillt.

Es existiert somit eine Relation R C A x U mit #R > #A — k, welche alle
Bedingungen des SSP erfiillt.

Demnach gilt: (M, S,U,1,5,0,k) € SSP.

Es wurde gezeigt, dass der FPT-Algorithmus fiir das parametrisierte SSP mit den
Parametern k, p und c korrekt ist und somit gilt, wie auch mittel der Kernelization
gezeigt wurde, dass sich das SSP mit den Parametern k, p und c¢ in der parametri-
sierten Komplexititsklasse F'/PT befindet.

Diese Komplexitéatsklasse enthélt alle Problem-Parameter-Kombinationen fiir die
gilt, dass das Problem effizient 16sbar ist, wenn die Parameter einen kleinen Wert
erhalten. Das SSP ist somit einfach zu losen, falls die Parameter k,p und ¢ in
der Regel einen kleinen Wert haben. Die Eingabedaten des SSP lassen sich alle
auf die Parameter k,p und ¢ beschranken und somit gilt, dass die Eingabelinge
klein ist, wenn die Parameter einen kleinen Wert haben. In diesem Fall ist die Pa-
rametrisierung nicht hilfreich, da ein NP-vollstindiges Problem mit einer kleinen
Eingabelénge effizient 16sbar ist. Je weniger Parameter eine Problem-Parameter-
Kombination enthélt und desto kleiner die Parameter gewthnlich sind, desto besser
ist die Parametrisierung. Zur Verbesserung der Parametrisierung wird im folgen-
den Abschnitt auf den Parameter p verzichtet und analysiert, ob sich die Problem-
Parameter-Kombination mit x(z) = k + ¢ ebenfalls in FPT befindet.
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4.4 Parameter k, c

Bisher wurde gezeigt, dass das parametrisierte SSP mit den Parametern k, p und
cin FPT ist. Eine Parametrisung ist hilfreicher, wenn sie wenig Parameter enthélt
und diese in der Regel einen kleinen Wert zugewiesen bekommen. Der Parameter p
hat normalerweise einen grofleren Wert als die Parameter k£ und ¢ und daher wird in
dem zu untersuchenden parametrisierten SSP auf den Parameter p verzichtet und
somit bleiben als Parameter k£ und c. Falls diese Problem-Parameter-Kombination
ebenfalls in FPT ist, dann existiert ein Algorithmus fiir SSP dessen exponentieller
Teil der Laufzeit nicht von p abhéngt und somit wire dieses Resultat besser als
die Erkenntnis der fized-parameter tractability der vorherigen Problem-Parameter-
Kombination, die zusétzlich p als Parameter enthélt.

In Kapitel Komplexitét 3] wurde mit Hilfe einer Polynomialzeit-Many-one-Reduktion
von 3-SAT auf SSP gezeigt, dass SSP ein NP-vollstindiges Problem ist. In dieser
Reduktion wurde £ = 0 und ¢ = 3 gesetzt und somit gilt die NP-Vollstindigkeit
fiir SSP, sogar fiir konstante Werte dieser Parameter. Falls SSP mit den Para-
metern k£ und ¢ in FPT ist, existiert ein FPT-Algorithmus, dessen Laufzeit in
O(f(k,c)-b(n)) mit einem Polynom b und der Eingabelidnge n ist. Dies bedeutet,
dass fiir das Teilproblem SSP mit konstantem k£ = 0 und ¢ = 3 die Funktion f(k, ¢)
gleich f(0,3) ist und somit einen konstanten Wert liefert. Dieses Teilproblem ist
somit in polynomieller Zeit 16sbar. Dies widerspricht der Polynomialzeit-Many-
one-Reduktion von 3-SAT auf SSP, da auf dieses Teilproblem reduziert wird und
somit die NP-Vollstindigkeit gilt. Auf Grund dieses Widerspruchs ist SSP mit den
Parametern k£ und c¢ nicht in der Komplexitatsklasse FPT.

Korollar 2. SSP € para-NP.

Beweis. In Folge des Satzes [FGO6] gilt, dass sich das parametrisierte SSP mit
einer beliebigen Parametrisierung in der Komplexitétsklasse para-NP befindet.

Satz 4.2. Sei () ein Problem, welches nicht parametrisiert ist. Falls () € NP,
dann folgt daraus (Q, k) € para-NP, fir jede Parametrisierung k.

Demnach gilt, dass die Komplexitatsklasse para-NP unter anderem das para-
metrisierte SSP mit der Parametrisierung x(z) = k + ¢ enthélt.

I Korollar 3. Das SSP mit den Parametern k und c ist para-NP-vollstindig.

Beweis. Zum Nachweis der para-NP-Vollstindigkeit des parametrisierten SSP mit
den Parametern k£ und ¢ wird der kommende Satz angewendet [FG06]. Da dieser
Satz den Begriff Slices verwendet, wird zuvor die zugehdrige Definition |8 angege-

ben [MSTV12].
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Definition 8. Slice

Der k. Slice eines parametrisierten Problems (Q, k) ist die Menge

(@Q k) ={z = Q| w(z) =k}

Satz 4.3. Sei (QQ,k) ein nichttriviales parametrisiertes Problem in para-NP.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1.(Q, k) st para-NP-vollstindig unter FPT-Reduktionen.

2. Die Vereinigung von endlich wvielen Slices von (Q, k) ist NP-vollstindig.
Das heiftt, es gibt l,my,....,my € N, so dass (Q,K)m, U ... U (Q, K)m, unter
Polynomialzeit-Many-one- Reduktionen NP-vollstindig ist.

Es gilt somit, dass eine Problem-Parameter-Kombination (Q, k) genau dann

para-NP vollstindig ist, wenn eine Menge von Werten fiir den Parameter existiert,
so dass die Vereinigung der Instanzen von (), deren Parameter einen Wert dieser
Menge hat, NP-vollstindig ist.
Sei die Menge der Wert (z) gleich {3}. Die Vereinigung der SSP-Instanzen fiir
die gilt k(z) = k + ¢ = 3 enthélt unter anderem die SSP-Instanzen mit k£ = 0 und
c = 3, fiir die bereits die NP-Vollstindigkeit gezeigt wurde. In Folge dessen gilt,
dass die Vereinigung der SSP-Instanzen mit k+c = 3 unter Polynomialzeit-Many-
one-Reduktion NP-vollstindig ist und folglich gilt die para-NP-Vollstindigkeit fiir
das parametrisierte SSP mit dem Parameter k + c.

4.5 Parameter k,c,u,t

I Korollar 4. Das SSP mit den Parametern k,c,u und t ist para-NP-vollstindig.

Beweis. In der SSP-Instanz, welche aus der Polynomialzeit-Many-one-Reduktion
von 3-SAT auf SSP entstanden ist, hat jedes Modul genau zwei Ubungsgruppen,
unabhéngig von der konkreten SSP-Instanz. Des Weiteren hat keine Ubungsgrup-
pe der erzeugten Instanz mehr als 3 Termine und somit ist bei der Reduktion der
Wert fiir ¢ ebenfalls fest. Dies bedeutet, dass SSP nicht nur mit festen Werten fiir
k und ¢ NP-vollstindig ist, sondern das SSP sogar mit festen Werten fiir &, c,u
und t NP-vollstindig ist.

Die Menge der SSP-Instanzen mit k + ¢+ u + ¢ = 8 beinhaltet unter anderem die
SSP-Instanzen mit k = 0, ¢ = 3, u = 2 und ¢ = 3 fiir die bereits die NP-Vollstindig-
keit bewiesen wurde. Auf Grund dieses Beweises gilt die NP-Vollstindigkeit fir die
Vereinigung der SSP-Instanzen mit x(x) = k+c+wu+t = 8 unter Polynomialzeit-
Many-one-Reduktion. Folglich gilt die para-NP-Vollstindigkeit fiir das parametri-
sierte SSP mit der Parametrisierung x(x) = k 4+ ¢+ u + t.
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Korollar 5. Sei (Q, k) ein parametrisiertes Problem mit Q € NP und seien
M und N jeweils eine nicht-leere Menge von Fingabedaten von @), die als Wert
eine natirliche Zahl haben, mit N C M. Falls k(x) = 3_ ), p und (Q, k) para-
NP-vollstindig ist, dann gilt die para-NP-Vollstindigkeit ebenfalls fir alle (Q, v)

mit v(x) = ZpeNp.

Beweis.
1. Da Q € NP gilt (Q,v) € para-NP (laut Satz [1.2).
2. Laut Voraussetzung gilt: (Q, k) ist para-NP-vollstindig.
= es existiert eine endliche Menge W C N so dass die Vereinigung aller In-

stanzen von @ mit k(x) € W NP-vollstindig ist.

= es existiert mindestens ein NP-vollstindiges Teilproblem @)’ von () mit
konstantem Parameter x(x) € W.
Sei Q' ein NP-vollstindiges Teilproblem von () mit konstantem Parameter
k(x) € W.
= fiir alle Instanzen x* von Q' gilt: Jw;, € W : k(2*) = w;.
= fiir alle Instanzen x* von Q' gilt: Jw, € W : ZpeMp = wy.
= fiir alle Instanzen x* von Q' gilt: Jw, € W : ZpeNp =w; — ZPGM\N.
Sei Q" ein Teilproblem von () mit einem konstantem Parameter
v(x) =w — ZpeM\N
= fiir alle Instanzen x* von Q' gilt: z* ist eine Instanz von Q”.
= Q" ist ein NP-vollstindiges Teilproblem von ) mit konstantem Parame-
ter v(z) € W mit W" = {w; — > c\n v}
= es existiert eine endliche Menge W” C N| so dass die Vereinigung aller
Instanzen von @ mit konstantem Parameter v(x) € W NP-vollstindig
ist.
= (Q,v) ist para-NP-vollstindig.
Es wurde gezeigt, dass (Q, k) mit x(x) = k+c+u—+t para-NP-vollstindig ist und
auf Grund des Korollars 5| gilt die para-NP-Vollstandigkeit ebenfalls fiir alle (Q, v)
mit v(z) = > ypund N C {k, c,u,t}. Demnach gilt, dass alle parametrisierten

SSP, deren Parameter eine Teilmenge von {k,c,u,t} sind, para-NP-vollstindig
sind.
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4.6 Parameter p

In Kapitel [4.3 wurde gezeigt, dass sich das parametrisierte SSP mit den Paramtern
k,p und ¢ in der Komplexititsklasse FPT befindet. Es wird versucht diese Para-
metrisierung um mindestens einen Parameter zu reduzieren, ohne die Eigenschaft
der fized-parameter tractability zu verletzen. Falls dies gelingt, wére die neue Para-
metrisierung besser, da der exponentielle Teil der Laufzeit eines zugehorigen FPT
Algorithmus von weniger Parametern abhéngt. Im vorherigen Abschnitt wurde
das parametrisierte SSP unter anderem mit den Parametern k£ und ¢ untersucht
mit dem Ergebnis, dass diese Problem-Parameter-Kombination nicht in FPT liegt,
sondern para-NP-vollstindig ist.

Der eliminierte Parameter p wird in diesem Kapitel betrachtet, indem das parame-
trisierte SSP mit dem Parameter p untersucht wird. Dieser Parameter repréasentiert
die Anzahl der Ubungsgruppen, die es insgesamt gibt. In der Regel ist dieser Wert
nicht sehr klein, aber wenn diese Problem-Parameter-Kombination in FPT sein
sollte, dann wire dies eine bessere Erkenntnis als die fized-parameter tractability
von SSP mit den Parametern p, k und c.

Lemma 4.4. Das SSP mit dem Parameter p ist in FPT.

Beweis. Es gibt viele verschiedene Entwurfsmuster zum Erstellen eines FPT Algo-
rithmus. Eine dieser Varianten baut auf einem Integer Linearen Programm (ILP)
auf. Der Grundstein fiir diese Idee liefert ein Resultat von Hendrik W. Lenstra.
Es besagt, dass ILP mit einer konstanten Anzahl von Variablen in linearer Zeit
gelost werden konnen [Len83]. Das Resultat basiert auf dem Integer Lineare Pro-
gramming Feasibility Problem und daher wird dieses zuerst definiert bevor néher
auf das Ergebnis von Lenstra eingegangen wird.

Definition 9. Integer Linear Programming Feasibility (ILPF)

Instanz: Eine Matriz W™ und ein Vektor b € Z™
Frage:  Existiert eine Belegung der Variablen, die alle Ungleichungen des Integer
Linearen Programms erfillt?

Ein ILP besteht aus einer Menge von Ungleichungen, die linke Seite wird als
Matrix dargestellt und die rechte Seite der Ungleichungen als Vektor. Somit re-
préasentieren die Matrix W und der Vektor b ein ILP mit m Ungleichungen und n
Variablen.

Wird diesem Problem ein ILP fiir SSP iibergeben, so gilt, dass die Frage des ILPF
genau dann mit waehr beantwortet wird, wenn die Frage des SSP ebenfalls wahr
ist.

Lenstra hat im Jahr 1983 einen Algorithmus fiir das ILPF publiziert, der bei ei-
ner festen Anzahl von Variablen dieses Problem in linearer Zeit 16st. Somit gilt
folgender Satz [Ros11]:
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Satz 4.5. Das ILPF mit dem Parameter k, welches die Anzahl der Variablen
reprdsentiert, ist in FPT.

Falls ein ILP fiir SSP existiert, dessen Anzahl von Variablen ausschliefilich von
dem Parameter p abhéngt, dann gilt laut Satz [4.5] dass ein FPT-Algorithmus fiir
das parametrisierte SSP mit dem Parameter p existiert. Daher wird in diesem Ab-
schnitt ein ILP fiir SSP entworfen. Hierfiir sind vorab Einfiihrungen von weiteren
Variablen notwendig:

Sei U ={uy; |1 <i <H#MANj—1=max{q|w,€U}}

k, wenn u;; € U*
Vuy,; e U"UU 1 ¢ =
Y Y 7(w;j), sonst (u;; € U)

Vui; € U Vu,g € (UUUY) = wyy # trg = 0(ij, trg) = 0.
L g P(UU U*)\{l | l e P(UU U*) A Eluir,ujs el: (uir 7é Ujs/\
(0(uir, ujs) = 1Vi=7j))}

Vi € L: z; = Die Anzahl der Studierenden, die den Ubungsgruppen aus ! zuge-

wiesen werden konnen.

Die Menge U* enthélt fiir jedes Modul eine zusitzliche Ubungsgruppe, die sich
zeitlich mit keiner anderen Ubungsgruppe iiberschneidet. Eine Ubungsgruppe U
aus U* beinhaltet alle Studierenden, die keiner Ubungsgruppe aus U des gew#hl-
ten Moduls m; konfliktfrei zugeordnet werden koénnen. Laut der Definition des
SSP diirfen maximal k Studierende/Modul-Kombinationen unverteilt bleiben, da-
her hat jede Ubungsgruppe aus U* die Kapazitit k. Neben der Menge U* wird
eine weitere Menge, namens L, eingefiihrt. Diese Menge enthélt Teilmengen von
U U U*. Fiir jede dieser Teilmengen gilt, dass deren Ubungsgruppen sich zeitlich
nicht iiberschneiden und sie maximal eine Ubungsgruppe pro Modul enthalten.
Zu jeder Teilmenge [ aus L existiert eine Variable x;, deren Wert die Anzahl der
Studierenden angibt, die den Ubungsgruppen dieser Teilmenge zugeordnet werden
konnen. Die Variablen {x;|l € L} entsprechen den Variablen des ILP fiir das SSP,
welches nachfolgend angegeben wird:

ILP:

(1) ‘v’uij ceUUU*: Zle{f|f€L/\uij€f} x S Cij
(2) VD C M : Zle{g\QELA{mj\ujfEQ}:D} x> #{si | si € SN B(s;) = D}

(3) 2iep - #UNU*) <k
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Das SSP beinhaltet vier Bedingungen, die eine zuléssige Losung einzuhalten hat.
Zum Nachweis der Korrektheit eines ILP muss gezeigt werden, dass genau dann ei-
ne Belegung der Variablen existiert, so dass die Ungleichungen erfiillt werden, wenn
es eine zuldssige Relation fiir SSP gibt. Wird eine Relation R fiir das SSP erzeugt,
indem in R zu jedem ! € L maximal viele Studierenden/Modul-Kombinationen
den Ubungen aus [ zugeordnet werden (hochsten z; viele), dann ist sicher zu
stellen, dass R alle vier Bedingungen des SSP erfiillt und #R > #A — k ist.
Bei der Erstellung der Relation ist zu beachten, dass nur Studierende/Modul-
Kombinationen einer Ubungsgruppe zugeordnet werden, die Bedingung (1) des
SSP erfiillen (V((s;,m;),usy) € R:j = f). Damit die erstellte Relation R fiir das
SSP zuléssig ist, existieren die Bedingungen (1), (2) und (3) des ILP. Im Folgenden
wird jede Bedingung des ILP néher erlduert.

1. Zu jeder Ubungsgruppe existiert eine Kapazitét, das heifit es diirfen nicht
mehr Studierende/Modul-Kombinationen einer Ubungsgruppe zugeteilt wer-
den als die Kapazitdt vorgibt. R weist jeder Menge von Ubungsgruppen [
maximal z; viele Studierende/Modul-Kombinationen zu. Eine Ubungsgrup-
pe hat somit maximal fiir jedes [, in der die Ubungsgruppe enthalten ist, z;
viele Teilnehmer. Zum Einhalten der Kapazitit existiert die Bedingung (1):

Vu,-j ceUUU": Zle{ﬂfEL/\uijEf} X S Cij-

2. Die Definition des SSP besagt, dass #R > #A — k. Dies bedeutet, dass al-
le bis auf maximal & Studierende/Modul-Kombinationen einer Ubung zuzu-
teilen sind. Fiir jedes [ € L gilt, dass maximal x; viele Studierende/Modul-
Kombinationen den Ubungen aus [ zugeordnet werden diirfen, wobei die Bedin-
gung (1) des SSP einzuhalten ist. Fiir eine Menge von Modulen D gilt, dass die
Anzahl der Studierenden, die diese Module wéhlten, der Kardinalitat der Menge
von {s; | s; € S A B(s;) = D} entspricht. Die Summe Zle{g‘gem{mmﬁeg} py Tl
entspricht der Anzahl der Studierenden, die einer Menge [, welche genau zu
jedem der Module aus D eine Ubungsgruppe beinhaltet, zugeordnet werden
konnen. Somit stellt Bedingung (2) des ILP sicher, dass fiir jede Menge von
Modulen D mindestens so viele Studierende/Modul-Kombinationen den zu-
gehorigen Ubungsgruppenmengen [ zugewiesen werden kénnen, wie die Anzahl
der Studierenden ist, die dieses Menge wéhlten.

3. Wenn es zu dem ILP eine Losung gibt, die alle Bedingungen erfiillt, be-
deutet dies das alle Studierende/Modul-Kombinationen zu Ubungsgruppen
verteilt werden kénnen. Jedoch ist zu beachten, dass ! nicht nur Ubungs-
gruppen des SSP enthilt, sondern die Ubungen aus U* hinzugefiigt wur-
den. Da diese Ubungsgruppen in SSP nicht enthalten sind, ist die Menge der
Studierenden/Modul-Kombinationen, die nicht verteilt werden kénnen, die An-
zahl der Teilnehmer der Ubungsgruppen aus U*. Die Definition des SSP besagt,
dass insgesamt maximal k& Studierende/Modul-Kombinationen unverteilt blei-
ben diirfen, daher beinhaltet das ILP die Bedingung (3) die dies sicher stellt.
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Genau dann, wenn es eine Belegung des ILP gibt, welche die Bedingungen (1), (2)
und (3) erfiillt, existiert, laut dem nachfolgenden Beweis, eine zuléissige Relation
R fiir SSP. soljpp(x) = true bedeutet, dass zu dem ILP, welches aus der SSP-
Instanz x erzeugt wurde, eine Belegung existiert, die alle Bedingungen des ILP
erfiillt. Falls keine solche Belegung der Variablen {z; | [ € L} existiert, dann gilt
solrpp(z) = false.

Korrektheitsbeweis:

Das SSP kann mit Hilfe des ILP genau dann gelost werden, falls gilt:

SOl]Lp(CL’) 7£ )< xeSSP.

1. Es ist zu zeigen, dass gilt: x € SSP = sol;pp(z) # 0.

Direkter Beweis:

Sei x € SSP.

= es existiert eine Relation R C A x U mit #R > #A — k, so dass R alle
Bedingungen des SSP erfiillt.

Fiir jeden Studierenden s; wird eine Menge B; erstellt, die alle Ubungen enthilt,

die dem Studierenden in R zugeteilt wurden. Somit ist B; folgendermafien de-

finiert: B; = {ujq | ujq € U A ((55,m;),ujq) € R} fiir 1 < i < #S.

Laut Definition von L gilt:

B, € L & (B; C(UUU*)AVuji, ugs € Bi - uj # ugs = (5 # qN\I(uji, ugs) = 0)).

Ob B; diese Eigenschaften erfiillt, wird nachfolgend iiberpriift:

a) Laut der Definition von B; gilt B; C U, woraus folgt: B; C (U U U*).
b) Angenommen 31 < ¢ < #S @ Jujj, ugs € By uj # ugs N j = gq.

= 3((si,m5), wj1), ((8i, mg), Ugs) € R = wjy # Ugs
= El((si>mj)7ujl)a ((Siamj)yujs) € R:uy #* ujs(daj = CI)
= Bedingung 4 des SSP wird verletzt.

Dies fiihrt zu einem Widerspruch da R zuléssig ist und daher gilt:
V1 <@ < #S :Vuj,ugs € By i ujy # Ugs = ] # q
¢) Angenommen 31 < ¢ < #S : u i, ugs € B ujp 7 tgs A 0(wji, ugs) = 1.
= 3((si,m;), wi), ((si,My), Ugs) € B wjy 7 tgs A O(Uji, ugs) =1

= 3((81,m5), uji), ((85,Mq), Ugs) € B2y 7# myg A d(uji, ugs) =1
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Die letzte Implikation basiert auf dem vorherigen Beweis. Somit wurde ge-
zeigt, dass die Bedingung 3 des SSP verletzt wird.
Dies fithrt zu einem Widerspruch daher gilt:

V1 <@ <#S :Vuj,ugs € By ujp 7 ugs = 6(ujp, ugs) =0
Somit gilt V1 < i < #S:B; € Lbzw. Il € L: B; = 1.

Die Belegungen der Variablen des ILP sind wie folgt:
VieL:x =4#{s |s, € SAB. =0\U"AB(s;) ={m; | u;r €1}} (4.1)

Demnach entspricht der Wert einer Variablen x; der Anzahl Studierender, die
einerseits in R genau den Ubungen aus [, die sich nicht in U* befinden, zuge-
teilt wurden und andererseits genau die Menge von Modulen wéhlten, die eine
zugehorige Ubung in [ haben.

Es ist zu priifen, ob diese Belegung zuléssig ist, das heifit, ob alle Bedingungen
des ILP mit dieser Belegungen erfiillt werden:
a) Es ist zu zeigen, dass Bedingung (1) erfiillt wird und somit gilt:

Vuij € UUU™ 0 ) et pirernugery T < Cij

Widerspruchsbeweis:

Angenommen Bedingung (1) wird nicht erfiillt.

= Elu,-j ceUUU": Zle{f\fEL/\uijEf} Ty > Cjj

1. Fall :u;; €U
T(Uij) = Cij (42)

< Yoo (4.3)

le{f|feLnu;;ef}

= Y #s|s €SAB =I\U'A (4.4)
e Blsr) = (my [y €1} (45)
< > #{s;|s, € SABr=1N\U"} (4.6)
le{f|feLru;;ef}
< #{s, | s, € SAu;; € B} (4.7)
= #{s, | s, € SN ((s,m;),wi;) € R} (4.8)
Erldauterung:

Laut der Definition des ILP gilt die Zeile (4.2), woraus sich auf Grund
der Beweisannahme die Zeile (4.3) schlieflen ldsst. Unter Verwendung
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der Gleichung (4.1) ergeben sich die Zeilen (4.4) und (4.5). Die Bedin-
gungen der Menge aus Zeile (4.4) und (4.5) werden im néchsten Schritt
abgewécht, daher kann sich die Kardinalitidt der Mengen aus (4.6) hochs-
tens erhohen. Fiir jedes [ € L mit u;; € L und B, = [\U* gilt, dass
w;j € By, da u;; € U und somit w;; ¢ U*. Somit ist jedes Element der
Menge aus (4.6) in der Menge (4.7) enthalten. Da s, nicht mehrfach in
(4.6) gezihlt wird, ist der Wert aus Zeile (4.7) nicht grofer als der Wert
der Zeile (4.6). Laut der Definition von B, gilt fiir alle u;; aus B,, dass
((sp,m;),wij) € R, somit lésst sich die Zeile (4.7) durch die Zeile (4.8)
ersetzen.

Es wurde somit gezeigt, dass fiir w;; gilt: 7(u;;) < #{s.|s, € S A
((sp,m;),uwij) € R}. Da dies gegen die zweite Bedingung des SSP
verstoit, verletzt R die zweite Bedingung.

Dies fithrt zu einem Widerspruch, da R zuléssig ist.

2. Fall : Uyj e U*
k= Cij (49)
< Yoo (4.10)

le{f|feLnu;;ef}

= > #{s s € SAB =0\UAB(s,) = {my | uy, €1}
le{f|f€L/\ui]‘€f}
(4.11)

S #slseSAamief(s,)AB =N\U}  (412)

le{f|feLAui;ef}
= > #{s s €SN (sp,mi) €ANB, =I\U}  (4.13)
le{fIfeLAui;ef}

=#{s, [ 5, € SN (sp,m;) € ANYuy; €U = ((s,m4),ui5) ¢ R}
(4.14)

IN

= #{(sr,m;) | (sp,m;) € ANYu;; € U ((sr,m),u;5) ¢ R}y (4.15)
< #A—-#R (4.16)

Erlduterung:

Laut der Definition des ILP gilt die Gleichung aus Zeile (4.9), woraus
sich auf Grund der Beweisvoraussetzung die Zeile (4.10) schlieBen lésst.
Wendet man darauf die Zeile (4.1) an, so entsteht die Zeile (4.11). Fiir
jeden Studierenden s, mit §(s,) = {myluy, € (} gilt, dass m; € 5(s,),
da u;; € [. Somit befinden sich alle Elemente der Menge aus Zeile (4.11)
ebenfalls in der Menge aus Zeile (4.12). Dies bedeutet, dass die Kardi-
nalitdt der Menge aus Zeile (4.12) mindestens so grof} ist wie die Kardi-
nalitét der Menge aus Zeile (4.11).
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Laut der Definition von A gilt fiir alle m; € [3(s,), dass (s.,m;) in
A, daher lasst sich die Zeile (4.12) zur Zeile (4.13) umformen. Fiir
jeden Studierenden s, mit u;; € [ und B, = [\U* gilt, dass kei-
ne Ubung von m; in B, existiert und somit s, keiner Ubung von
m; in R zugewiesen werde konnte. Da in Zeile (4.13) kein Studie-
render mehrfach gezéhlt wird, denn zu jedem Studierenden s, exis-
tiert genau eine Menge B,, ist der Wert von Zeile (4.13) und Zeile
(4.14) gleich. In Zeile (4.14) wird die Anzahl der Studierenden, die kei-
ner Ubung des Moduls m; zugeordnet werden konnten, bestimmt. Da
R eine Ubung immer einer Studierenden/Modul-Kombination zuord-
net, entspricht (4.14) der Anzahl Studierenden/Modul-Kombinationen,
die als Modul m; enthalten und in R nicht verteilt werden konn-
ten. Somit entspricht der Wert der Zeile (4.14) dem Wert der Zeile
(4.15). Die Anzahl der Studierenden/Modul-Kombinationen mit m;, die
nicht in R enthalten sind, ist maximal so groffl wie die Gesamtzahl
der Studierenden/Modul-Kombinationen, die in R nicht verteilt wer-
den konnten. Da jedes Element aus R genau eine Studierenden/Modul-
Kombination enthélt und keine Studierenden/Modul-Kombination mehr-
fach in R enthalten ist, entspricht die Kardinalitit von R gleich der
Anzahl Studierenden/Modul-Kombinationen, die in R verteilt werden
konnten. Somit ist #A — #R die Anzahl der Studierenden/Modul-
Kombinationen, die keine Ubung zugeteilt bekommen konnten. Demnach
ist der Wert aus Zeile (4.16.) mindestens so groff wie der Wert aus Zeile
(4.15).

Es wurde gezeigt, dass gilt #A —#R > k, das heifit #R < #A — k. Dies
fithrt zu einem Widerspruch, da #R > #A — k.

Somit gilt, dass Bedingung (1) des ILP erfiillt wird.

b) Es ist zu zeigen, dass die Bedingung (2) des ILP erfiillt wird und somit gilt:
VD C M: Zle{glgeLA{mjlujfeg}=D} 1 2 ##{si | si € SN B(si) = D}

Direkter Beweis:

Fiir alle D C M gilt:

ZlE{glgeL/\{mg‘\UjfEQ}:D} Zi

= Zle{g\geLA{mj\ujfeg}zD} #{sp | sp € SAB,=0\U"AB(s,) = D}
=#{sp | s, € SAB(sp) =DA3Ie€L:{m;|u;€l}=DAB,=I1\U"}

Es wird gezeigt, dass fiir alle s, € S mit 8(s,) = D gilt :
sp €{sp|sp € SAB(sp) =DANIleL:{m;|ujecl}=DAB,=I1\U"}

Beweis:
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Vs, € S mit B(s,) = D gilt:

1. Fall : Sei #B, = #5(s,) und {, = B, mit [, € L:
Da {m; | u;; € By} = {mj; | ((s,m;), u;:) € R} gilt
{m; | uji € B} € B(sr).
Aus der Voraussetzung #B, = #0(s,) folgt {m; | u;; € B,} = 5(s;).
Somit gilt I, € L : {m; | u;; € [} = DA B, =1,.
Da B, NU* =0 Al, = B, gilt [, NU* = ) und somit existiert ein I, € L
mit {m; | uj; € l;} = DA B, =1,\U".
Demnach gilt:
sp €{sp|sp e SANB(sy) =DATl,eL:{mj|uj€l,}=DA
B, =1,\U"}

2. Fall : Sei #B, > #0(s,), dann wurden dem Studierenden s, mehr Ubungs-
gruppen zugewiesen als die Anzahl seiner gewéhlten Module. Da einem
Studierenden nur Ubungsgruppen eines gewihlten Moduls zugewiesen
werden diirfen (Bedingung 1 des SSP) gilt somit, dass einem Studie-
renden mehrere Ubungsgruppen eines Moduls zugewiesen wurden. Dies
verstofit gegen Bedingung 4 des SSP, woraus sich ein Widerspruch er-
gibt, da R alle Bedingungen des SSP erfiillt.

3. Fall : Sei #B, < #/(s,) und Iy = B, mit [, € L.

Weil fiir alle u;; € B, gilt m; € f(s,) folgt {m; | uj; € ly} C B(s,).

Da B, NU*=0Aly = B, gilt [, NU* = 0.

Sei f'(sy) = B(s;)\{m; | uji € Iy} und lyr = {uj; | uj € U* A

m; € B'(sr)}.

Somit ist [, eine Teilmenge von U*, woraus folgt l,» € U U U*.

Zu keinem Modul existieren mehrere Ubungen in U*, somit enthlt Ly
maximal eine Ubung pro Modul.

Des Weiteren gilt fiir alle Yuj; € U* : Vug, € UUU* : §(uj;, ugw) = 0,
woraus folgt Vi, ugw € lyr  6(uj;, Ugw) = 0.

Demnach gilt {,» € L.

Sei ly =1y Ul

Es ist zu priifen, ob [, € L:

Aus ly CU und [y CU* folgt [, CUUU™.
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Aus Iy € L folgt Yu,j, gy € ly : Uij # Ugw = (0(Wij, Ugw) = 0N T # q).
Ebenso folgt aus l,» € L: Yuij, ugw € lgr @ Uij # Ugw = (0(Uij, Ugw) =
0AT#q).

Angenommen [, ¢ L, dann gilt 3u;; € ly: Fup € Lyt wyy # Ugw A
(8t ) = 1V = g).

1. Fall Angenommen es gilt:
Fui; € ly: Fugyw € Lyt Ui 7 Uguw N S(Uij, Ugy) = 1
Da gy, € lgr gilt ug, € U™.
Weiterhin gilt:
Vg € U Vg, € UU U™ : Ugy # Ugy = 0(Ugu, Ugy) = 0
Da u;; € ly gilt u;; € U und somit auch u;; € U U U*.
= (Ugw # Uij = 0(Uqu, uij) = 0)
Da g, € U* und w;; € U und U NU* = 0 gilt gy # wij.
Somit gilt d (g, wij) = 0.
Dies widerspricht der Beweisannahme und somit gilt:
Vi € Ly Yugy € lyr  wij 7 Ugw = (W5, Ugw) = 0
2. Fall Angenommen es gilt:

Juij € ly: ugw € Ly Uij # Ugw NT =T

Dann gilt:
Fugw € lgr : mq € {my [ uy: € 1y}

Dies widerspricht der Definition von [,» und somit gilt:

Vuij € Ly Yugy € lgr : Wi 7 Ugw = 1 # q
Es wurde gezeigt, dass gilt:

Vg € Ly Yugy € lgr Wi # gy = (0(Wij, Ugw) = 0N T F# q)

Somit gilt [, € L.

Des Weiteren gilt: B, =1y = Iy, NU* = () und aus [,» C U* folgt
ly = 1,\U* und somit auch B, = [,\U*.

Somit wurde gezeigt:

sp €{sp|sp € SAB(sp) =DA3lyeL:{mj|uj€ly} =DA
Bp:lq\U*}
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Es wurde gezeigt, dass fiir alle s, € {s | s € S A f(s) = D} gilt:

sr €{sp|sp, € SAB(sp) =DA3l,eL:{mj|uj€l,} =DANDB,=1\U"},
woraus folgt:

#{s|s€SNB(s)=D}

<#{sp|s, € SAB(sp) =DAIl, € L:{mj|u; €l,} =DANB,=1,\U"}

< Z #{sp | sp € SAB(sp) = DA B, =1\U"}

le{glgeLn{m;|u;;€9}=D}

< Z 2 (laut Zuordnung von x;)
le{glgeLn{m;|ujicg}=D}

Somit wird Bedingung (2) des ILP erfiillt.

Es ist zu zeigen, dass die Bedingung (3) des ILP erfiillt wird, dass heifit es
muss gelten: Y, x;- #(NU*) < k.

Direkter Beweis:

ZIZ'#(ZHU*)

IeL

= #{sy | s, € SAB(sy) = {my | wjr €I} AB, =I\U"}- #(INT")
leL

= Z#{(Spaqu) | sp € SAB(sp) = {my | ujr € I} A B, =1\U"A
< Ugw € LNU"}

= #{(sp,uqw) | Sp € SN € L:(s,) = {m; | ujr €} N B, =1\U"A

Ugw € LNTU™}

= #{(sp,my) | (sp,mg) € ANTLE L: B(sp) = {m; | uj €1} N B, =1\U"A
Jug, €INU}

= #{(sp.mg) | (sp,mq) € ANVug €U ((sr,mg), ugr) & R}

= #A — #R

<k

Somit wird die Bedingung (3) des ILP erfiillt.

Da diese Belegung alle Bedingungen des ILP erfiillt, gilt sol;pp(x) # (.
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2. Es ist zu zeigen, dass gilt: sol;pp(x) # 0 =z € SSP
Beweis:
Sei solrpp(z) # 0.
= es existiert eine Belegung ¢: {z;|l € L} — N fiir die Variablen des
ILP, so dass alle Bedingungen des ILP erfiillt werden.

Erstellung einer Relation R fiir SSP:
R=10
VDCM:Qp={si|si€SAP(s;)) =D}
foreach [ € L mit {m; |u; €1} =D
Qp enthidlt min{#Qp, z;} viele Elemente aus Q) p
foreach gewihlte s; € Qpr
R := RU{((si,ms), Urq) | mpr € D ANupg € lNU}
Q@p = Qp\{s:}
endfor

endfor

a) Es ist zu priifen, ob gilt R C A x U:
Laut obiger Zuordnung gilt:
V((si,mp),ujq) € R:r=jAm, € B(s;) Nuj, € INU
= Y((si, M), Urq) € R:my € B(si) Nupg € U
= Y((si, M), Urq) € R (s5,my) € ANuyg €U

= Y((si, M), Upq) € R: ((85,my),1pq) € AXU

Somit gilt R C A x U.

b) Es wird gezeigt, dass gilt #R > #A — k:
Direkter Beweis:

Sei z: S — L eine Abbildung mit z(s;) = {l|l € L A s; gehort zu den fir
ausgewdhlten Studierenden}.

Es gilt Vs; € S: 3l € L: z(s;) = {l} (Beweis fir Vs; € S : #z(s;) = 1 s.u.).
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=Vs; € 8 Vu,g € \NU" = ((8i,m0),Urq) € Rmit | € z(s;)
(laut Zuordnung von R)

=Vs; € S:Vu € INU" :YuelU:((s;,m),u) ¢ R)

= Vs, € S #{(si,my) | m, € B(s;) ANVu €U : ((s;,m,),u) ¢ R}
=#(INU")} mit [ € z(s;)

= #{(sim,) | (s;,m,) € ANVu € U« ((s5,m,),u) ¢ Ry =Y #(1NU")
mit 2(si) = {1} "

= #A—#R =Y #(INU"mitz(s;) = {1}

s; €S

= #A-H#R<D w-#(INUY)

leL

= #A — #R < k (laut (3) des ILP)
= HR>#A—k

Beweis fiir Vs; € S @ #2(s;) = 1
Widerspruchsbeweis:
1. Fall : Sei #z(s;) > 1 fur s; € S.
Dann gilt 31;, 1, € 2(s;) mit [; # [j,.

Somit wird fiir D = f(s;) die Foreach-Schleife einmal mit /; und einmal
mit [, durchlaufen.

oBdA.: Bei der Erstellung von R wird die Foreach-Schleife zuerst mit [;
und spéater mit [;, durchlaufen.

Da l; € z(s;) gehort s; zu den fiir [; ausgewihlten Studierenden und ist
somit in ()p enthalten.

Im Foreach-Schleifendurchlauf von /; wird folglich die innere Foreach-
Schleife mit s; durchlaufen.

In dem Schleifendurchlauf mit /; wird somit s; aus ()p entfernt.

Demnach gilt anschlieBend fiir den Schleifendurchlauf mit I, dass s; ¢
@p.

Somit gehort s; nicht zu den fiir [, ausgewihlten Studierenden.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch.

Es wurde hiermit gezeigt, dass gilt Vs; € S : #z(s;) < 1.

2. Fall : Angenommen es existiert ein s; € S mit #z(s;) = 0.
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= s5; wird nie die innere Schleife bei der Erstellung von R durchlaufen.

= #Qp > > o mit D = f(s;)
le{glgeLr{m;|u;peg}=D}
= #{si | B(si) = D} > > y

le{glgeLn{m;|u;r€g}=D}
Dies widerspricht der 2. Bedingung des /LP und somit gilt
Vs; € S #z2(s;) >0

Es wurde gezeigt, dass fiir alle s; € S gilt #z(s;) = 1.

3. Es ist zu zeigen, dass R alle Bedingungen des SSP erfiillt.

Beweis:

a)

1. Bedingung des SSP:
Y((s5,m;),Upq) € R 7 = j (up, ist Ubungsgruppe von m;)

Laut der Zuordnung von R wird diese Bedingung erfiillt.

2. Bedingung des SSP: #{s; | s, € S A ((s;,m;),uja) € R} < 7(ujq)

Direkter Beweis:
Vujg € U :#{si | si € SN ((si5,mj),uq) € R} (4.17)

— Y #{slsieSAzs) = {1} (4.18)

le{flfeLAujqef}

< > ) (4.19)

le{fIfeLAujqscf}
< ¢jq (laut (1) des ILP) (4.20)
= 7(ujq) (4.21)

Erlduterung:

Einem Studierenden s; werden genau die Ubungen zugeordnet, die in
[ = z(s;) enthalten sind. Somit gilt fiir alle Studierenden s;, die an der
Ubung w4 teilnehmen, dass ujy ein Element aus z(s;) ist. Demnach ent-
spricht die Studierendenmenge aus (4.17) der Menge aus Zeile (4.18). Laut
der erstellten Relation R werden maximal x; viele Studierende [ zugeordnet.
Das heifit, zum einem Element [ € L existieren maximal z; viele Studieren-
de s mit z(s) = [. Somit ist die Kardinalitéit der Menge aus Zeile (4.18.)
maximal so grof§ wie der Wert aus Zeile (4.19). In Folge der Bedingung (1)
des ILP ergibt sich die Zeile (4.20). Basierend auf der Definition des ILP
gilt fiir alle u;; € U, dass ¢;; = 7(u;;) und daher folgt aus Zeile (4.19) die
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Zeile (4.20).
Infolgedessen gilt, dass R die 2. Bedingunge des SSP erfiillt.

¢) 3. Bedingung des SSP:
VSZ' SIS V((Si, mj), ujb); ((si,mj/),uj/b/) eR: m; 7& my = (S(Ujb, uj’b’) =0
Widerspruchsbeweis: Angenommen Bedingung 3 wird nicht erfiillt.

= 3s; € S 3((sismy)s ujn), (85, my0), ujy) € R:my # mp AN (ujp, ujry) = 1

Sei D; € M mit (s;) = D;, dann gilt s; € Qp,.
Sei z(s;) ={l |l € L As; gehort zu fiir [ ausgewéhlten Studierenden}.
Da ((s;,m;), ujp), ((8i5, mjr), ujw) € R gilt

A€ z(s;) tup € LAuy €1
1.Fall : 1 =1
=3dlel:{lezs)NujpelNupy €l}

Auf Grund von m; # mj gilt uj, # ujny.

Laut Definition von L gilt:
VieL: VUZ'T,UJ'S el: Uiy 7& Ujq = 5(’&7;,»,11,]'5) =0
Dies fiihrt zu einem Widerspruch.
2. Fall : [ £
=3 €z(si) LA Nugp €l ANujy €1
= #z2(s;) > 1
Dies fiihrt zu einem Widerspruch, da bereits bewiesen wurde, dass fiir
alle s; € S gilt #2(s;) = 1.
Folglich erfiillt R die dritte Bedingung des SSP.
d) 4. Bedingung des SSP: V((s;,m;), wjp), ((Si, M), Upg) € R Ujp, = Upg
Widerspruchsbeweis: Angenommen Bedingung 4 wird verletzt.
= El((siv mj)ﬂ uﬂ))ﬂ ((si>mj>7upq) €ER: WUjb 7 Upq

= El((Si, m]-), ujb); ((si,mj),ujq) eER: Ujp 7é Ujq
(laut Bedingung (1) des SSP)

Da ((s;,m;), ujp), ((si, m;),uj,) € R existiert ein [ € L, so dass gilt:
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2(s;) ={l} Nujp € L ANujq €1
Folglich gilt ebenfalls:
ANeLl:Fup,up €L ujp #upg Nj=p

Dies fiihrt zu einem Widerspruch beziiglich der Definition von L und dem-
nach gilt, dass R die Bedingung 4 des SSP erfiillt.

Aus dem Beweis, dass R C A x U mit #R > #A — k alle Bedingungen des
SSP erfiillt, folgt: x € SSP vermoge R.

Es wurde gezeigt, dass das SSP mit Hilfe des angegebenen ILP geltst werden
kann. Die Menge der Variablen ist eine Teilmenge der Potenzmenge von U U U*
mit #(UUU*) =p+ #M < 2-p. Die Anzahl der Variablen ist somit maximal so
grofl wie die Kardinalitéit dieser Potenzmenge und daher ist die Anzahl der Varia-
blen héchsten 227, Dies bedeutet, dass fiir ein festes p die Anzahl der Variablen
des ILP konstant ist. Auf Grund dieser Eigenschaft kann der Satz angewendet
werden und daher gilt, dass das ILP fiir einen festen Parameter p in linearer Zeit
gelost werden kann. Dies bedeutet, dass laut Lenstra ein Algorithmus existiert, der
fiir ein festes p eine polynomielle Laufzeit hat und daher ein FPT-Algorithmus fiir
das parametrisierte SSP mit der Parametrisierung x(x) = p ist. Nachdem Lenstra
im Jahr 1983 einen Algorithmus veroffentlichte, der das ILPF fiir eine konstante
Anzahl von Parametern in linearer Zeit 16st [Len83], entwarf Ravi Kannan aufbau-
end auf diesem Resultat einen effizienteren Algorithmus fiir /LPF, den er im Jahr
1987 publizierte [Kan87]. Der folgende Satz basiert auf dem Ergebnis von Kannan
[Nie02].

Satz 4.6. Integer Linear Programming Feasibility (ILPF) kann in O(p°?/? . L)
arithmetischen Operationen von Integern, deren Gréfe sich in O(p*? - L) Bits
befinden, gelost werden, wobei p die Anzahl der ILP Variablen und L die Anzahl
der Bits in der Eingabe sind.

Aufbauend auf diesem Satz kann die Laufzeit des FPT-Algorithmus fiir das pa-
rametrisierte SSP mit dem Parameter p analysiert werden. Wie schon erwéhnt, ist
die maximale Anzahl der ILP Variablen gleich 227 und somit gilt fiir die Laufzeit
des Algorithmus, dass sie in O(209%” . |z|) liegt. Folglich ist der exponentielle
Teil der Laufzeit ausschliefSlich von p abhéingig und daher gilt, dass dies ein FPT-
Algorithmus fiir SSP ist. Die Laufzeit des FPT-Algorithmus aus Abschnitt [4.3.2]
der mittels erschépfender Suche das SSP entscheidet, ist nicht nur exponentiell
beziiglich p, sondern auch £ und ¢ sind im exponentiellen Teil enthalten. Daher
ist der FPT-Algorithmus von Lenstra dahingegen besser, dass weniger Variablen
im exponentiellen Teil der Laufzeit enthalten sind und somit weniger Eingabeda-
ten das exponentielle Wachstum beeinflussen. Dies bedeutet nicht, dass der FPT-
Algorithmus von Lenstra generell ein besserer Algorithmus ist als die erschopfende
Suche, denn wenn man die Laufzeit dieser beiden Algorithmen betrachtet, hat der
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Algorithmus von Lenstra eine Laufzeit in O(279%" - |z|) und die Laufzeit des ande-
ren Algorithmus befindet sich in O(20'®<+*) . (p.c+ k)% - p?). Somit gilt nicht, dass
die Laufzeit eines Algorithmus besser ist, je weniger Variablen sie im exponentiel-
len Teil enthélt. Dies sagt nichts {iber die Effizienz des Algorithmus aus, sondern
nur welche Faktoren das exponentielle Wachstum beeinflussen. Zu dem parametri-
sierten SSP mit dem Parameter p existiert somit ein FPT-Algorithmus A, dessen
Laufzeit in O(f(p) - b(n)) mit einem Polynom b und der Eingabeldnge n ist. Da
f(k+p) > f(p) gilt, dass der Algorithmus A ebenfalls ein FPT Algorithmus fiir
das parametrisierte SSP mit den Parametern k£ und p ist. Hieraus folgt, dass sich
alle parametrisierten SSP, deren Parametrisierung p enthélt, in FPT befinden.
Allgemein gilt:

Satz 4.7. Seien (Q, k) und (Q, v) parametrisierte Probleme mit r(x) = 3 p D,
v(z) = ) cp p und seien P und P eine Menge von Eingabedaten von Q, die
als Wert eine natiirliche Zahl haben, mit P’ C P. Des Weiteren gilt, dass Q
NP-vollstindig ist. Falls (Q,v) € FPT, dann gilt (Q, k) € FPT.

Beweis. Laut Beweisvoraussetzung gilt: (Q,v) € FPT.

= es existiert ein Algorithmus A, der @ in O(f(v(z)) - b(n)) entscheidet.

= es existiert ein Algorithmus A, der @ in O(f(>_,cp p) - b(n)) entscheidet.
Da Q) NP-vollstindig ist, liefert f (Zpe p D) eine exponentielle Zahl beziiglich

Zpep,p. Aus P’ C P folgt somit f(zpep, p) < f(zpepp).
= es existiert ein Algorithmus A, der @ in O(f(}_,cpp) - b(n)) entscheidet.

= es existiert ein Algorithmus A, der @ in O(f(k(z)) - b(n)) entscheidet.
= (Q.k) € FPT.

4.7 Parameter u

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass sich alle parametrisierten SSP, deren
Parametrisierung p enthélt, in FPT befinden. Des Weiteren gilt, dass die para-
metrisierten SSP, deren Parameter alle in der Menge {k,c,u,t} enthalten sind,
para-NP-vollstindig sind. Der Parameter p beinhaltet die insgesamte Anzahl der
Ubungsgruppe iiber alle Module. Wenn gezeigt werden kann, dass sich das parame-
trisierte SSP mit dem Parameter u, der die maximale Anzahl von Ubungsgruppen
eines Moduls angibt, ebenfalls in FPT befindet, wire dieses Resultat besser, denn
u hat gewohnlich einen deutlich kleineren Wert als p. Zur Untersuchung des pa-
rametrisierten Problems (SSP, k) mit der Parametrisierung x(z) = u wird eine
Polynomialzeit-Many-one-Reduktion vom 3-Dimensionalen Matching (3-DM) auf
SSP angegeben, wobei u einen festen Wert erhalt.



4.7 Parameter u 59

Lemma 4.8. 3-DM <P SSP.

Beweis. Das 3-DM ist ein NP-vollstindiges Problem, das wie folgt definiert ist:

Definition 10. 3-Dimensionales Matching (3-DM):

Instanz: T,B,G,H,m mitm e N, T C Bx G x H und #B = #G =#H =m

Frage: Existiert ein T" C T mit #1T' = m, so dass alle Elemente aus T' paarweise
disjunkt sind?

Fiir die Polynomialzeit-Many-one-Reduktion von 3-DM auf SSP ist zu zeigen,
dass eine in Polynomialzeit berechenbare Reduktionsfunktion f existiert, so dass
fur alle z gilt x € 3-DM < f(z) € SSP.

Die Reduktionsfunktion f ist wie folgt definiert:

f(T,B,G,H,m) =4e5 (M,S,U,T,[,0,k) mit
M ={my,...,myr}

S ={s1}

U =Upn,earlunt

T(u;) =1 fiir wy; € U

(
(

B 81) =M
1, fallst;Nt 0
5(uijaukzl) = { c 7
0, sonst
k=#T—m

Die aus x resultierende Instanz f(x) enthélt fiir jedes Element aus T ein Modul,
welches aus genau einer Ubungsgruppe besteht und Kapazitit 1 hat. So existiert
zu jeder Ubungsgruppe ein Element in T'. Des Weiteren gibt es einen Studierenden,
der an allen Modulen teilnehmen méchte. Die Elemente aus B, G, H stehen jeweils
fiir einen Termin und daher findet eine Ubungsgruppe genau an den drei Terminen
statt, die das zugehorige Tripel enthélt. Da es nur einen Studierenden gibt und jede
Ubungsgruppe die Kapazitéit 1 hat, kénnen die Kapazititen der Ubungsgruppen
nicht iiberschritten werden. Falls einem Studierenden zwei Ubungsgruppen zuge-
wiesen werden, deren zugehorige Tripel nicht disjunkt sind, dann haben die beiden
Ubungsgruppen mindestens einen Termin gemeinsam und somit entsteht ein Ter-
minkonflikt. Fiir die Menge der Ubungsgruppen, die der Studierende zugewiesen
bekommt, muss somit gelten, dass die zugehorigen Tripel paarweise disjunkt sind.
Die Frage des 3-DM ist, ob es eine Teilmenge von 1" der Kardinalitdt m gibt mit
paarweise disjunkten Tripel. Falls diese existiert, kénnen somit einem Studieren-
den m viele Elemente zugewiesen werden und das heif$t fiir k = #1 — m wire die
Frage des SSP ebenfalls erfiillt.
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Korrektheitsbeweis:
Die Reduktionsfunktion f gibt eine Polynomialzeit-Many-one-Reduktion von 3-
DM auf SSP an, falls f in Polynomialzeit berechenbar ist und falls gilt

xr € 3-DM & f(x) € SSP

Die angegebene Reduktionsfunktion ist offensichtlich in polynomieller Zeit bere-
chenbar und daher ist noch zu zeigen, dass gilt © € 3-DM < f(x) € SSP:

1. Beweis fiir z € 3-DM = f(z) € SSP:
Angenommen x € 3-DM.
= es existiert ein 77 C T mit #T’" = m, so dass alle Elemente aus 1" paar-

weise disjunkt sind.

Sei R = UtieT’{((Sl’ m;), Wi }.
Laut Definition von A und f(z) gilt, A = U,,cp{51,m} und somit gilt
H#HA=HM =#T.
Auf Grund der obigen Zuordnung von R gilt somit #R = #T' = m =
#T — (#T —m) = #A — k.
Fiir jedes t; € T gilt t; € T da T" C T und somit gilt fiir alle t; € T" : m; € M.
Demnach gilt fiir alle t; € T": (s1,m;) € A und da uy € U, folgt R C A x U.

Es gilt R C A x U und #R = #A — k folglich ist R eine zuldssige Relation
fiir SSP, falls sie alle vier Bedingungen des SSP erfiillt. Dies wird nachfolgend
untersucht.

a) 1. Bedingung: ¥((s;,m;),wys) € R:j =1

Diese Bedingung wird laut obiger Zuordnung von R erfiillt.

b) 2. Bedingung;:
#S' < 1(wgq) mit 8" ={s; | s € SN ((si,m),wq) € R} fir alle wg € U

Beweis: Aus S’ C S A#S =1 folgt #5” < 1. Auf Grund der Reduktion-
funktion gilt fiir alle w;q € U: 7(uq) = 1, woraus folgt, dass fiir alle u; € U
gilt: #5” <1 = 7(uyq) und somit wird diese Bedingung erfiillt.

¢) 3. Bedingung;:
v((shmj)’ujd)’ ((Siﬂmf>’ufg) €ER: m; 7é my = 5(ujd7ufg) =0

Widerspruchsbeweis:

Angenommen es gilt:
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El((si’ mj)v Ujd), ((Si7 mf)v ufg) cER: m; # myg A 5(ujd7ufg) =1
= 3((81,mj), ujl), ((81, mf), Ufl) € R: m; 7é myg A 5(Uj1, Ufl) =1
= 3t t, €T t;Ntp #0
Hieraus ergibt sich ein Widerspruch, da laut Definition [10| des 3-DM gilt,
dass alle Elemente aus 7" paarweise disjunkt sind. R erfiillt somit die dritte
Bedingung.
d) 4. Bedingung: Y((s;, m;), w;q), ((si,m;), u54) € R : wjq = ujg
Direkter Beweis:
V((si,m5), uja), ((s;,m}),ujg) € R:ujg € UNujy €U
= Y((si,m;), wja), (8, M), tjg) € R uja = ujn A ujg = s
(laut Reduktionsfunktion)
= V((si, my), uja), ((si,m;5), ujg) € R - uja = ugg

Somit wird die vierte Bedingung des SSP erfiillt.

Da R C Ax U mit #R > #A — k alle Bedingungen des SSP erfiillt, gilt somit
f(z) € SSP vermoge R.

2. Beweis fiir f(z) € SSP = x € 3-DM:
Sei f(x) € SSP.
= es existiert eine Relation R C Ax U mit #R > #A—k, die alle Bedingungen
des SSP erfiillt.
Sei T" ={t; | t; € T A ((s1,m;),un) € R}.
Hieraus folgt 77 C T und #71" < #R.

Falls 7" < #R, dann existiert ein ((s1,m;),u;) € R mit t; ¢ T. Laut Reduk-
tionfunktion existiert zu jedem m; € M ein t; € T und somit wiirde dies zu
einem Widerspruch fithren. Hieraus folgt:

YT = $R > #A— k= #M — (T —m) = #T — ($T —m) = m
Angenommen 7" ist nicht paarweise disjunkt
= 3t €Tt At AN #D
= 3((s1,m), wir), ((s1,mj),u51) € R 6(uin,uj) =1

Da t; # t; gilt m; # m; und somit verstéfit R gegen die dritte Bedingung des
SSP. Dies fithrt zu einem Widerspruch, da R zuldssig ist und somit gilt, dass
alle Elemente aus 7" paarweise disjunkt sind.

Demnach gilt © € 3-DM vermoge T".



4.7 Parameter u 62

Es wurde gezeigt, dass gilt ©+ € 3-DM < f(x) € SSP. Somit existiert ei-
ne Polynomialzeit-Many-one-Reduktion des NP-vollstindigen Problems 3-DM auf
SSP vermoge f.

Das Problem 3-DM ist fiir m = #7 effizient l6sbar, da in diesem Fall nur zu unter-
suchen ist, ob alle Elemente aus T' paarweise disjunkt sind. Aus dieser Reduktion
folgt somit, dass SSP NP-vollstindig ist fiir k > 0.

Die NP-Vollstindigkeit des SSP ist kein neues Resultat, da dies schon in Kapi-
tel Komplexitat [3| mittels der Polynomialzeit-Many-one-Reduktion von 3-SAT auf
SSP gezeigt wurde. Im Gegensatz zu der ersten Reduktion, zeigt diese Redukti-
on, dass SSP NP-vollstindig ist, sogar fiir einen festen Wert des Parameters u.
Unabhéngig von der Instanz des 3-DM hat der Parameter v immer den Wert 1.
Hieraus folgt, dass wenn es einen FPT-Algorithmus fiir SSP mit dem Parameter u
géibe, dann wire dessen Laufzeit in O(f(u)-b(n)) mit einem Polynom b und somit
in O(f(1) - b(n)). Da f(1) einen konstanten Wert liefert, wire der Algorithmus in
polynomieller Zeit berechenbar. Dies ist ein Widerspruch zum Resultat, dass SSP
fir £ > 0 und v = 1 NP-vollstindig ist und daher gilt, dass das parametrisierte
SSP mit dem Parameter v fiir £ > 0 nicht in der Komplexititsklasse FPT liegt.

I Korollar 6. Das SSP mit dem Parameter u ist para-NP-vollstindig.

Beweis. Die Vereinigung aller SSP-Instanzen mit v = 1 ist somit fir £ > 0
NP-volistindig und daher gilt, laut Satz [1.3] dass (@, k) mit x(z) = u para-NP-
vollstandig ist fiir k > 0.
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4.8 Parameter c,u,t, s

I Korollar 7. Das SSP mit den Parametern c,u,t und s ist para-NP-vollstindig.

Beweis. ITm Abschnitt 4.7 wurde anhand einer Polynomialzeit-Many-one-Reduktion
von 3-DM auf SSP die para-NP-Vollstindigkeit von (Q, k) mit k(x) = u gezeigt.
Die hierzu angegebene Reduktionsfunktion f weist nicht nur u einen festen Wert
zu, sondern auch ¢, ¢, und s. Unabhéngig von der konkreten 3-DM-Instanz ist die
Kapazitit jeder Ubungsgruppe immer eins und somit hat ¢ einen festen Wert.
Des Weiteren findet jede Ubungsgruppe der aus der Reduktion enstandenen SSP-
Instanz an drei Terminen statt, das heifit es gilt immer ¢t = 3. Ebenso gilt, dass
f immer genau einen Studierenden erzeugt (s = 1). Somit sind die Instanzen mit
c+u+t+s =6 NP-vollstindig. Es gilt daher die para-NP-Vollstindigkeit fiir
(Q, k) mit k(x) = ¢+ u + t + s. Aus Korollar [5| folgt, dass alle parametrisierten
Probleme des SSP, deren Parameter in der Menge {c, u,t, s} enthalten sind, para-
NP-vollstindig sind. Obwohl die Anzahl der Studierenden (s) normalerweise der
groffite Wert der Eingabe enthélt, wurde gezeigt, dass sich der exponentielle Teil
der Laufzeit nicht darauf beschrénken lésst.

4.9 Abschlielende Betrachtung des Theorems

Einleitend wurde das Theorem [I] angegeben, dessen Korrektheit in dieser Arbeit
zu zeigen war. Dieses Theorem enthélt unter anderem die Behauptung, dass sich
die parametrisierten Probleme des SSP, deren Parameterisierungen die Gesamt-
zahl der Ubungen (p) enthalten, in der Komplexititsklasse FPT befinden. Diese
Behauptung wurde sowohl anhand einer Kernelization als auch mit Hilfe ei-
nes FPT-Algorithmus nachgewiesen.

Des Weiteren enthélt das Theorem die Aussage, dass alle parametrisierten Pro-
bleme des SSP, deren Parameter eine Teilmenge von {k,c,u,t} bilden, para-NP
vollstindig sind. Im Kapitel 3] wurde anhand der Reduktion 3-SAT <? SSP nach-
gewiesen, dass sich alle parametrisierten Probleme des SSP in der Klasse para-NP
befinden. Aus dieser Reduktion folgt ebenfalls, dass das SSP sogar fiir feste Werte
der Parameter k, c,u und t para-NP vollstindig ist. In Folge des Satzes gilt so-
mit die para-NP Vollstindigkeit fiir alle parametrisierten Probleme des SSP, deren
Parameter in der Menge {k, ¢, u,t} enthalten sind.

Das Kapitel enthélt die Reduktion 3-DM <P SSP, welche fiir £k > 0 die NP-
Vollstindigkeit des SSP fiir feste Werte der Parameter ¢, u,t und s beweist. Somit
folgt aus diesem Resultat in Verbindung mit dem Satz die Korrektheit der Be-
hauptung der para-NP Vollstindigkeit aller parametrisierten SSP, deren Parameter
in {c,u,t, s} enthalten sind, fiir £ > 0. Zusammenfassend l&sst sich festhalten, dass
das Theorem [1] erfiillt wird.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Hochschulen haben unter anderem das Problem, dass eine sehr hohe Anzahl
von Studierenden auf Ubungsgruppen der gewihlten Module konfliktfrei zu ver-
teilen sind. Dieses Problem wird durch zahlreiche Varianten des Student Sectio-
ning Problems (SSP) reprasentiert. Fiir die Analyse in dieser Arbeit wurde eine
moglichst praxisnahe Variante des SSP in Kapitel [2| definiert.

Der Hauptaspekt dieser Arbeit ist die Analyse des SSP beziiglich seiner pa-
rametrisierten Komplexitdat. Da sich aus den Resultaten der klassischen, nicht-
parametrisierten, Komplexitat des SSP Erkenntnisse beziiglich der parametrisier-
ten Komplexitdt des SSP ziehen lassen, wurde in Kapitel |3| zunéchst die klassi-
sche Komplexitit des SSP untersucht. Diese Analyse ergab, dass es sich hierbei
um ein NP-vollstindiges Problem handelt. Ein zugehoriger Beweis mit Hilfe einer
Polynomialzeit-Many-one- Reduktion des NP-vollstindigen 3-SAT auf SSP wurde
in Kapitel [3] présentiert.

Die Resultate der Analyse der parametrisierten Komplexitiat des SSP sind in der
nachfolgenden Abbildung dargestellt.

5 t u o k p

FPT ILP

FPT-Algorithmus (erschopfende Suche) +
polynomielle Kernelization

ILP

para-NP- | 3-DM < SSP | 3-SAT =) SSP | 3-SAT =) sSSP | 3-SAT = ssp | 3-sAT <’ ssp
vollsténdig |  (furk > 0}

3-sAT =" sspP

3-DM <2 SSP (fiirk = 0)

para-NP SSPENP SSPENP SSPENP ‘ SSPENP SSPENP SSPENP

SS5PENP

Abbildung 5.1. Ubersicht der Resultate zur parametrisierten Komplexitét der
untersuchten parametrisierten Probleme des SSP

Es wurden verschiedene parametrisierte Probleme des SSP untersucht, die sich alle
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in der Klasse para-NP und manche sogar in F'PT befinden. Von einigen anderen
Parametrisierungen konnte die para-NP Vollstindigkeit der zugehorigen parametri-
sierten SSP bewiesen werden. Da sich somit alle Resultate auf FPT, para-NP oder
die para-NP Vollstindigkeit beziehen, existieren links in der Tabelle drei zugehori-
ge Zeilen. Es wurden verschiedene Parameter in der Analyse betrachtet, daher
existiert fiir jeden untersuchten Parameter eine Spalte. Ein Tabelleneintrag ,, ILP*
der Spalte ,,p* und Zeile ,, FPT“ bedeutet, dass sich das parametrisierte Problem
(SSP,p) in FPT befindet und dies anhand eines ILP bewiesen wurde. Existieren
zum Resultat Bedingungen, so wird dies in Klammern angegeben, wie zum Beispiel
in Spalte ,,s* mit Zeile ,, para-NP wvollstindig”. Erstreckt sich ein Tabelleneintrag
der Zeile ,, para-NP vollstindig* oder ,, para-NP* {iber mehrere Spalten, so bedeutet
dies, dass dieses Resultat fiir alle parametrisierten SSP gilt, deren Parametrisie-
rung aus Parametern der jeweiligen Spalte bestehen. Im Gegensatz dazu bedeutet
ein Tabelleneintrag in der Zeile , FPT“ einer Spalte ,x“, dass dieses Resultat fiir
alle parametrisierten Probleme gilt, deren Parametrisierung unter anderem den
Parameter 2 enthélt. Somit sind in diese Tabelle genau die Resultate, die das
Theorem [I] beinhaltet, abgebildet.

Neben den hier untersuchten Parametern, gibt es noch weitere mogliche Para-
metrisierungen fiir das SSP. Beispielsweise konnte als Parameter die Anzahl der
Module (m) betrachtet werden. Ein FPT-Algorithmus diesbeziiglich wire ein bes-
seres Resultat als (SSP,p) € FPT, da die Anzahl der Module gewohnlich deutlich
kleiner ist als die Anzahl der insgesamten Ubungen. In Folge der Ungleichung
m-u > pgilt (SSP,k) € FPT mit k(x) = m - u. Da hierbei der selbe Algo-
rithmus verwendet werden kann und m - u > p, ist dieses Resulatet nicht besser
als (SSP,p) € FPT. Daher lohnt es sich nicht das parametrisierte SSP mit den
Parametern m und u zu untersuchen.

Des Weiteren konnte die maximale Anzahl der Module, die ein Studierender wihlt,
als Parameter betrachtet werden, da dieser Wert in der Regel klein ist und au-
Berdem das SSP schwieriger sein sollte, je mehr Module ein Studierender wéhlt.
Dies bedeutet, dass vermutlich die maximale Anzahl von gewéhlten Modulen die
Schwierigkeit des SSP beeinflusst.

Nicht nur andere Parameter kénnen fiir eine weitere Untersuchung betrachtet wer-
den, sondern auch neue Kombinationen, wie zum Beispiel eine Parametrisierung
k() = s+ k.

Des Weiteren wurde gezeigt, dass (Q,s) € para-NP und (Q,s) fiir k& > 0 para-
NP-vollstindig ist. Aus diesen beiden Resultaten ergibt sich die Frage, ob (@, s)
ebenfalls fiir & = 0 para-NP-Vollstindig ist oder ob sich dieses parametrisierte
SSP in einer anderen Komplexitétsklasse, wie zum Beispiel in F'PT oder in einer
Klassen der W-Hierarchien befindet. Die Analyse des SSP beziiglich seiner para-
metrisierten Komplexitéit ist somit nicht abgeschlossen, denn es existieren noch
parametrisierte SSP, deren Komplexitétsfrage in dieser Arbeit nicht beantwortet
wurde.
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