






































































































































































































Kapitel IV:

Das Kusszahlproblem

τ2 = 6



τ3 ≥ 12



12
13

Isaac Newton David Gregory

 Anno MDCXCIV



Richtige Antwort: 12
Erste mathematische Beweis davon:

Schütte, van der Waerden (1953)

mit Hilfe Elementargeometrie

Math. Annalen, Bd. 125~ S. 325--334 (1953). 

D a s  P r o b l e m  d e r  d r e i z e h n  K u g e l n .  

Von 

K. SCHt~TTE in Marburg/Lahn und B. L. VAN DER WAERDEN in Zfirieh. 

Die Frage, wieviel Kugeln gleieher Gr6Be an eine ebenso groBe Kugel 
angelegt werden kSnnen, ist offenbar gleichbedeutend mit der FTage, wieviel 
Punkte mi$ Mindestabstand 1 auf einer Kugel vom 
Radius 1 Platz haben (Fig. 1). 

ZwSlf Kugeln kann man sieher anlegen, n~mlich 
an den Ecken.eines Ikosaeders. (Die Kantenl~nge des- 
selben ist gr5Ber als der Radius der umbeschriebenen 
Kugel.) Es ist eine alte Streitfrage zwisehen NEWTO~ 
und GREGORY, ob sich aueh 13 Kugeln anlegen lassen. 
Im folgenden werden zwei Beweise dafiir gegeben, 
dab dies nicht mSglich ist. Es wird n~mlich gezeigt, 
da~ die Minimalkugel, auf der 13 Punkte  mit Mindest- 
abstand 1 Platz haben, einen Radius r > 1 besitzt. 

Die Beweise erfolgen unter Benutzung yon Methoden, die zur Auffindung 
der Minimalkugel fiir N Punkte  mit Mindestabstand 1 entwiekelt wurdenl), ~). 
Hinweise aufParagraphen und Satze der unter u) zitierten Arbeit, derenBegriffs- 
bildungen hier verwendet werden, sind in eckige Klammern gesetzt. 

Der allgemeine Ansatz fiir diese Untersuchung (§§ 1, 2) stamm$ yon beiden 
Verfassern. Den im § 3 dargestellten Beweis hat VAN DER WAERDE~ gefunden, 
den anderen Beweis (§ 6) mit den dazu benStigten Hiffss~tzen (§§ 4, 5) SCHi~TTE. 

Die Priorit~t hat  SCHi~TTE. Sein Bewe~ (§ 6) ist zwar komplizierter, ab~r 
es erscheint uns trotzdem erwiinseht, ihn mitzuteilen, weft die Hilfssi~tze, auf 
denen er beruht, sich ftir weitere Untersuehungen als niitzlich erweisen kiinn- 
ten, so z. B. ffir die genaue Bestimmung der Minimalkugel fiir 10, 11 oder 13 
Punkte.  

§ 1. Der irreduzible Graph. 

Satz 1. Ein irreduzibler Graph au/ einer Kugel yore Radius r ~ 1 entlldlt 
keine anderen Polygone ala Dreiecke, Vierecbe und Fiin/ecke. 

Beweis: Bei r ~ 1 ist der zum Abstand 1 gehSrende 
Bogen a ~ 60 ° (Fig. 2). Folglich gilt fiir ein Polygon mit 
n Ecken 

n .  60 ° ~ n .  a < 360 ° [§ 6, Satz 6] 

und somit n < 6. Fi~. ~. 

Satz 2. Au/ einer Minimalbv#el [i~r N ~ 12 ha~ im Innern eines Fi~n]ecbs 
mit den Seiten a Icein Punkt ohne StSrung Platz. 

1) W. HABICHT U. B. L. vA~ DER WA~aDE~: Lagerung yon Punkten auf der Kugei. 
Math. Ann. 128, 223---234 (1951). 

a) K. SCHOTTE U. B. L. vA~s D~.It WA~UEN: Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 oder 
9 Punkte mit Mindestabstand Eins Platz ? Math. Ann. 12~, 9(}--124 (1951). 

Mathematische Annalen.  125. 23 
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Beweis: H~tte ein Punkt  im Innern Platz, so kSnnte man diesen heran- 
sehieben, so dal~ ein Sechseck und ein Dreieck oder ein Ffinfeck und ein Viereek 

entstehen wfirde. Der gesamte Fli~eheninhalt 

> 5 A (Fig. 3), wenn A der Inhal t  des sph~- 
risehen Dreieeks mit  den Seiten a ist. Das 
regelm~gige Ffinfeek, das ja maximalen In- 
halt  besitzt, hat aber bei N > 12 einen Inhalt~ 
< 5 A (da die Kugel dann notwendig grSBer 

Fig. 3. i~t als fiir N = 12, wo d i~er  Inhalt  gem~B 
der ikosaederfigur gleieh 5 A ist). 

Satz 3. Als Minimal/igur fiir N = 13 au/ einer Kugel vom Radius r < 1 
kommt nur ein irreduzibler Graph aus Dreiecken, Viereeken und Fiin/eeken in 

Betraeht. 

Beweis: Auf der Minimalkugel t r i t t  mindestens ein irreduzibler Graph.auf 
[§ 5]. Dieser enth~lt naeh Satz 1 nur Dreieeke, Viereeke und Ffinfeeke. Nach 
Satz 2 (und [§ 6, Satz 7]) kSnnen ibm keine Punkte  ohne StSrung eingeffigt 
werden. Er  enthiilt also bereits alle 13 Punkte.  

§ 2. Der WinkeliiberschuB. 

Naeh HABICHT und VAN D~R WAERDEN ist der Inhalt  eines Polygons 
(mit den Seiten a) mindestens gleieh dem Inhalt,  der sich ergibt, wenn das 
Polygon vollstiindig in Dreieeke zerfallt. Der Inhalt  eines n-eckigen Polygons 
ist also _~ (n - 2) ~.  Dann ist die Summe a der Innenwinkel ~ (n - 2) • 3 a, 
wenn a den Winkel des sph~risehen Dreiecks mit den Seiten a bezeichnet. 
Die (demnaeh nieht negative) Differenz 

w = a - - ( n - -  2 ) . 3 ~  

bezeiehnen wir als den ,,Winkeliiberschufl" des betreffenden Polygons. 
Der ,,Gesamt.Winkeliiberschufl" W der Kugel ergibt sich, wenn fiber alle 

Polygone summiert wird. 

W =  Z a - -  Z ( n - -  2 ) - 3 ~ .  

Es ist Z a : N - 2 ~  und Z ( n - 2 ) : Z n - 2 G : 2 K - 2 G ,  wo K die 
Anzahl der Streeken und G die Anzahl der Polygone bedeutet. Naeh dem 
EuLERschen Polyedersatz ist K -  G : N -  2, also 

W = N . 2 g - 2 ( N -  2 ) . 3 a .  

Insbesondere ist fiir N -- 13 

(1) W = 2 6 ~ - 6 6 ~ .  

Das ,, Quadrat" (regelmiiflige sphiirisehe Viereek) mit dem Winkel ~ hat 
den WinketfibersehuB Q = 4 fl - 6 ~. Im Fal le r  _~ 1 ist cos a _~ 1/2, cos ~ ~ 1/~ 

[§ 7, (2)] and daher (nach [§ 11, (11)]) 

c o s f l = c ° s a - 1  _ l  
c o s a ~ l  ~ 3 - - - - c ° s ° ~ '  

(2) ~ + ~_~ ~ ,  

folglich 

(3) Q > 4 ~t - 10 ~ .  
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Fiir den WinkeliiberschuB eines Fiinfecks aus einem Graphen gemgB 

Satz 3 l~Bt sich eine untere Schranke w 5 angeben. I )a  der Graph irreduzibel 

ist, sind alle inneren Winkel ~ g, also alle Polygone konvex. ])as konvexe 

Fiinfcck kleinsten Inhalts  besitzt zwei (nicht benachbarte) gestreckte Winkel, 
d. h. es wird von einem gleichschenkligen Dreieck mit  den Schen- 

keln 2a  und der Grundlinie a gebildet [§ 13, Beweis yon Satz 12]. A ~  
Bei r ----- 1 zerFallt das gleichschenklige Dreieck in ein gleichseitiges 

A 
Dreieck und in ein regelmgBiges Viereck (Fig. 4), da in diesem Falle 

a + fl = ;z ist. Die Summe der Innenwinkel ist dann a --- 2 g + G¢ 
+ 2/?. In  dem allgemeineren F a l l e r  ~ 1 ha t  das gleichschenk- 

lige Dreieck einen Scheitelwinkel ~ ~ und einen Basiswinkel ~ ft. 
Dann ist a _~ 2 g + ~ + 2 fl ~ 4 ~ - ~, und ftir die untere Schranke 
w 5 = a -- 9 ~ des Fiinfeck-Winkeliiberschusses gilt ~tg. 4. 

(4) w 5 ~ 4 : r - -  10 ~ .  

Aus diesen Abschiitzungen folgt: 

Satz 4. Falls die Minimalkugel /iir N = 13 einen Radius r ~ 1 besitzt, 
enthglt der Minimalgraph hSchstens ein Quadrat und hfchsteus ein Fi~n/eck, 
auch nicht ein Quadrat und eln Fiin/eck zugleich. 

Beweis: Bei r g 1 ist, wie aus cos ~ g 1/3 hervorgeht, ~ ~ 70,5 °. Dann  
gilt nach (1) und (3) 

1 
Q - y W ~ ( 4 ~ -  1 0 ~ ) -  ( 1 3 ~ - 3 3 ~ ) = 2 3 ~ - 9 : t  

> 1621,5 ° - 1620 ° > 0 , 

also 2 Q > W und nach (4) ebenso 2 w5 > W. Durch zwei Quadrate, zwei 
Fiinfecke oder ein Quadrat  und ein Fiinfeck wi~re also bereits der Gesamt.  
WinkeliiberschuB W der Kugel  iiberschritten. 

§ 3. Erster Beweis f i i r r  ~ 1 bei N = 13. 

Angenommen, die Minimalkugel fiir N = 13 habe einen Radius r _~ 1. 

Nach Satz 3 wird dann die Minimalfigur yon einem irreduziblen Graphen aus 

Dreiecken, Vierecken und Fiinfecken gebildet. Es soll gezeigt werden, daft 
ein solcher Graph nicht existiert. 

I.  Fall. Der Graph enthdlt nur Dreiecke und Vierecke. 

Wit bezeichnen alle Dreieckwinkel ~ und diejenigen Viereckwinkel, die 

kleiner als der Quadratwinkel/5 sind, als ,,ldeine Winkel". Alle Viereckwinkel, 
die grS~er als fl sind, nennen wir ,,groin". Von einem Quadrat  sollen ganz 
willkiirlich zwei Winkel zu den kleinen, die anderen beiden zu den groflen 

Winkeln gereehnet werden. Dann enthglt jedes Viereck zwei kleine und zwei 
groBe Winkel. Fiir jeden kleinen Winkel u grit 

(5) ~ <  ~ ~ fl 

und ftir jeden groBen Winkel 7 

(6) fl < 7 < 2 ~ .  

Der g e s t a t e  WinkelfiberschuB allot Viorecke um einen Punk t  P horum 
kann  kleiner gemacht  werden, indem immer ein Winkel verldeinert und em 

anderer vergrSflert wird, so lange bis alle Winkel bis auf  einen den nach (5) 
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und (6) kleinst, oder grSfltmSgliehen Wert angenommen haben. Dabei gehen 

wit so vor: Solange noch groBe Winkel ( 2 a und kleine Winkel ( ~ vorhanden 

sind, vergrSBern wir die groBen und verkleinern die kleinen, bis entweder alle 

groBen Winkel gleich 2 ~ geworden sind (Fall A) oder alle kleinen Winkel 

gleieh ~ (Fall B). 

Im Fall A ~ndern wir welter die kleinen Winkel, wobei der WinkeliibersehuB 

ihrer Viereeke verkleinert wird, bis entweder al]e gleich ~ geworden sind bis auf 

einen gleieh 2 g - 4 a (Fall A1) oder einer gleich fl, die fibrigen bis auf einen 

gleich ~ und der letzte gleieh 2 ~ - -  fl - -  2 ~ (Fall A~). Zwei fl sind nicht mSg- 

lieh, da zwei Quadrate einen zu groBen WinkelfiberschuB haban. 

Im Fall B ~ndern wir die groBen Winkel, bis entweder alle gleich 2 

geworden shad bis auf einen gleich 2 z - 4 a (Fall B1) oder einer gleich fl, die 

iibrlgen bis auf  einen gleich 2 ~¢ und der letzte gleich 2 ~ - fl - 2 ~ (Fall B2). 

Fall B 1 ist aber nicht mSglich, da 2 g - 4 m kein groBer Winkel ist. Fall B2 ist 

nur mSglieh ffir r - -  1, wo 2 ~ -  f l - 2 ~  gerade = f l i s t  [vgl. (2)]; abet da 

zwei Winkel = fl unmSglieh shad, fallt aueh dieser Fail fort. 

Nun sei wp der gesamte WinkelfiberschuB derjenigen Vierecke, die im 

Punkt  P einen kleinen Winkel haben, und w o der Winkelfibersehul~ des Vier- 

eeks mit Winkel 2 g - 4 ~. Dann gilt in beiden F~llen A 1 und A 2 

(7) Wp ~ w o . 

Summiert man (7) fiber alle Punkte P, so erh~lt man links 2 W, da jedes 

Viereck zwei ,,kleine Winkel" hat  und somit zweimal gez~hlt wird. Rechts 

erh~lt man 13 w 0. Somit ist 

2 W ~  13w 0 . 

Das ist aber ein Widersprucb, wie eine ganz leichte l~berschlagsreehnung 

ergibt. Ftir r = 1 steht links weniger als 51 °, reehts viel mehr als 13 • 4 ° = 52 °. 

Ffir r ~ 1 ist es noch schlimmer, denn bei zunehmendem ~ nimmt die linke 

Seite 2 • (26 ~ - 66 ~) viel s t oke r  ab als die rechte. 

H .  FaR. Der Graph entMilt ein Fiin/eck. 

Naeh Satz 4 kann hSehstens ein Ffinfeek auftreten. Dieses hat  einen 

WlnkelfibersehuB yon mindestens 

ws ~ 4 r ~ -  1 0 ~ .  

Wir summieren nun (7) fiber alle 8 Ecken, die nicht zum Ffinfeek gehSren, 

und addieren noch 2 w 5. Links ergibt sich weniger als 2 W, denn die Viereeke, 

die mit einer kleinen Ecke an das Ffinfeck anstoBen, werden nur einmal gezi~hlt. 

So ergibt sieh 

2 W ~  8 w 0 + 2 w  s,  

ein eklatanter Widersprueh. (Bei r = 1 steht links weniger als 51 °, rechts viel 

mehr als 8 • 4 ° + 2 • 15 ° = 62°.) 

§ 4. Ein Satz fiber konvexe Vierecke. 

Um noch einen zweiten Beweis fiir die UnmSgliehkeit eines Graphen mit 

N - 13 und r ~ 1 geben zu kSnnen, best~tigen wir zun~chst einige allgemeine 

~Eigensehaften konvexer Polygone auf  der Kugel. 



Seitdem viele Alternativbeweise: Leech (1956)

Anstreicher (2004), Musin (2006), Maehara (2007),

Bachoc, V. (2008)

Alle sind ziemlich rechenintensiv.
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3
−

− 2.282422116v
2
t
5
− 2.376206451v

2
t
4
− 5.756516944v

2
t
3

+ 2.285069305v
2
t
2
+

t− 0.1807740107v
2
− 0.1528426696vt

7
+ 0.07806634840vt

6
− 1.066251935vt

5
−

+ 1.817221500vt
3

+ 2.535123200vt
2
− 0.5798954908vt− 0.3852239752v

t
7

+ 0.6067608795t
6

+ 2.504492501t
5

+ 6.632189667t
4

+ 3.925884209t
3
− 1.191716995t

2
−

1.168270210

BV (2008): Das folgende Polynom ist ein Zertifikat für τ3 = 12

? Gefunden mit semidefiniter Programmierung

? Übrige Rechnungen sind relativ einfach



Bekannte Kusszahlen

τ8 = 240

τ24 = 196560

Odlyzko, Sloane und Levenshtein (1979)
mit linearer Programmierung
(relativ leicht, sehr elegant)

τ4 = 24 Musin (2008)

mit linearer Programmierung und Tricks

(nicht so leicht)



IV.1 Das Kusszahlproblem in Dimension 8



Packungsgraph

G(n, (t, 1)) = (V,E)

V = Sn−1
= {x ∈ R

n
: xTx = 1}

{x, y} ∈ E ⇐⇒ xTy ∈ (t, 1)

Also: τn = α(G(n, (t, 1)))

unabhängige Mengen in G(n, (t, 1))
= mögliche Berührpunkte



Berechnen von α ist i.A. schwierig

Die ϑ-Funktion . . .

? wurde 1979 von Lovász in der berühmten Arbeit

“On the Shannon capacity of a graph” eingeführt

? gibt eine obere Schranke für ↵

? kann effizient mit Hilfe eines SDPs berechnet werden

? kann durch eine Hierarchie von größer werdenden SDPs,

die gegen α konvergieren, verbessert werden.

(Lovász-Schrijver 1991, Lasserre 2001)

Strategie: Verallgemeinere ϑ auf unendliche Graphen



positiv semidefinite, stetige Hilbert-Schmidt Kerne

Das Original: für |V | < ∞

Verallgemeinerung: für |V | = ∞

ϑ0(G) = inf t

Y 2 C(V ⇥ V )⌫0

Y (x, x) = t− 1 für x 2 V

Y (x, y)  −1 für {x, y} 62 E

ϑ0(G) = min t

Y 2 SV
⌫0

Yx,x = t− 1 für x 2 V

Yx,y  −1 für {x, y} 62 E



ϑ0(G) = inf t

Y 2 C(V ⇥ V )⌫0

Y (x, x) = t− 1 für x 2 V

Y (x, y)  −1 für {x, y} 62 E

α(G) ≤

Sei C ⊆ V unabhängig

und Y, t eine zulässige Lösung von ϑ0(G)

0 ≤
P

x2C

P

y2C

Y (x, y)

=
X

x2C

Y (x, x)

| {z }

=|C|(t−1)

+
X

x 6=y

Y (x, y)

| {z }

(−1)(|C|2−|C|)

≤ |C|(t− 1)− (|C|2 − |C|) =⇒ |C| ≤ t



Frage: Wie berechnet man ϑ0(G)?

Antwort: Verwende Symmetrie von G!

Aut(G(n, (t, 1))): orthogonale Gruppe O(n)

O(n) = {A ∈ R
n×n : AT

A = In}

Falls Y ∈ C(Sn−1 × Sn−1)⌫0 zulässig, dann auch Y :

Y (x, y) =

Z
A∈O(n)

Y (Ax,Ay) dµ(A).

Also: Könnnen uns auf O(n)-invariante Kerne beschränken.

∀A ∈ O(n) ∀x, y ∈ Sn−1 : Y (Ax,Ay) = Y (x, y)



Jacobi Polynome

Theorem von Schoenberg (1942)

Y ∈ C(Sn−1 × Sn−1)⌫0 ist O(n)-invariant g.d.w.

Y (x, y) =
∞X

k=0

fkP
((n−3)/2,(n−3)/2)
k (xTy) fk ≥ 0



ϑ0(G(n, (t, 1))) = inf t

f0 ≥ 0, f1 ≥ 0, . . .
1P

k=0

fkP
((n−3)/2,(n−3)/2)(1) = t− 1

1P

k=0

fkP
((n−3)/2,(n−3)/2)(u) ≤ −1 für u ∈ [−1, t]

ϑ0(G(8, (1/2, 1))) = 240 = τ8
ϑ0(G(24, (1/2, 1))) = 196560 = τ24

ϑ0(G(3, (1/2, 1))) > 13
ϑ0(G(4, (1/2, 1))) > 24

ABER

ϑ
0 als semi-infinites lineares Programm



Pn

0 (t) = P
(α,α)
0 (t) = 1,

Pn

1 (t) = P
(α,α)
1 (t) = t,

P
n

2 (t) = P
(α,α)
2 (t) =

n

n− 1
t
2
−

1

n− 1
.

sage: x = PolynomialRing(QQ, ’x’).gen()

sage: n = 4

sage: a = (n-3)/2

sage: for k in range(0,5):

sage: print(jacobi_P(k,a,a,x)/jacobi_P(k,a,a,1))

1

x

4/3*x^2 - 1/3

2*x^3 - x

16/5*x^4 - 12/5*x^2 + 1/5

Normalisierte Jacobi Polynome mit (α, α), α = (n− 3)/2



τ8 ≥ 240

✓

1
√

2
,

1
√

2
, 0, 0, 0, 0, 0

◆T

✓

1
√

8
,

1
√

8
,

1
√

8
,

1
√

8
,

1
√

8
,

1
√

8
,

1
√

8

◆T

alle
(

8

2

)

2
2
= 112 Permutationen und Vorzeichenwechsel von

alle 2
7
= 128 geraden Vorzeichenwechsel von

⇢

−1,−
1

2
, 0,

1

2
, 1

}

.

Mögliche Skalarprodukte:



F (t) = −1 + β(t+ 1)

✓

t+
1

2

◆2

t2
✓

t−
1

2

◆
“Glücklicher” Ansatz

τ8 ≤ 240

F (−1) = F (−1/2) = F (0) = F (1/2) = −1

Eigenschaften von F :

Mit β = 320

3
: F (1) = t− 1 = 240− 1 = 239

Überprüfe: F (u) =
P

6

k=0
fkP

8

k
(u) mit fk ≥ 0

F (u) ≤ −1 für u ∈ [−1, 1/2]

=⇒ Y (x, y) = F (xTy) zulässig für ϑ0

=⇒ τ8 ≤ ϑ0(G(8, (1/2, 1))) ≤ 240




















































































