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— Aufgabenblatt 13 —

Abgabe: Keine.

Aufgabe 13.1 (Prasenzaufgabe) Sei P ein rationales Polyeder. Zeigen oder widerlegen Sie: Falls
P() = pstD) fiir ein s € N, dann ist P(®) = P;.

Warnung: Die folgende Liste ist nicht so zu verstehen, dass es fiir die Klausur ausreicht, diese
Fragen beantworten zu kdnnen. Sie ist gedacht als Grundlage fiir die Stunde am Freitag, 22.7.,
8:00-9:30 Uhr.

Bewerten Sie die Aussagen mit “Richtig” oder “Falsch”, und iiberlegen Sie sich Begriindungen.

1. Kiirzeste Wege

Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kantenldngenfunktion / : A — R und seien s,t € V
zwei Knoten.

(1) Ein Weg P von s nach ¢ ist eine Abfolge von Knoten und Kanten, die mit s beginnt und
mit ¢ endet.

(2) Jeder Weg ist auch eine Kantenfolge.

(3) Jede Kantenfolge ist auch ein Weg.

(4) Beziiglich der Kantenldngenfunktion ! gibt es immer eine kiirzeste s-t- Kantenfolge.

(5) Beziiglich der Kantenldngenfunktion / gibt es immer einen kiirzesten s-¢- Weg.

(6) Ein Potential p ist eine Abbildung p : V' — R, sodass fiir jede Kante a = (v, w) gilt, dass
p(w) = p(v) = l(a).

(7) Es gibt immer ein Potential.

(8) Es gilt

min{l(P) : P ist s-t-Weg} = max{p(t) — p(s) : P ist Potential}.
2. Matchings in bipartiten Graphen

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter bipartiter Graph.

(1) Esgibt U W C V,sodass V = U UW mit U N W = () und je zwei Knoten aus U sind
nicht benachbart und je zwei Knoten aus W sind nicht benachbart.

(2) Ein Matching M C F ist eine Menge von Kanten, die alle Knoten in V' iiberdecken.

(3) Jeder ungerichtete Graph besitzt ein Matching.

(4) Ein Matching M C F heil3t perfekt, falls es fiir jeden Knoten v € V eine Kante e € M
gibt mit v € e.

(5) Jeder ungerichtete Graph besitzt ein perfektes Matching.

(6) Sei M C E ein Matching in G. In einem M-augmentierenden Weg P sind beide End-
knoten nicht von M iiberdeckt und P besteht abwechselnd aus Kanten nicht in M und
Kanten in M.

(7) M ist ein maximales Matching < Es gibt einen M-augmentierenden Weg.

(8) Es sei M C FE ein Matching und P ein M-augmentierender Weg. Die symmetrische
Differenz M AP ist wieder ein Matching mit [MAP| = |M| + 1.

(9) Ein M-augmentierender Weg kann aus einer einzigen Kante bestehen.

(10) Eine Knoteniiberdeckung C' C V ist eine Menge von Knoten, die paarweise nicht be-
nachbart sind.



(11) Es gilt
max{|M| : M ist Matching} = min{|C| : C ist Knoteniiberdeckung}.

(12) Der obige Satz heilst Satz von Konig.

(13) Der Satz von Konig gilt auch in allgemeinen (nicht bipartiten) Graphen.

(14) Mit dem Satz von Konig lasst sich der Satz von Hall beweisen.

(15) Mit dem Satz von Hall lasst sich der Satz von Konig beweisen.

(16) M heilt Matching mit maximalem Gewicht, falls M die maximale Anzahl von Kanten be-
sitzt und unter allen Matchings mit maximaler Kantenanzahl das grof3te Gewicht besitzt.

(17) M heilt extremes Matching, falls M unter allen Matchings mit gleicher Kantenanzahl
wie M das groldte Gewicht besitzt.

3. Fliisse in Netzwerken
Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kapazititsfunktion ¢ : A — R und seien s,t € V
zwei Knoten.

(1) Ein s-t-Fluss, der durch ¢ beschrénkt ist, ist eine Abbildung f : A — R>¢ mit f(a) < ¢(a)
fiir alle @ € A, die das Flusserhaltungsgesetz erfiillt:

Firalleve Vgt Y  fla)= Y fla
a€din(v) a€dout (v)
(2) Der Wert eines s-t-Flusses f ist
value(f Z fla Z f(a
aggout(s) aEsin(t)
(3) EsseiU CVmits e U,t e V\U.Dervon U induzierte s-t-Schnitt ist definiert als
(U) = {(u,w) € A:u e Uw g U}.

(4) Ein s-t-Schnitt ist eine Knotenmenge.

(5) Gerade nicht. Das wird zwar haufig verwechselt, aber ein s-t-Schnitt ist in Wirklichkeit
eine Kantenmenge.

(6) Esseid°"(U) ein s-t-Schnitt. In dem Graphen (V, A\é6°"*(U)) gibt es keinen gerichteten
Weg mehr von s nach ¢.

(7) Esgilt

max{value(f) : f ist s-t-Fluss} = min{c(5°**(U)) : U C V,s € U,t € V\U}.

4. Polyedertheorie
(1) Eine Menge A C R™ heil3t konvex, falls

N
Vai,..an € AVAL .. AN >0 dst Y Ny € A

(2) A C R"™ heilt konvex, falls fiir je zwei Punkte x,y € A auch die Verbindungsstrecke
[z,y] = {az+ (1 —a)y : « € [0,1]} in A enthalten ist.
(3) Fiir A C R™ ist die konvexe Hiille von A gleich

N N
conv(A) = {y €R":IN € Ny, ..oy € A, Ay, Ay > 0mit 3 A =lundy =) \ai}.
i=1 i=1

(4) Die konvexe Hiille von A C R" ist die gro3te konvexe Menge, die A enthilt.

(5) Ein Polytop ist die konvexe Hiille von beliebig vielen Punkten.

(6) Eine Hyperebene im R" ist eine Menge der Form

H={zecR": "z =4}
fiir ein ¢ € R™” und ein § € R.



(7) Eine Hyperebene H = {x € R" : ¢z = §} trennt den R" in zwei Halbrdume H* und
H~, wobei

HYt={zeR":c"2>6} und H ={zecR":c'z <4}

(8) Sei C' C R™ konvex, abgeschlossen und nicht leer und sei z ¢ C. Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Punkt 7¢(z) € C, so dass |1¢(z) — z|| = inf{|jz — z|| : z € C}.
(9) Sei C C R™ konvex, abgeschlossen und nicht leer und sei z ¢ C. Dann gibt es eine
Trennhyperebene H von C und z,d.h. C C H- und z € H™.
(10) Mit der Notation wie bei den letzten beiden Fragen ist

H={z €R": (z — 7c(2)Ta = (z — (=) Tme(2)}

eine Stiitzhyperebene an C mit C C H~ und z € H™.

(11) Eine Menge K C R™ heifdt Kegel, falls fiir alle 2,y € K und fiir alle A\ € [0,1] auch
Az + (1 - Ny € K ist.

(12) Jeder nichtleere Kegel enthélt 0.

(13) Jede Stiitzhyperebene an einen nichtleeren Kegel enthélt 0.

(14) Ein ordentlicher Kegel ist spitz, abgeschlossen und nichtleer.

(15) Sei C C R™ konvex. Ein Punkt z € C heildt Extrempunkt von C, falls es x,y € C und
a € (0,1) gibt mit z = ax + (1 — a)y.

(16) Ein Polyeder ist der Schnitt von beliebig vielen Halbraumen.

(17) Ein Polyeder P ist die Losungsmenge eines endlichen Systems von linearen Ungleichun-
gen, d.h. es gibt eine Matrix A € R™*™ und einen Vektor b € R™ so dass P = {x € R™:
Az < b}.

(18) Extrempunkte von Polyedern heifden Ecken.

(19) Sei P = {z € R" : Az < b} ein Polyeder. Ein Punkt z € P ist eine Ecke von P genau
dann, wenn z midestens n Ungleichungen von Az < b mit Gleichheit erfiillt.

(20) Jedes Polyeder ist ein Polytop.

(21) Jedes Polytop ist ein Polyeder.

(22) Jedes Polytop ist beschrankt.

(23) Jedes Polyeder ist beschréankt.

(24) Ein beschréinktes Polyeder ist ein Polytop.

(25) Ein Polytop ist ein beschrianktes Polyeder.

(26) Die beiden letzten Aussagen sind bekannt als Sitze von Minkowski und Weyl und wur-
den auf fast jedem Ubungsblatt verwendet.

(27) Fir A € R™*™ und b € R™ gilt immer genau eine der beiden Aussagen:

(a) Es gibt ein x € R™ mit Az < b.
(b) Es gibteiny € R™ > 0mity"A=0und b"y < 0.

(28) Es sei p* = max{c'z : Az < b} ein lineares Programm. Dann ist das duale lineare

Programm gegeben durch

d* =min{y"b:y>0,yTA=c"}.

(29) Es gilt immer p* < d*.

(30) Es gilt immer p* = d*.

(31) Es gilt immer p* > d*.

(32) Es gilt p* = d*, falls beide Mengen giiltiger Losungen nicht leer sind.

(33) Das Maximum max{c'z : Az < b} wird an einer Ecke des Polyeders P = {z € R" :
Az < b} angenommen.

(34) Das Maximum max{c'z : Az < b} wird an einer Ecke des Polyeders P = {z € R" :
Az < b} angenommen, falls P beschrankt ist.

(35) Mit dem Verfahren von Fourier und Motzkin kann man feststellen, ob ein System von
linearen Ungleichungen losbar ist.

(36) Ein lineares Ungleichungssystem kann man genau wie ein lineares Gleichungssystem mit
dem Gaul3-Algorithmus 16sen.



(37) Man muss aufpassen. Man darf lineare Ungleichungen nur addieren und mit positiven
Skalaren multiplizieren. Beim Subtrahieren &ndert sich im Allgemeinen die Losungs-
menge.

(38) Mit Fourier-Motzkin kann man lineare Programme 16sen.

5. Algorithmen fiir lineare Porgramme

(1) Mit dem Simplex-Verfahren kann man lineare Programme l6sen.

(2) Mit dem Ellipsoid-Verfahren kann man lineare Programme l6sen.

(3) Das Ellipsoid-Verfahren ist immer schneller als das Simplex-Verfahren.

(4) Bei dem Ellipsoid-Verfahren geht man so vor, dass die Menge der zuldssigen Losun-
gen immer weiter eingeschrénkt wird (durch Ellipsoide), so dass nur zulassige Vektoren
iibrig bleiben, die einen Zielfunktions-Wert nahe dem Optimum haben.

(5) Das Ergebnis des Simplex-Verfahrens ist eine optimale Ecke, falls diese existiert.

(6) Das Ergebnis des Ellipsoid-Verfahrens ist eine zulassige Losung, so dass der Wert nur bis
auf ein vorgegebenes ¢ vom Optimum abweicht.

6. Ganzzahlige lineare Programme

(1) Eine Matrix A € R™*™ heif3t vollstdndig unimodular, falls det(A) € {—1,0,1}.
(2) Eine Matrix A € R™*™ heilt vollstindig unimodular, falls fiir jede quadratische Teilma-
trix B von A gilt, dass det(B) € {—1,0, 1} ist.
(3) Falls A vollstdndig unimodular ist, ist auch die Matrix (_AA) vollstdndig unimodular.
(4) Falls A vollstindig unimodular ist, ist auch die Matrix (’?) vollstdndig unimodular.
(5) Falls A und B vollstdndig unimodular sind, ist auch die Matrix (g) vollstdndig unimo-
dular.
(6) Jede Matrix mit nur ganzzahligen Eintragen ist vollstandig unimodular.
(7) Jede Matrix, die nur Eintrdge —1, 0 oder 1 hat, ist vollstdndig unimodular.
(8) Falls A € R™*" vollstdndig unimodular ist und b € R™, dann ist das Polyeder P = {z €
R™: Az < b} ganzzahlig.
(9) Falls A € R™*" vollstdndig unimodular ist und b € Z™, dann ist das Polyeder P = {z €
R™ : Az < b} ganzzahlig.
(10) Falls ein ganzzahliges Polyeder Ecken besitzt, sind diese auch ganzzahlig.
(11) Falls das Polyeder P = {z € R™ : x > 0, Az < b} fiir alle b € Z™ ganzzahlig ist, dann ist
A vollstédndig unimodular.
(12) Es gilt immer

max{c'z:x € R", Az < b} = max{c'z: 2 € Z", Az < b}.
(13) Es gilt
max{c'z:x € R", Az < b} = max{c'z: 2 € Z", Az < b}.

falls A vollstandig unimodular ist.
(14) Esgilt

max{c'z:x € R", Az < b} = max{c'z: 2 € Z", Az < b}.

falls A vollstandig unimodular ist und b ganzzahlig.

(15) Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen ist vollstdndig unimodular.

(16) Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten bipartiten Graphen ist vollstindig unimodular.

(17) Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen ist vollstindig unimodular.

(18) Falls die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen vollstindig unimodular ist, ist der
Graph bipartit.

(19) Falls das System Az < b TDI ist, und b € Z™, dann ist P = {& € R" : Az < b}
ganzzahlig.

(20) Jedes ganzzahlige Polyeder hat eine Darstellung P = {z € R" : Az < b} mit Az < b TDI
und A € ZM™*",

(21) Der CG-Abschluss eines rationalen Polyeders ist ganzzahlig.
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