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— Losungsskizze zur Aufgabe 9.4 —

Aufgabe 9.4 (10 Punkte) Zeigen Sie, dass das Problem
CVP = {(B,z,u): Be Q"2 € Q", v € Z" : | — Bv|| < u}

NP-schwer ist.

Losung
Wir zeigen, dass das Problem

SUBSETSUM = {(n,a1,...,an, A) i n € N,a;, A € Q,3I C [n] mit Y a; = A}

iel
polynomiell reduzierbar auf CVP ist. Dazu bilde eine Instanz (n, a1, ..., a,, A) ab auf:
a az ... ap1 ap O A
2 0 ... 0 0 1
0 2 0 ... 0 O 1
B=1. . L ertxtl | eQ" ™ und p =1,
0O ... 0 2 0 O 1
0 ....... 0 2 0 1

wobei r eine rationale Zahl im Interval [/n,+/n + 1) ist. B und « sind offensichtlich in polynomi-
eller Zeit konstruierbar. Zur Konstruierbarkeit von » kommen wir spater.
Zunéchst zeigen wir, dass dies die versprochene Reduktion ist, d.h., dass:

(n,a,...,a,, Ay € SUBSETSUM <= (B, x, u) € CVP.

=: Sei (n,ai,...,a,,A) € SUBSETSUM, d.h. es gibt I C [n] mit ) ,_;a; = A. Dann wihle
v als den charakteristischen Vektor von I, erweitert um eine 0 im letzten Eintrag. Dann ist

IBo —af = /(A= AP + S, (2 — 12 =y < .
<=: Sei (B, z,p) € CVP. Dann gibt es also ein v € Z"*! mit:

IBv—zll = | O awi — A2+ > (20 =12 < p<vVn+1.
1=1 1=1

Es gilt aber (2v; — 1)? > 1 fiir alle 4, da v; € Z, und damit ||[Bv — z|| > y/n. Wir haben also
n < ||Bv — z||* < n + 1. Da auch ||Bv — z||? € Z, folgt damit || Bv — z||*> = n.

Daraus folgt aber wiederum, dass >, a;v; — A = 0 und dass (2v; — 1)? = 1 fiir alle 4, also
v; € 0,1. Die Menge I = {i € {1,...,n} : v; = 1} ist also die gewiinschte Indexmenge.

Es bleibt zu zeigen, dass wir in polynomieller Zeit eine rationale Zahl im Interval [\/n,vn + 1)
konstruieren kénnen. Alternativ konnten wir kiinstlich die Instanz (n, a4, ..., a,, A) erweitern zur
Instanz (n2, ay,...,an,0,...,0,A) der GroBe n? , ohne die Zugehoérigkeit zu SUBSETSUM zu
beeinflussen. Wenden wir die Reduktion nun auf diese Instanz an, konnen wir ;4 = n wahlen.



Zur Konstruktion einer rationalen Zahl im Interval [\/n,/n + 1):

Eine Moglichkeit wire, ein Verfahren zur Approximation von Quadratwurzeln bis zum Erreichen
einer bestimmten Approximationsgenauigkeit laufen zu lassen. Es gibt z.B. ein Verfahren, das eine
Stelle nach der anderen berechnet (,,Schriftliches Wurzelziehen“). Jeder Schritt liefert eine neue
Stelle und lauft in logarithmischer Zeit.

Hiermit konnen wir eine rationale (endlich viele Nachkommastellen!) Zahl x, bestimmen, die bis
zur r-ten Nachkommastelle mit /n {ibereinstimmt. Setzen wir y,. := x,. + 107", so gilt

z; <V <y,

Nun muss r ausreichend klein gewéhlt werden, damit y,, < +/n + 1 gilt. Wahlen wir r so, dass
107" <vVn+1l—yn= m gilt, haben wir:

Yo < 2o b VIFT = Vi = VAT T - (Vi - ar) < VAT T

Also koénnen wir r = [log,,(n+1)] > log;,(v/n + 1+ v/n) wahlen. (Der Einfachheit halber wurde
im Dezimalsystem argumentiert, fiir das Bindrsystem geht es analog.)

Wir benétigen also logarithmisch viele Schritte zur Bestimmung der Nachkommastellen. Dazu
kommen logarithmisch viele Schritte fiir die Stellen vor dem Komma. Insgesamt haben wir also
logarithmisch viele logarithmische Schritte.



