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— Losungsskizze zur Aufgabe 10.4 —

Aufgabe 10.4 (10 Punkte) Zeigen Sie: ¥;-SAT ist X-vollstandig.

Losung

1. 3;-SAT € 3F:
Sei M eine Turing-Maschine, die bei Eingabe einer Formel und einer Belegung ihrer Varia-
blen iiberpriift, ob die Belegung die Formel erfiillt. Fiir eine aussagenlogische Formel ¢ gilt
dann:

<(p> € ¥;-SAT & JuVus . .. Qlul go(ul, U, ... ,Ui) =1

& Juy € {0,119y, e {0, 11 Quu; € {0,119 M akzeptiert (o), u1, us, . ..

Beachte hierbei, dass die Lange von u; durch |{y)| beschrénkt ist.

2. X;-SAT ist XF-schwer:
Sei L C ¥* eine Sprache in X”. OBdA sei dabei 3 = {0, 1}. Es gibt also eine pzb TM M und
ein Polynom p, so dass

ze L Ju e {0,1}P070vu, e {0,13702D . Qu; € {0,1}PU7D M akzeptiert (z,uy, us, . . ., u;).
Aus dem Beweis des Satzes von Cook-Levin aus der Vorlesung wissen wir, dass wir, gegeben
x, in polynomieller Zeit eine aussagenlogische Formel ¢, von polynomieller Linge konstru-
ieren konnen, die die Arbeitsweise von M beschreibt. Dabei gibt es fiir jeden Eintrag des

Inputs eine Variable, sowie weitere Variablen, um das Verhalten von M zu beschreiben.
Nach entsprechendem Gruppieren der Variablen von ¢, gilt dann fiir feste uy, ..., u;:

M akzeptiert (z,uq,...,u;) < Iz (ur,...,u;,2) = 1.

Nun unterscheiden wir zwei Félle. Falls ¢+ ungerade ist und damit ); = 3, sind wir fertig, da
gilt:

z e L Juy e {0,1}P070vuy € {0,1370=D . Fu; € {0,13P07032 oy (uy, . . . ug, 2) = 1.

Die letzten zwei Existenzquantoren konnen zu einem zusammengefasst werden.

Falls ¢ gerade ist, betrachte das Komplement von L. Sei M’ die TM, die wie M lauft, aber
ein Input genau dann akzeptiert, wenn M es ablehnt. Dann gilt:

x ¢ L < Vuy € {0,100 3y, e {0,1}P0D | Ju; € {0,1}07D M’ akzeptiert (z,uy, us, . .., u;).
Sei 1), wie oben eine Formel, die die Arbeitsweise von M’ beschreibt. Dann haben wir:

z ¢ L < Vuy € {0,100 3y, € {0, 132070 | Ju; € {0, 13207032 4, (us, . . . ug, 2) = 1.
Also gilt mit p, = —),:

z e L e Fu e {0,13P0=0vu, € {0,13P0D | vu; € {0,13P00vz o, (us, . . . ug, 2) = 1.



