Freie Universitat Berlin
Fachbereich Mathematik und Informatik

Diplomarbeit

Einige Anwendungen des Satzes von
Halpern und Léauchli

Frederik von Heymann
14. August 2007

Betreut von PD Dr.habil. Stefan Geschke



Inhaltsverzeichnis

Vorwort
1 Einfiihrung

2 Satz von Halpern-Liuchli
2.1 Der Satz von Halpern und Lauchli . . ... . ... ... ... ..
2.2 Bemerkungen . . . . ... . ... ..

2.3 Eine metrische Anwendung . . . . . ... ...

3 Satz von Laver
3.1 Mehr Definitionen und eine Umformulierung . . . . . . . . .. ..
3.2 Der Satz von Laver . . . . . .. ... ... L L

3.3 Eine Verstarkung . . . . . . ... ..o oo
4 Satz von Milliken

5 Etwas deskriptive Mengenlehre
5.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . ... ... oL
5.2 Baire-Rdume und polnische Rdume . . . . . . ... ... ... ..

5.3 Eine Anwendung zum Satz von Laver . . . . ... ... ... ..

6 Satz von Blass

6.1 Bemerkungen . . . . ... ... L oo

11
12
18
19

22
22
24
30

34

41
41
42
44

48



Vorwort

Der Satz von Ramsey sagt aus, dass fiir alle n,m € N gilt: wenn wir die n-
elementigen Teilmengen der natiirlichen Zahlen mit m Farben farben, so finden
wir eine unendliche Menge, deren n-elementige Teilmengen alle die gleiche Farbe
haben [8].

Wir wissen, dass dieser Satz nicht fiir beliebige Obermengen von N giiltig ist.
Insbesondere gilt ein entsprechender Satz nach Sierpiniski nicht fiir {iberabzéahl-
bare Teilmengen der reellen Zahlen [9]. Wir kénnen jedoch durch Bedingungen
an die Farbung und die Teilmenge zu positiven Ergebnissen kommen. Ein sol-
ches Ergebnis ist der Satz von Blass [2]:

Sei P C [0, 1] perfekt (also ohne isolierte Punkte) und c eine stetige Farbung
der n-elementigen Teilmengen von P mit endlich vielen Farben. Dann gibt es
ein perfektes P’ C P, so dass die n-elementigen Teilmengen von P’ unter ¢ mit
hochstens (n — 1)! verschiedenen Farben geféirbt werden.

Der hier verwendete Beweis zu diesem Satz (aus [2] und [10]) wird iiber die
Baum-Reprisentation von perfekten Mengen gefiihrt. Dazu wird die Binédrdar-
stellung der reellen Zahlen genutzt und endliche Folgen iiber {0,1} mit den
entsprechenden Knoten im (unendlichen) bindren Baum identifiziert. Eine per-
fekte Menge entspricht somit einem Baum ohne Bléitter, in dem jeder Knoten
zwei Nachfolger auf verschiedenen Asten hat (der Baum verzweigt also oberhalb
jedes Knotens immer wieder). Ein solcher Baum heifit perfekt.

Im Beweis wird auflerdem ein wichtiger Satz der unendlichen Kombinatorik,
den Satz von Halpern und Lauchli [4] verwendet.

Dieser sagt in einer seiner verschiedenen Versionen das Folgende aus [6]: Sei
(T,...,T,) ein Tupel von perfekten Baumen. Fiarben wir nun Tupel (¢4, ..., t,),
wobei t; € T; ist und alle Elemente des Tupels gleiche Hohe haben, dann gibt
es perfekte Teilbdume 7] C T; und eine unendliche Menge A C N, so dass alle
Tupel der beschriebenen Gestalt, mit ¢; € T/ und Hohe in A, die gleiche Farbe
haben.

Dieser Satz, der urspriinglich formuliert wurde, um die Konsistenz von —AC

mit dem booleschen Primidealsatz zu zeigen, hat in den vergangenen 40 Jahren



diverse Anwendungen im Bereich der deskriptiven Mengenlehre und der unend-
lichen Kombinatorik gefunden. Um diesen Satz und einige seiner Anwendungen
wird es in dieser Arbeit hauptsichlich gehen. Dabei gibt es folgende Struktur:
Kapitel 1 und 2 behandeln die Grundlagen, wobei Kapitel 1 der Notation ge-
widmet ist und Kapitel 2 dem Satz von Halpern und L&uchli. In Kapitel 3 und
4 geht es um Anwendungen beziehungsweise Verallgemeinerungen des Satzes
[6, 7]. Kapitel 5 ist nochmals Notation und Kapitel 6 behandelt dann den oben
genannten Satz von Blass.

Der Original-Beweis des Satzes von Halpern und L&uchli von 1966 verwen-
det Methoden, die oft als ,,meta-mathematisch* bezeichnet werden. Erst 2000
(verdffentlicht 2002) wurde von S.A. Argyros, V. Felouzis und V. Kanellopou-
los ein kombinatorischer Beweis vorgestellt [1]. Dadurch kénnen nun eine Reihe
von Sitzen, die den Satz von Halpern und Lauchli verwenden, ebenfalls rein
kombinatorisch bewiesen werden, unter ihnen sédmtliche in dieser Arbeit be-

schriebenen.

Besonders bedanken mochte ich mich bei meinem Diplombetreuer PD
Dr.habil. Stefan Geschke fiir seine vielen hilfreichen Anmerkungen und Hinwei-
se. Auflerdem danke ich Anna Gundert fiir ihre Unterstiitzung und das kritische
Lesen meiner Arbeit, sowie Prof. Dr. Sabine Koppelberg und Prof. Dr. Martin
Aigner dafiir, dass sie mir einen Arbeitsraum zur Verfiigung gestellt und mir
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Kapitel 1
Einfiihrung

Bevor wir uns den eigentlichen Ergebnissen in dieser Arbeit zuwenden, wollen
wir uns ein wenig mit der Notation dieses Gebiets beschéftigen. Dies erscheint
sinnvoll, da sie leider recht umfangreich ausféllt. Die Beweise scheinen deshalb,
falls man mit den Schreibweisen noch nicht vertraut ist, moglicherweise schwie-

riger als sie sind.

Zunichst wollen wir einige Sprachkonventionen festlegen. Teilweise sind sie
wohlbekannt, teilweise weichen sie aber von den Konventionen mancher Gebiete

ab.

1.1 Definition. Sei mit w die Menge {0, 1,2, ...} und auch die kleinste Limes-
ordinalzahl bezeichnet.

Wir wollen aufferdem N = {1,2,3,...} = w \ {0} schreiben. Damit gilt
(etwas widerspriichlich) w # N, aber die Vorteile dieser Schreibweise scheinen
zu iiberwiegen.

Es gilt |N| = |w| = w = N,.

1.2 Definition. Sei M eine Menge und < eine Halbordnung auf M (das heifit,
< ist transitiv und irreflexiv).

¢ C M heiflit Kette, falls ¢ durch < linear geordnet ist. ¢ heiit maximale
Kette, falls fiir jede Kette ¢ in M gilt: ist ¢ C ¢/, so ist ¢ = (.

c heifit Kette maximaler Linge, falls fiir jede Kette ¢ in M gilt: |¢/| < |c].

1.3 Definition. Eine Menge T mit einer Halbordnung < heifit Baum, wenn
Folgendes gilt:

(i) T hat ein kleinstes Element, genannt die Wurzel von T

(ii) Fiir jedes t € T'ist {q € T': g < t} eine endliche Kette.



(iii) Jedes t € T hat nur endlich viele direkte Nachfolger, mindestens aber

einen.

Wir sehen hierbei, dass jedes Element eines Baums, mit Ausnahme der
Wurzel, wegen (ii) einen direkten Vorgénger hat und es somit keine Limespunkte
im Baum gibt. Aus (i)-(iii) ergibt sich auflerdem, dass den betrachteten Béumen
immer abzidhlbare Mengen zugrunde liegen. Deshalb und wegen (iii) hat jede
Kette maximaler Lénge in einem Baum 7' die Linge w.

In einigen Texten wird nur gefordert, dass ein Baum eine endliche Anzahl
von Wurzeln hat. Alle hier fiir unsere Bidume bewiesenen Sétze gelten auch fiir
solche Objekte (denn durch Einfiigen eines Elements unterhalb aller Wurzeln
bekommen wir wieder einen Baum in unserem Sinne). Der Ubersichtlichkeit

halber wollen wir es bei einer Wurzel belassen.

Die Elemente von T werden auch Knoten in T genannt. Eine maximale
Kette in T heifit Ast in T
Wir wollen einen Knoten, der (mindestens) zwei nicht vergleichbare direkte
Nachfolger hat, einen Spaltknoten nennen. Hat ein Knoten keine Nachfolger
in T, so heifit er auch Blatt von T'. Die hier betrachteten Baume haben daher

nach (iii) keine Blétter.

1.4 Definition. Sei T' ein Baum. Fiir ein W C T schreiben wir Cpax (W) fiir
die Menge der Ketten maximaler Léange in W. Dabei ist klar, dass ein Element
von Chyax (W) hochstens abzihlbare Méchtigkeit haben kann.

Ist ¢ € Chnax(W), |¢| = w und ¢ eine unendliche Teilmenge von ¢, so schrei-

ben wir ¢/ < ¢ (dabei ist ¢’ insbesondere auch in Ciyax(W)).

Es ist dabei noch zu bemerken, dass |W| = w nicht die Existenz einer
unendlichen Kette in W garantiert. Denn betrachten wir etwa einen Baum, in
dem es einen Ast mit abzdhlbar vielen Spaltknoten gibt, so findet sich leicht eine
unendliche Teilmenge W, so dass je zwei Elemente von W nicht vergleichbar

sind.

1.5 Definition. Sei T ein Baum.

(i) Wir ordnen allen ¢ € T ihre Héhe [t:=|{g €T :q =<t} zu T;
(ii) Fiir t € T ist der Baum durch t die Menge
Ti:={se€T:s<toders>toders=t}

mit der von T geerbten Halbordnung.



1.6 Definition. Sei T ein Baum und W eine Teilmenge von T'. Das k-te Level
W (k) von W ist die Menge {t € W : |t| = k}. Dabei richtet sich also fiir t € W
das Level, auf dem t liegt, nach seiner Hohe in 7" und nicht etwa nach der Hohe
in W.

Die Menge der Level von W ist die Menge L(W):={k € w : W (k) # @}.
Meist schreiben wir L(W) = {l,, }nen, wobei wir die [,, € w so indizieren, dass

die Folge (l,,) streng monoton steigend ist.
Offensichtlich gilt fiir einen Baum 7" und W C T immer

Uww = |J WE) =W und L(T) =w.
kew keL(W)
1.7 Definition. Sei T ein Baum. Wir definieren dann die folgenden Eigen-

schaften.

(i) Seien W7, Wy Teilmengen von T. Wir sagen Wo dominiert W1, falls es
fiir jedes t1 € Wy ein to € Wy mit t1 < £ gibt.

.. W-

(ii) Sei W C T. Dann ist W dicht in T, falls W den Baum y

T dominiert.

(iii) Sei W C T mit L(W) = {lp }nen. Wir wollen W streng
dicht in T nennen, falls fiir jedes n € w das Level T'(n)

von W (l,,) dominiert wird.

(iv) Sei W C T mit L(W) = {l,}nen und sei ¢t € T. Die
Menge W heifit streng t-dicht, falls fiir jedes n € w zumindest T}(n)
von W (l,) dominiert wird. Eine streng dichte Menge ist also insbesondere
streng ¢-dicht fiir jedes t € T.

Auflerdem ist klar, dass W C T genau dann streng t-dicht in T ist, wenn
W N T; streng dicht in T; ist.

Wir bemerken dabei noch, dass eine Teilmenge eines Baums sich selbst
dominieren kann. Dagegen kann ein Baum nicht streng dicht in sich selbst sein
(ist aber T ein Baum und tg seine Wurzel, so ist 7"\ {¢¢} immer streng dicht in

T).
1.8 Definition. Sei T ein Baum, W C T und M C w. Dann definieren wir

Win={te W :|t|e M}

Es folgen nun einige Lemmata und noch weitere Definitionen. Hierbei wird
nur Lemma 1.14 tatséchlich spéater verwendet. Die iibrigen sind allein dazu da,

die Begriffe besser kennenzulernen. Darum sind die Beweise recht ausfiihrlich



gehalten, auch wenn sie teilweise nur aus dem Zusammentragen von Definitionen

bestehen.

1.9 Lemma. Sei T ein Baum und W streng dicht in T. Dann ist fiir jedes
unendliche M C L(W) die Menge W' = Wy ebenfalls streng dicht in T .

Ist W fiir ein t € T lediglich streng t-dicht in T, so ist auch W' = Wy
streng t-dicht in T.

Beweis. Sei zunéchst W streng dicht in 7', und sei ein unendliches M C L(W)
gegeben. Um nachzuweisen, dass W/ = W [, ebenfalls streng dicht in T ist,
zeigen wir, dass fiir beliebiges n € w die Menge T'(n) von W'(l!)) dominiert
wird, wobei L(W') = {l/,},cw gelten soll.

Da aber W'(I!,) = W(l,,) fiir ein m > n ist, reicht es sicher zu zeigen, dass
W (l,,) fiir jedes m > n das Level T'(n) dominiert (Fiir n = m bleibt nichts
zu zeigen). Dies ist aber gegeben, da jeder Knoten in T'(n) einen Nachfolger in

T'(m) hat und jeder Knoten in T'(m) nach Voraussetzung einen Nachfolger in

W (l,,) hat.
Dieses Argument lésst sich ebenso anwenden, wenn W nur streng t-dicht
fiir ein t € T ist. U

Wir bemerken noch, dass die Elemente von Cpax(W) Lénge w haben, falls
W streng dicht oder streng t-dicht in 7" ist. Auflerdem sei angemerkt, dass jedes
s € W in einer Kette maximaler Lénge von W enthalten ist, falls W streng dicht

oder streng t¢-dicht ist.

1.10 Definition. Sei T1,...,T; eine endliche Folge von Biéumen. Das Baum-
tupel (oder d-Baumtupel) T ist das geordnete d-Tupel T = (Ty,...,Tyq).

1.11 Definition. Wir wollen nun einige Begriffe, die wir schon fiir Baéume und

ihre Teilmengen kennengelernt haben, auch fiir Baumtupel definieren:

(i) Seien W = (Wy,...,Wy) und W' = (W], ... , W) d-Tupel von Mengen.
Wir schreiben W < W, falls W; C W/ fiir alle i = 1,... , d gilt.

(ii) Sei T = (Th,...,T4) ein Baumtupel und W = (Wi,...,Wy) =< T. Falls
L(W;) = L(W;) fiir alle 4,§ < d ist, so heifit W kompatibel (bei kom-

patiblen Tupeln kénnen wir dann auch L(W) := L(W;) definieren). Falls

nicht anders bezeichnet, sind alle Tupel als kompatibel zu betrachten.

(i) Sei T = (T%,...,T%) ein Baumtupel (die hochgestellten Indizes haben
rein notationelle Griinde). Wir schreiben fiir € [[%_, 7% kurz i € T.. Fiir
t'e T ist T%:z (T,... ,Z}i). AuBerdem sei T'(m):= (T (m), ..., T%m)).



(iv) Sei T = (T1,...,Ty) ein Baumtupel und W = (Wy,..., W) < T. W heiBt
streng dicht (streng F—dicht) in T , falls W kompatibel ist und jedes
W; streng dicht (streng t;-dicht) in T; ist.

1.12 Definition. Sei T ein d-Baumtupel.
(i) Fiir £ e T sei |t]:= max{|t;| : i = 1,...,d} die Ordnung von .

(i) Fiir £ = (t1,...,tq) € T und eine echte Teilmenge W = (W1,..., W) von
T setzen wir Wg:: (W1,...,W}), wobei

W!:={secW;:t; <sund |t| <|s|}.

Es ist hierbei auffillig, dass diese Definition von der oben gegebenen Defini-
tion von T% abweicht und darum nur fiir echte Teilmengen giiltig ist. Dies ist

notwendig, weil das sonst entstehende Tupel inkompatibel sein koénnte.

Wir kénnen nun eine Erweiterung von Lemma 1.9 fiir Baumtupel formulie-

remn.

1.13 Lemma. Sei W = (Wiy,...,Wy) eine streng dichte (bezichungsweise
streng F—dz’chte} Teilmenge eines Baumtupels T. Dann ist fiir jedes unendli-
che M C L(W) die Menge W= (Wilars .-, Walm) ebenfalls streng dicht

(beziehungsweise streng t-dicht) in T.

Beweis. Dass eine Menge W streng dicht (beziehungsweise streng f—dicht) ist,
wird lokal in jedem 7T; nachgewiesen. Dort kann aber Lemma 1.9 angewendet

werden. O

1.14 Lemma. Sei T ein Baumtupel, W eine kompatible Teilmenge von T mit
Levelmenge L(W) = {lp}nen und t € T. Dann, gilt: Wird T%(m +n) von W(ly,)
fiir alle n € N dominiert, so ist w streng t-dicht in T.

Beweis. Seid > 1, T = (TY,..., T, W = (WL,...,W?) und = (t1,...,tq)
gegeben. Wieder nutzen wir, dass es sich um eine lokale Eigenschaft handelt,

die wir nachweisen wollen. Fiir beliebiges n € N ist
Te (|t +n) = (TS ([F] +n), ..., TE(T] +n))-

Falls also T%(m +n) von W (l,,) dominiert wird, so heifit das, dass th,ﬂﬂ +n)
von W(l,) fiir i = 1,...,d dominiert wird. Dann dominiert W(l,) natiirlich
auch T} (n) (da T" keine Blétter hat). Damit ist W* streng ¢;-dicht in 7% und
also W streng #-dicht in f, wie behauptet. ]



1.15 Definition. Sei M eine Menge und sei {C1,...,C}} eine Partition von
M. Oft schreiben wir dann, dass M = C1U...UC), eine Partition ist.

Wir werden héufig Partitionen und Féarbungen synonym verwenden. Haben
wir also eine Partition M = C1U...UC,, so sprechen wir davon, dass M mit p
Farben gefarbt ist.

Ist NC M und N C Cj fiir ein j € {1,...,p}, so hat demnach N fiir uns
die Farbe j. Gleichbedeutend schreiben wir auch, dass N j-homogen ist.

10



Kapitel 2
Satz von Halpern-Lauchli

Wie schon im Vorwort erwihnt, verwendet der erste Beweis des Satzes von
James Halpern und Hans Lauchli Methoden der Modelltheorie, die der kombi-
natorischen Struktur des Satzes nicht angemessen scheinen. Dies haben bereits
die Autoren in ihrem Artikel bemerkt und den Leser angeregt, einen kombina-
torischen Beweis zu finden [4]. Ein solcher Beweis liegt inzwischen durch Spyros
Argyros, Vaggelis Felouzis und Vassilis Kanellopoulos [1] vor und wird uns in
diesem Kapitel beschéftigen.

Es sei noch auf einen eleganten Beweis mit Hilfe von Forcing von Harrington
(zu finden in [10]) hingewiesen, dessen Makel allerdings ist, dass er ebenfalls

nicht als kombinatorisch angesehen werden kann.

Es ist noch eine letzte notationelle Hiirde zu {iberwinden, bevor wir uns dem

titelgebenden Satz zuwenden.

2.1 Definition. Fiir A C w und ein Baumtupel 7' = (Th,...,Ty) sei

®'7:= U II 5

neA 1<i<d

das Baumprodukt von T.
Falls A = w ist, schreiben wir ®Af = T. Auf die gleiche Weise definieren
wir fiir kompatibles W < T und L(W) = {ln }new
QW =U 11 wit)
neA1<i<d
und @AW = @ W fiir A = w. In diesem Kapitel wird uns nur A = w begegnen.
Dabei ist klar, dass jedes t € ®f cin Element von T (im weiter vorne

beschriebenen Sinn) ist und |£] in diesem Fall das eindeutige k € w ist, so dass
t'e [T, Ti(k) gilt.

11



Auflerdem ist auch ®Af ein Baum (mit der von den Bdumen in T induzier-
ten Halbordnung), was aber fiir unsere weiteren Betrachtungen nicht ausgenutzt

werden wird.

2.1 Der Satz von Halpern und Lauchli

Nun haben wir also das Handwerkszeug beisammen, um den Satz zu formulie-

ren:

2.2 Satz (Halpern, Liuchli [4, 1]). Sei T = (T1,...,Ty) ein Baumtupel
und W = (W, ..., Wy) streng dicht in T. Dann gilt fiir jede endliche Partition
X W=0CU... UC, eine der folgenden Aussagen:

(a) Es gibt ein kompatibles W' < W, so dass W' streng dicht in T und Q W'

1-homogen 1ist.

(b) Es gibt ein j € {2,...,p}, eint = (t1,...,t4) € T und ein in T streng
t-dichtes W' < W, so dass @ W J-homogen ist.

Die Betrachtung von CjU...UC, kann durch Induktion leicht auf die von

C1UCs reduziert werden, also auf die folgende Aussage:

2.3 Satz. Sei T ein d-Baumtupel und W < T streng dicht in T. Dann gilt fiir
jede Partition Q) W = C1UC, eine der folgenden Aussagen:

(a) Es gibt ein W < W, so dass W' streng dicht in T und @ W' 1-homogen

15t.

(b) Es gibt eint € T und ein W' = W, so dass W' streng t-dicht in T und
QW' 2-homogen ist.

Beweis von 2.2 aus 2.3. Wie angekiindigt folgt eine Induktion iiber p:

Sei uns dazu ein Baumtupel T = (Th,...,Ty), einin T streng dichtes W < T'
und eine Partition @ W = C1U . .. UC, gegeben.

Der Fall p = 2 ist Satz 2.3. Sei also p > 2. Betrachten wir nun die Par-
tition @ W = C1U...UC, oUC, | mit C) | = Cp1UC, so konnen wir die
Induktionvoraussetzung auf diese Farbung anwenden.

Die Fille, dass Aussage (a) oder fiir ein j < p—1 Aussage (b) eintritt, liefern
auch in unserer urspriinglichen Farbung das gewiinschte Ergebnis.

Tritt (b) mit j = p—1 ein, so wenden wir Satz 2.3 auf das Baumtupel T%, die
darin streng dichte Menge W’ und die Partition ® W’ = Cg_lUCg an, wobei
C}=CrNQ W' ist (k € {p —1,p}). Damit finden wir auch hier eine Menge
mit den geforderten Eigenschaften. O

12



Der Beweis von Satz 2.3 wird durch Induktion iiber d gefiihrt. Der Fall d = 1

ist ein altbekanntes Ergebnis, das auch nicht schwer zu zeigen ist.

2.4 Proposition. Sei T ein Baum und W eine streng dichte Teilmenge von T
Dann gibt es fiir jede Partition W = C1UCy entweder ein 1-homogenes, streng
dichtes W' C W oder eint € T und ein 2-homogenes, streng t-dichtes W' C W
m T.

Beweis. Sei L(W) = {li}rew die Levelmenge von W. Betrachte die folgenden
Félle:

1. Fall: Fiir jedes t € T existiert ein k; € w, so dass fiir alle & > k; gilt:
W(lk) NT,NCL # 2.

I } Tl ()

-/ T(n)

Wir betrachten dann zu jedem n € w das Level T'(n) = {tp1,...,tnp. }
und suchen Kyax(n) = max{kmax(n — 1) + 1, max{ks, , : 1 <i < p,}} (sei
dabei kpax(—1) := 0). Zu jedem ¢ € T'(n) wihlen wir dann einen Nach-
folger in W (lj,..(n)) N Tt N Cy aus. Tun wir dies fiir jedes n, erhalten wir
ein 1-homogenes, streng dichtes W’ C W.

2. Fall: Fall 1 tritt nicht ein, das heifit, es existiert ein ¢ € T und eine
streng monoton steigende Folge (kj)new, so dass fiir alle n € w gilt:
W(lkn) NT; C Cs.

Dann setzen wir W' = J,,c, W (Ix,,) N T;. Damit ist W' streng t-dicht in
T und auflerdem 2-homogen. O

Vereinbarung: Ab jetzt argumentieren wir unter der Voraussetzung, dass
Satz 2.3 fiir ein d > 1 gilt.

Fiir den Rest des Kapitels sei auBerdem ein (d+1)-Baumtupel (S, T'), eine in
(S, T) streng dichte Teilmenge (Vo, W) und eine Partition ®(Vo, Wo) = C1UC,

vorgegeben.

13



Bevor wir den Beweis von 2.3 weiterfithren, wollen wir zun#chst eine
Abkiirzung definieren. Diese wirkt im ersten Moment vielleicht recht unhand-
lich, tragt aber erheblich zur Lesbarkeit der nachfolgenden Sétze bei. Man er-
innere sich dabei, dass Cpax(W) die Menge der Ketten maximaler Lange von
W bezeichnet.

)
—

2.5 Definition. Fiir jedes (V, W) =<
) e (ST

Vo
t) € (S,

(Vo, Wo), das streng dichte Teilmenge
von (S, T) ist, sowie fiir jedes (s (S,T) und € € {1,2} definieren wir die

folgenden zwei Aussagen:

Q(e,0,(V, W)) < Fiir jedes s’ € V und jedes in T streng dichte W' < 174
existiert ein ¢ € Chax (V) und ein in T streng dichtes W’ < W’ , so dass
(¢, W") kompatibel und @(c, W”) e-homogen ist.

Q(e, (s,%), (V,W)) :& Fiir jedes s’ € V; und jedes in T streng dichte W’/ < W
existiert ein ¢ € Chyax(Vy) und ein in T streng dichtes W’ < W , so dass
(c, Wé’ ) kompatibel und )(c, Wti' ) e-homogen ist.

Fiir den Beweis des ersten grofleren Schritts auf dem Weg zu Satz 2.3 benéti-
gen wir auflerdem noch ein Lemma. Dieses beweisen wir wohlgemerkt mit Hilfe

der Induktions-Voraussetzung fiir Satz 2.3.

2.6 Lemma. Seien ¢ € Cpax(Vo) und W < Wg streng dicht in T so, dass
(c, W) kompatibel ist. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:

(a) Es existiert ein d < ¢ und ein W' < W streng dicht in T, so dass (¢, W)
kompatibel und @(c', W') 1-homogen ist.

(b) Es eistiert ein ¢ < ¢, eint € T, sowie ein streng t-dichtes W' < W in
T, so dass (¢, W') kompatibel und ®(c,W') 2-homogen ist.
Beweis. Sei L(W) = {l;}rew die Levelmenge von W. Dann schreiben wir ¢ =

{Sk }kew, wobel s € V und |sg| = I fiir alle k € w ist. Nun betrachten wir die
Partition &) W = C1UCs,, wobei

6’1:{56 ®W:|F|:lk fiir ein k € w und (s,%) € C1}

und
Cy = {te ®W |t| = I, fiir ein k € w und (sg, 1) € Cy}.

Unter der Annahme, dass Satz 2.3 fiir d gilt, existiert dann entweder ein streng
dichtes W' < W in T, so dass X W' C Oy ist, oder es existiert ein € T und ein
streng i-dichtes W' < W in T, so dass X W' C Oy ist. Dann ist fiir ¢ := c[L(W/)
das Produkt (¢, W') entweder Teilmenge von C; oder von Cs. O
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2.7 Proposition ([1]). Fir jedes (V, W) < (Vo, Wy), wobei (V,W) eine streng

dichte Teilmenge von (S, f) ist, gilt eine der beiden Aussagen:

(a) Q(1,0,(V,W)) gilt.

(b) Es gibt ein (s,t) € (S,T) und ein (V',W') < (V,W) streng dicht in
(S,T), so dass Q(2, (s, 1), (V!,W")) gilt.

Beweis (durch Widerspruch). Wir wollen annehmen, dass weder (a) noch (b)
gilt.

Zunichst fixieren wir eine Aufziéhlung (Fn)nEw der Elemente von 7. Dann
wihlen wir ein s € V mit |so| > |fo| und eine in T streng dichte Menge
WO < W, welche die Ungiiltigkeit von Q(1,0, (V,W)) bezeugen (haben wir ein
Cegenbeispiel s, gefunden, so ist |so| > |fo| leicht zu erfiillen, da jeder Nachfolger
von s, in V ebenfalls ein Gegenbeispiel ist).

Wir werden nun das Folgende beweisen: Da nach unserer Annahme auch
(b) nicht gilt, kénnen induktiv zwei Folgen (s!,)nen und (s,)nen von Knoten
in S, eine Folge (W”)neN mit W < T fiir jedes n und eine streng monoton
steigende Folge (m,)nen aus natiirlichen Zahlen konstruiert werden, so dass fiir
alle n € N gilt:

(i) 8!, und s, liegen in Vi, und es ist s, € V(m,,) und

50<5§<81<...<8'n%sn;

(i) W™ ist streng dicht in 7', die Menge W™ (m,,) dominiert T'(n) und es ist
WO =Wl = =W

(iii) Sei V™ := VrL(vf/n) und seien ¢ € Crax (V) ) und W’ =< wn streng dicht in

T, so dass (c, Wti ) kompatibel ist. Dann ist &)(c, T/f/ti ) nicht 2-homogen;
(iv) Es ist my, > |tn].

Der Induktionsanfang ist, wie man sich leicht an den Bedingungen iiberlegen
kann, analog zum Induktionsschritt. Denn iiberall, wo wir bei der Konstruktion
fir n 4+ 1 auf den Fall n zuriickgreifen, haben wir die entsprechenden Objekte
fiir n = 0 (s, WO, VO, wobei wir VO := VrL(VT/O

Der Induktionsschritt wird nun wie folgt gefithrt: Angenommen, (s})7_;,
(sk)p_1 (Vf/’l‘“)Z:1 und (my)p_, wurden definiert, so dass (i)-(iv) gilt. Da (b)
nicht gilt, kénnen wir ein s, ; € V» und ein in T streng dichtes Wwntt <
so withlen, dass sie die Ungiiltigkeit von Q(2, (sn,%n41), (V™ W™)) bezeugen.
Die Bedingung (iii) bleibt dabei giiltig, wenn man n durch n + 1 ersetzt, da

Vvt C Yn ist. Da W™t streng dicht in 7 ist, kénnen wir ein ausreichend

) setzen) bereits festgelegt.
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groBes my,1 € L(W™) wihlen, das heiBt so, dass my, 41 > max{|s), 1|, [tn+1]}
ist und auBerdem T(n + 1) von W (m,,;1) dominiert wird. Damit sind die
Bedingungen (ii) und (iv) erfiillt.

Wir wéhlen nun noch ein (beliebiges) s,41 € ngﬂ(mnﬂ). Damit ist der
Induktionsschritt ausgefiihrt.

Nun setzen wir We 1= Uneo W”(mn) und ¢ = {Sp}new. Aus den Be-
dingungen (i) und (ii) erhalten wir, dass We < WY, W, streng dicht in T,
Coo € Cmax(Vs,) und (oo, Woo) kompatibel ist. Durch die Wahl von sg und wo
folgt damit, dass fiir alle ¢ < ¢, W' = Woo, so dass W’ streng dicht in T und
(¢, W') kompatibel ist, ®(c, W’) nicht 1-homogen ist.

Darum gibt es nach Lemma 2.6 ein ¢ < ¢, €in t € T und ein streng
t-dichtes W' < Wao in T, so dass (¢, W) kompatibel und ® (¢, W’) 2-homogen
ist. AuBerdem gibt es ein n € w mit £ = #,, (nach Definition der ).

Sei L := {mp,mp41,...}, ¢ :=clp und WO .= W’I,. Dann gilt nach (1),
dass ¢ € C’max(‘/;Z) ist, und es ist w = wn streng t,-dicht in T.

WO kann nun (wie man sich leicht iiberlegt) zu W® < W, erweitert
werden, wobei W® streng dicht in T, L(W®) = L(W®) und WS) = _‘tgnl)
ist. Dies ist moglich, (unter anderem) da W streng dicht in T ist. AuBerdem
ist dann auch W® = W™, Wir stellen jetzt noch fest, dass dann (¢ ,W(Q))
kompatibel ist und auBerdem @)(¢, Wg)) = QW t%)
ist aber ein Widerspruch zu (iii) aus der induktiven Konstruktion. Darum ist

) 2-homogen ist. Dies

es nicht moglich, dass weder (a) noch (b) gilt. O

Nun kommen wir zum zweiten Schritt, in welchem wir zeigen wollen, dass

wir die Aussage in Satz 2.3 aus der Aussage in Proposition 2.7 gewinnen kénnen.

2.8 Proposition ([1]). Sei (s,i) € (S,T), (V,W) = (Vo,Wy) streng dichte
Teilmenge von (S,T) und ¢ € {1,2} derart, dass Q(e, (s,t), (V,W)) gilt.
Dann egistiert ein (V',W') < (V,W), (V',W') streng (s, 1)-dicht in (S,T),
so dass @(V',W') e-homogen ist.
Falls Q(¢, 0, (v, W)) gilt, so existiert ein entsprechendes (V' W'), das in T
streng dicht ist.

Beweis. Gelte also Q(e, (s,7), (V,W)) fiir e, (s,), (V, W) wie in der Proposition
beschrieben.

Wir werden induktiv und simultan die folgenden Folgen konstruieren: eine
streng monoton steigende Folge (my,)ne, von positiven ganzen Zahlen, eine
Folge (V;)new von Teilmengen von V und eine Folge (W, )new von Teilmengen

von W, so dass fiir alle n € w gilt:

(i) V,, dominiert S,(|(s,%)| +n) und V;, € Vi(my,);
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(ii) W,, dominiert T%(|(s,£)| +n) und W, < Wg(mn);
(Die Elemente von Vj,, und W,, haben also alle die gleiche Hohe)
(iii) Das Levelprodukt ](V,, W,) ist e-homogen.

Nachdem die obige Konstruktion ausgefiihrt wurde, setzen wir

= U V,, und W = U Wn
new new
Dann ist nach (i), (i) und Lemma 1.14 klar, dass (V/,W’) < (V,W)
und (V’, W) streng (s, )-dicht in (S, T) ist. AuBerdem ist dann @(V’/, W’
Unew [T1(Va, W,,), womit wegen (iii) Q(V’,W’) e-homogen ist.

Nun miissen wir noch zeigen, dass diese Objekte auch tatsdchlich konstru-
iert werden kénnen. Der Induktionsanfang wird leicht durch Q(e, (s, 1), (V, W))
geleistet, der Induktionsschritt kann nun wie folgt gefiihrt werden:

Seien (m;)!, (Vi)i~y und (Wi)’f:o konstruiert, so dass (i)-(iii) gelten. Da
V' streng dicht in S ist, gibt es ein m € L(V), so dass V(m) die Menge
S(|(s,)| +n + 1) dominiert. Es gilt dabei sogar, dass Vs(m) nicht leer ist und
Ss(|(s,1)| +n + 1) dominiert. Sei Vi(m) = {sx}_,- Da Q(e, (s, ), (V, W)) gilt,

konnen induktiv die folgenden endlichen Folgen konstruiert werden:

gilt
) =

(i") Eine endliche Folge (cx),_; von Ketten, so dass ¢ € Chax(Vs,) fiir
1 <k <rist.

(ii’) Eine absteigende endliche Folge (Wk)zzl von in T streng dichten Teil-
mengen, so dass W = Wl = ... = W mit folgender Eigenschaft gilt:
(Ck, Wt@) ist kompatibel und ) (cx, Vf/i“) ist e-homogen fiir alle 1 < k <.

Dabei ist zu bemerken, dass fiir ¢, := ¢ [, L das Produkt ®(ck,Wﬂ) fiir

)
jedes k mit 1 < k < r e-homogen ist . ‘

Wir wéhlen nun my,y; € L(I/f/r) derart, dass mp41 > max{m,,m}
ist und T(|(s,#)| +n+1) von W"(my41) dominiert wird. Damit wird auch

T’;-‘(KS, ) +n+1) von Wg(mnﬂ) dominiert. Setzen wir nun

T

Vit : U mn+1 und WnJrl = W“(mnqtl)

so dominiert Vj, 1 die Menge V;(m) und damit auch Sy(|(s, )| +n+1). Auler-
dem ist TT(Vig1, Wap1) € @(Uhoy ¢ th’), weshalb es nach den vorhergehen-
den Ausfithrungen e-homogen ist. Damit der Beweis schon fast bewéltigt.

Der Fall, dass Q(e,ﬁ, (V, W)) gilt, kann nahezu analog behandelt werden,

die Unterschiede liegen allein in der Notation. Wir konstruieren dazu (wie oben)
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Folgen (my)new, (Vi)new und (Wy,)new, so dass (m,,) streng monoton steigend
ist, V,, € V(my), Wy = W(m,,), V,, die Menge S(n) dominiert, W,, die Menge
T'(n) dominiert und [J(V;,, W,,) e-homogen ist. Dann setzen wir V' :=J .V,

new ' N
und W’ := Uncw Wh, und es wird auf die gleiche Weise wie eben klar, dass
(V/,W') streng dicht in (S,T) und ®(V’, W’) e-homogen ist. O

Damit ist dann auch der Induktionsschritt zu d + 1 geschafft und Satz 2.3

bewiesen.

2.2 Bemerkungen

Nachdem wir Satz 2.2 nun vollstdndig bewiesen haben, wollen wir ein wenig auf
seine Struktur und Erweiterbarkeit zu sprechen kommen. Als erstes driangt sich
die Frage auf, weshalb er eine Asymmetrie in Bezug auf die Farben aufweist.
Und in der Tat kénnte man denken, 2.2 hétte auch wie folgt formuliert werden

konnen:

2.9 Korollar. Sei T = (Th,...,T,) ein Baumtupel und W = (Wy,...,Wy)
streng dicht in T. Dann gilt fiir jede endliche Partition @ W = C1U. .. UC,:

Es gibt ein j € {1,...,p}, eint = (t1,...,tq) und ein W' <= W, welches
streng t-dicht in T ist, so dass ) W’ j-homogen ist.

Dies ist offenbar ein Korollar von Satz 2.2. Allerdings gehen auf diese Weise
Informationen verloren. Um dies einzusehen, wollen wir eine weitere Folgerung
von 2.2 betrachten. Etwas lax formuliert sagt diese aus: Gilt (a) im Satz von
Halpern und Léuchli fiir keine der Farben, so gibt es (mindestens) zwei Farben,
fiir die (b) gilt.

2.10 Korollar. Sei T = (T1,...,Ty) ein Baumtupel und W = (Wi,...,Wy)
streng dicht in T. Dann gilt fiir jede endliche Partition ®W = C1U...UC,
eine der folgenden Aussagen:
(a) Es gibt ein j € {1,...,p} und ein kompatibles W' < W, so dass W' streng
dicht in T und @ W' j-homogen ist.

(b) Es gibt zwei Zahlen ji,5o € {1,...,p}, fir die es jeweils ein t, =
(th, ... ,tfl) (fir k =1,2) und ein Wé, < W gibt, wobei Vf/,g streng ty,-dicht
in T ist und @ W/; Jrk-homogen ist.

Beweis. Seien T, W und C1U. .. UC, wie beschrieben und sei (a) nicht erfiillt.
Dann finden wir ein ji, fiir das (b) aus 2.2 gilt. Nun definieren wir C] := C,

und €, := C und wenden Satz 2.2 auf die Farbung

QW = ClUCLU. .. UC), 1UC, UC;, 11U UG,
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an. Da (a) aus 2.2 auch fiir C] nicht erfiillt ist, finden wir ein jo (mit C}, # Cj,

nach Konstruktion) mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Wir sehen insbesondere an diesem Beweis, dass wir in Satz 2.2 unter be-
stimmten Umstianden Informationen iiber zwei verschiedene Farben bekommen.

Dies gelingt bei Korollar 2.9 nicht.

2.3 Eine metrische Anwendung

Bevor wir uns weiteren Sétzen der unendlichen Kombinatorik widmen, wollen

wir eine Umformulierung von Satz 2.2 fiir metrische Rdume betrachten.

Zunéachst ist dafiir etwas Notation zu kldren.
2.11 Definition. Sei (X, p) ein metrischer Raum.

(i) Eine Teilmenge F' C X heifit e-dicht fiir ein € > 0, falls p(x, F') < ¢ fiir
alle x € X ist.

(ii) (X, p) ist prdkompakt (oder total beschrinkt), falls fiir jedes € > 0 eine
endliche e-dichte Teilmenge F; von X gibt.

2.12 Satz ([1]). Sei {(X;,pi) :i=1,...,d} eine endliche Familie von prikom-
pakten metrischen Rdumen. Sei fir jedes n € N und jedes i = 1,...,d ein

%—dichtes F,; C X; gegeben. Dann gilt fiir jede Partition

o d
UTI[Fwi=C0...0c,

n=11i=1

die folgende Aussage:
Es existiert eine streng monoton steigende Folge (ny)ken, nichtleere Mengen

By, i C Fn, i und ein j € {1,...,p}, so dass

co d
U HBnk,i j-homogen ist.
k=1i=1

Es gilt sogar:

(a) Falls j =1 ist, so ist fir jedes k € N und i = 1,...,d die Menge By, ;
%—dz’cht m X;.

(b) Falls j > 1 ist, dann gibt es fir jedes i = 1,...,d eine nichtleere offene
Umgebung V; in X;, so dass By, ; %—dicht i V; ist.
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Zum Beweis benotigen wir zwei Hilfssétze, welche aber nicht schwer zu zei-
gen sind.
Vorweg wollen wir noch eine Schreibkonvention einfiihren, welche wir auch

in Kapitel 4 wieder brauchen werden.

2.13 Definition. Sei T'= (T, <) Baum, ¢ € T. Wir definieren dann
IS(t,T) :={se€T:t<sund |s| =min(|sg| : so € {g e T :t < q})},
d.h. IS(¢,T') ist die Menge der direkten Nachfolger von ¢ in T

2.14 Lemma. Sei (X, p) ein prikompakter metrischer Raum. Dann gibt es
einen Baum T und eine Familie {Gy}er nichtleerer offener Teilmengen von

X, so dass die folgenden Eigenschaften erfillt sind:
(a) Ist tg die Wurzel von T, so ist Gy, = X.

(b) Fiirt € T mit [t| > 1 ist diam(Gy) < ‘i

(c) Fiir s,t € T mitt < s ist Gy 2 Gj.
(d) Es ist Gt = Usersur) Gs fir alle t € T.

Beweis. Induktion iiber die Hohe der Knoten in T'. Der Induktionsanfang wird
dabei von (a) geliefert, weitere Bedingungen an Gy, gibt es nicht.

Seien nun 7T und die entsprechenden G; bis zur Hohe n konstruiert und
sei t; € T'(n). Da X priakompakt ist, gibt es eine endliche ﬁ—dichte Menge
F, C Gy, etwa mit Fy, = {z;}7.,. Darum gibt es dann auch eine endliche
offene Uberdeckung {U]tl }iL von Gy, wobei alle U;i C Gy, sind und so, dass
diam(U;i) < n+r1 ist (man konnte hierfiir beispielsweise U;i =B L (xj) NGy,
definieren).

Versehen wir nun ¢; mit m direkten Nachfolgern und ordnen jedem dieser

neuen Knoten genau ein U;i zu, so werden alle Bedingungen erfiillt. O

2.15 Lemma. Sei {(X;, p;)}¢, eine endliche Familie von prikompakten me-
trischen Rdaumen und {Gilier, die entsprechenden Familien offener Mengen,
welche Lemma 2.14 liefert. Firn € N und i = 1,...,d seien F,; %—dichte
Teilmengen von X;.

Dann gibt es fir jedes i € {1,...,d} Familien {x;}tc1, und eine streng

monoton steigende Folge positiver natiirlicher Zahlen (my)kew, so dass gilt:
(a) Fir allet € T; ist x¢ € Gy.

(b) Fir alle k € wist {xy :t € T, |t| =k} C Fppy i
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Beweis. Wir wihlen zu jedem ¢ = 1,...,d und jedem t € T; ein y; € G; und
ein 0; > 0, so dass der Ball By, (y:) ganz in Gy liegt. Als néchstes wihlen
wir fiir jedes k € w den Radius 0y = min{d; : t € T3, |t| = k,i = 1,...,d}.
Abschlieflend suchen wir uns eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher
Zahlen (my)key, so dass mik < 0y fiir alle k € w ist.

Wir bemerken hierbei, dass fiir jedes ¢ € T; mit [t| = k die Menge
Fin,i N Bs,(yr) # @ ist. Damit ist auch F,,, ; N Gy nicht leer. Wir wihlen also
x¢ als ein beliebiges Element aus F,, ; N G¢. Damit haben {{$t}teT¢}gz1 und
(mg)rew die geforderten Eigenschaften. O

Beweis von Satz 2.12. Die beiden vorhergehenden Lemmata liefern uns fiir je-
des (Xj, pi) einen Baum T;, eine Familie {G¢}ier, und eine Familie {z;}er,
jeweils mit den beschriebenen Eigenschaften. Sei T' = (T,...,Ty). Wir bemer-
ken, dass die Partition |J°°, [, Fni = C1U...UC, cine Partition von QT
induziert, welche wie folgt lautet: Es ist QT = C1U...UC}, wobei fiir jedes
je{l,...,p} gilt:

C.; :{F: (tl,,td)ge ®f und (xtla"‘7xtd) 6 C.]}

Nach Satz 2.2 gibt es entweder eine streng dichte Menge W in f, so dass Q) W
1-homogen ist, oder es gibt ein t = (t1,...,tq) und eine streng t-dichte Menge
W in T, so dass (03] W j-homogen ist fiir ein j € {2,...,p}.

Sei W = (Wi,...,Wy) und L(W) = {lj}rcw. Sei auBerdem (my)pe, die
Folge aus Lemma 2.15. Falls wir 1-Homogenitét erhalten, wollen wir fiir jedes
i=1,...,dund jedes k € w schreiben: ny := my, und B,,, ; := {x; : t € W;(Ili)}.
Die Eigenschaften von {G }+er, und {z; }e1;, sowie die Tatsache, dass W streng
dicht in T ist, liefern uns nun, dass By, ; %—dicht in X; ist, dass By, ; C F},, ; fir
allei =1,...,d ist, und da &) W C C] ist, gilt auch noch, dass (J;-, Hle By,.i
1-homogen ist. Somit ist der Satz fiir diesen Fall gezeigt.

Ist W streng #-dicht in T (fiir ein £ = (t1,...,tq) € T) und @ W j-homogen

(fiir ein j > 2), so setzen wir
ng = my,, Bnk,i = {mt it e Wi(lk),t - ti} und V; = Gti-

Die Eigenschaften von {G }er, und {z¢ }+er, liefern uns dann, dass By, ; C Fy, i
fir alle ¢ = 1,...,d ist, dass By, ; %—dicht in V; ist, und dass auflerdem

U2, TIX, Bu,.i j-homogen ist. Damit ist der Satz bewiesen. O
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Kapitel 3

Satz von Laver

In den folgenden zwei Kapiteln geht es um Moglichkeiten, den Satz von Halpern
und Lé&uchli zu verallgemeinern. Zunéchst fragen wir uns, welche der Vorausset-
zungen abgeéndert werden kdnnen, so dass eine moglichst starke Aussage mit
Hilfe von Satz 2.2 bewiesen werden kann.

In diesem Kapitel soll uns die Frage beschéftigen, ob (und natiirlich auch
wie) wir ein Ergebnis in der Art von Satz 2.2 finden, wenn wir von den endlichen

Baumtupeln zu unendlichen Baumfolgen iibergehen.

3.1 Mehr Definitionen und eine Umformulierung

Als erstes wollen wir die Struktur von streng dichten Mengen etwas detaillierter
betrachten. Wir untersuchen hierzu die nichtleeren Level einer streng dichten

Menge separat.

3.1 Definition. Ein Tupel X = (X1,...,X4) (d € N) von Mengen heifit
n-dicht in einem Baumtupel T = (Th,...,Ty), falls es ein m > n gibt, so
dass X C T(m) ist und (fiir 1 < i < d) zu jedem ¢ € Tj(n) ein Nachfolger z in

X, existiert.

Wie man leicht sieht, ist jede in T streng dichte Menge aus einer Familie
{Xl, X, .. .} aufgebaut, wobei X,, n-dicht in T ist.

Umgekehrt finden wir in jeder Familie {)21, )22, ...} von Mengen, in der X,
n-dicht in T ist, eine unendliche Teilfamilie, deren Vereinigung streng dicht in
T ist.

3.2 Definition. Sei T' ein Baumtupel. Fiir i’ € ®f ist ein t-n-dichtes Tupel
ein n-dichtes Tupel in T;;
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Nun formulieren wir den Satz von Halpern und L&uchli so, dass er von
n-dichten Mengen spricht. In dieser Form ist er in diesem Kapitel leichter an-

wendbar.

3.3 Satz. Sei d € N, T = (Th,...,T4) ein Baumtupel und ®f = C1UCs,.

Dann gilt eine der folgenden Aussagen:
(a) Fiir jedes n € N gibt es ein n-dichtes X mit [[X C C.
(b) Fiir eint e QT und alle n € N gibt es ein t-n-dichtes X mit @ X C Cs.

Beweis. Offenbar sind die Voraussetzungen zu Satz 2.2 (dem Satz von Halpern-
Lauchli) erfiillt. Mit den vorhergehenden Betrachtungen sind dann auch die

Aussagen dieses Satzes unter Verwendung von Satz 2.2 klar. O

Wenn wir nun zu einem vergleichbaren Satz fiir Baumfolgen T =
(T1, Tz, ...) kommen wollen, wollen wir von den 7T; zusétzlich fordern, dass sie
,nicht zu kahl“ sind. Was damit gemeint ist, wird in der néchsten Definition

beschrieben.

3.4 Definition. Ein Baum T heifit perfekt, falls wir fiir jedes t € T zwei
Nachfolger in verschiedenen Asten finden, wenn also gilt:
Fiir alle t € T ist {(u,v) €eTxT:t <u,t <vund u A v,u ¥ v} # 2.
Wir wollen auflerdem ein Baumtupel T = (T, ..., Ty) perfekt nennen, falls
alle T; perfekt sind. Analoges gilt fiir Baumfolgen.

Diese Eigenschaft wollen wir auch in der einfarbigen Menge erhalten, die wir
zu finden hoffen. Um dies mit einer iiberschaubaren Notation tun zu konnen,

wollen wir Teilmengen von Bdumen genauer als bisher unterscheiden:

3.5 Definition. Sei T ein Baum. Eine nichtleere Teilmenge T” von T heifit
Teilbaum von T, falls gilt: fiir jedes t € T" ist {s € T': s < t} eine Teilmenge
von T”. Ein Teilbaum ist also die Vereinigung von Anfangsstiicken von Asten

aus 7.

Teilbdume koénnen nach dieser Definition Blétter haben und sind darum
nicht unbedingt Baume, wie sie in Kapitel 1 definiert wurden. Allerdings sind
perfekte Teilbdume (um die es uns gehen wird) sicherlich Bdume im Sinne von

Definition 1.3, wie man sich leicht {iberlegen kann.

Nun bleiben noch zwei vorbereitende Definitionen zu formulieren, bevor wir
uns dem entscheidenden Satz dieses Kapitels widmen koénnen:
3.6 Definition. Sei M eine Menge und & eine Kardinalzahl. Dann bezeichnen

wir mit [M]"* die Menge der Teilmengen von M, welche Méchtigkeit x haben.
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3.7 Definition. Fiir eine Baumfolge T = (Th,T5, . . .) sei analog zu Baumtupeln

®7 = U0

newieN

das Baumprodukt von T.

3.2 Der Satz von Laver

Nun kénnen wir den Satz formulieren, um den es in diesem Kapitel hauptséch-
lich gehen soll. Dabei wird auch klar werden, inwiefern die vorangegangenen

Definitionen hilfreich sind.

3.8 Satz (Laver [6]). Sei T = (T1,Ts,...) eine Folge perfekter Biume und
QT = C1UCy. Dann gibt es ein j € {1,2}, ein A € [w]X und perfekte
Teilbdume T! von T; (i € N), so dass QAT C Cj ist.

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, wollen wir ein paar Beobachtungen
festhalten.

Es sei zunichst bemerkt, dass dies keine genaue Ubertragung
des Satzes 3.3 auf Baumfolgen ist. Es wird so etwa nicht erreicht,
dass die einfarbigen Mengen dicht in T sind (im nebenstehenden
Bild ist der gestrichelte Teilast nicht in 77 enthalten, weshalb
jeder Knoten darauf keine Nachfolger in 77 hat). Die Aussage,

die man durch Ersetzen von Baumtupeln durch Baumfolgen in Satz 3.3 erhilt,

wird von Laver in [6] als Vermutung formuliert.

Es fillt auBerdem auf, dass wir nur mit 2 Farben farben. Dies geschieht
allerdings nur, um den Beweis iibersichtlicher zu gestalten. Wir kénnen ohne
Miihe, wie schon beim Satz von Halpern und Lauchli, die 2-Farbung durch eine

p-Féarbung fiir beliebiges p € N ersetzen.

Der Beweis von Satz 3.8 wird aus mehreren Schritten bestehen, wovon ledig-
lich der erste (Lemma 3.10) Gebrauch von Satz 3.3 macht.

Lemma 3.13 nennt eine Eigenschaft, die uns auf abzdhlbar vielen Leveln ein-
farbige, perfekte Teilbdume liefert. Die Lemmata 3.16 und 3.17 haben dann die
Form: Finden wir keine perfekten und auf abzéahlbar vielen Leveln 1-homogenen
Teilbdume, so bekommen wir eine Eigenschaft, die uns weiter in die Richtung

der Aussage aus Satz 3.8 bringt.
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Doch zunéachst wollen wir noch eine abkiirzende Schreibweise einfiihren:

3.9 Definition. Falls d € N und X = (X1,...,Xy) ist, so sei
A (X) :={(By,...,By) : fiir jedes i gilt B; C X; und |B;| = 2}.

Mit dieser Definition kénnen wir nun das erste Lemma des Kapitels formu-

lieren:

3.10 Lemma. Seid € N und T = (T,...,Ty) ein perfektes Baumtupel. Sei
aufserdem m € N. Dann gibt es ein ausreichend groffes p = p(m,f) e N, so
dass gilt: fiir jedes C C [[T(p) mit CN][ B # @ fiir alle B € /(T (p)) gibt es
ein m-dichtes Y = (Yy,...,Yy), Y; C Ty(p), mit [[Y C C.

Beweis. Die Aussage ist eine einfache Folgerung aus Satz 3.3.

Falls fiir ein m und jedes p ein Gegenbeispiel C,,,, existieren wiirde, dann
wére Up Cp,m eine Teilmenge von ) T, die kein Produkt eines m-dichten Tupels
in T enthilt. Nach Satz 3.3 gibt es dann ein ¢ € (%) T und, fiir unendlich viele g,
t-g-dichte Tupel qu - f(pq) mit ] quﬂCpq,m = @. Wir wihlen ein ¢ € N aus,
so dass jedes t; eine Spaltknoten s; als Nachfolger hat, wobei |s;| € (|ti],q¢ — 1]
ist.

Jedes Element von qu enthélt dann mindestens zwei Elemente. Somit gilt
Cpyom N1 B = o fiir mindestens ein B € ;zf(f(pq)), im Widerspruch zur Defi-

nition von Cj,_ . ]

Die Aussage in Lemma 3.10 macht moglicherweise den Eindruck, schwécher
zu sein als Satz 3.3. Wie aber schon ansatzweise im Beweis von 3.10 zu sehen
ist, wird nahezu die gesamte Stirke des Satzes gebraucht. Es kann lediglich (b)
in Satz 3.3 insofern abgeschwécht werden, dass man nicht fiir jedes, sondern nur
fiir ein n (in bestimmten Schranken) die Existenz eines X benétigt, welches auch
nicht Z-n-dicht sein, sondern nur in .7 (T'(n)) liegen muss. Diese Abschwiichun-
gen scheinen aber nicht ausreichend, um auf einen deutlich kiirzeren Beweis als

den von Satz 3.3 (beziehungsweise 2.2) zu hoffen.

Fiir den weiteren Verlauf des Kapitels werden wir uns auf eine bestimmte
Klasse von Baumfolgen beschranken, die wir zunéchst definieren, um dann zu

iiberlegen, weshalb die Betrachtung solcher Folgen ausreicht.

3.11 Definition. Sei T = (Th,T5, ... ) eine perfekte Baumfolge. Wir schreiben

dann:

Te T, < lim (m; € w : T; verzweigt erstmals auf dem Level m;) = w.
71— 00
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Wenn wir nun Satz 3.8 fiir Folgen (7;);en aus 7, zeigen, haben wir auch
den vollen Satz bewiesen. Ist ndmlich eine Folge T = (Ty, Ty, . ..) von perfekten
Bédumen gegeben, so konnen wir diese zu einer Folge perfekter Baume T e 7,
ausdiinnen. Perfekte Teilbdume, welche wir in T’ finden, sind auch perfekte

Teilbéume in T Erfiillen wir also den Satz 3.8 fiir 7/ , ist er auch fiir T erfiillt.

3.12 Definition. Fir T € , und n € N ist eine n-dichte Folge in T
cine Folge X = (X1, X5,...), so dass (fiir ein m > n) jedes X; C Tj(m) ist,
(X1,...,X,) n-dicht in (T1,...,T,) und X; # @ fiir i > n ist.

3.13 Lemma. Fulls T € F,,A € [w]* und C C Q*T ist und es fiir jedes
n € N ein n-dichtes X mit HX' C C gibt, dann existieren perfekte Teilbdume
T! CT; (i € N) und ein A’ € [A]N0 mit RN T c .

Beweis. Diese Eigenschaft ist naheliegend. Der Vollstédndigkeit halber sei hier
eine Methode angegeben, wie derartige 7, konstruiert werden kénnen.

Sei t € T1 Dann hat t zwei unvergleichbare Nachfolger, also auch zwei Nach-
folger s1, s}, die auf einem gemeinsamen Level n liegen. Sei X! die n-dichte
Folge in C, die nach Voraussetzung existiert (mit X! C T'(m)). Wir wihlen
71,7} € X{ mit 51 < 71 und s} < 2} und nehmen die ensprechenden Teiliiste
(bis Level m) zu T] hinzu. Aus jedem X;, mit ¢ = 2,3,... wihlen wir ein
x; € T;(m) und nehmen den entsprechenden Teilast zu 7; hinzu. Wir kénnen
nun zu z1, zj und x je zwei unvergleichbare Nachfolger finden, sowie Nachfol-
ger dieser Nachfolger, die auf einem gemeinsamen Level liegen. Dann gehen wir
weiter wie im ersten Schritt vor.

Dieses Verfahren liefert induktiv perfekte Teilbdume, die die gewiinschten
Eigenschaften haben. O

Bevor wir uns den entscheidenden Lemmata zuwenden, wollen wir nochmals

ein wenig die Notation vereinfachen:

3.14 Definition. Wir nennen S einen 2-A st- Teilbaum eines perfekten Bau-

mes T, falls S die Vereinigung von zwei verschiedenen Asten in 7T ist.

3.15 Definition. Sei T = (T1,T3,...) cine Baumfolge. Fiir e¢in d € N sei
U = (ul,...,ud) S (Tl,...,Td) und ¢ = (tl,tg,...) S (Td+1,Td+2,...). Wir

definieren dann @ = (up,...,ug,t1,ta,...) € T als @ verkettet mit t.

3.16 Lemma. Sei T € 7, A € [w]* und @*T = C1UCy. Dann gilt eine der

beiden Aussagen:

(a) Fiir jedes m € N gibt es ein m-dichtes X in T mit [[X C C.
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(b) Es gibt ein d € N, so dass es fir jedes i < d 2-Ast-Teilbdume S; von Tj,
fiir jedes j > d perfekte Teilbiume T von Tj, sowie ein A’ € [A]N0 gibt,

so dass gilt:

(%) fiir jedes A" € [A']N0 und jede Folge (T}')j>a, wobei T} ein perfekter
Teilbaum von T ist, existiert ein te ®AN T", so dass fir jedes

i€ [[;<q Si(|t]) die Folge it Element von Csy ist.

Beweis. Angenommen (a) ist fiir ein m nicht erfiillt, dann wird m das d aus
(b). Sei p das p(d, (T})i<q) aus Lemma 3.10. Wir diinnen nun jedes T; (i < d)
zu T’, aus, so dass i mit T; fiir alle Level < p iibereinstimmt, und oberhalb
von Level p nichts enthilt aufler fiir jedes ¢t € T;(p) genau einen unendlichen
Ast von T; iiber t. Sei dann @y, ds,. .., d; eine Aufzdhlung fir <7 ((T;(p))i<d)-
Fiir jedes p’ > p induziert dies eine Aufzéhlung @ (p’),d2(p),-..,d(p") von
o (Ti(0))i<a).

Wir versuchen nun (simultan fir alle j > d) durch Induktion iiber
I <1, so weit dies moglich ist, die folgenden Objekte zu finden: eine Folge
s D le/ 2 ... von perfekten Teilbdumen von T}, sowie eine Folge
.2 B" D ..., wobei jedes B¥ € [A] ist, so dass gilt:

Fiir jedes t € ®Bl (le/) . gibt es ein @ € [[ @y (|t]) mit @ t € C;.
5>

Ein Induktionsanfang muss nicht angegeben werden, denn gelingt er nicht, so
impliziert dies direkt (b).

Der Ausdiinnungsprozess kann aber auch nicht fiir alle [ Stufen ausgefiihrt
werden. Wire dem so, dann gibe es ein £ € ®A(Tj)j>d mit |£] > p so dass fiir
alle ! < lein @ € [[ay(|t]) mit @ € Cy existiert. Fiir @ € [[,_,Ti(|t]) sei
iU € 6’1 genau dann, wenn @ t € C; ist. Nach Definition von p wiirde 6’1 eine
m-dichte Folge enthalten; indem ¢ daran angehiingt wird, bekiime man so ein
m-dichtes X in T', welches (a) erfiillt.

Also kommen wir zu einem I’ < [, so dass le/ und BY gewdhlt werden
koénnen, aber nicht le/ﬂ und B“+1. Sei A’ := BV, Tj == le/ (j > d) und seien
S; die 2-Ast-Teilbdume von T; (i < d), welche durch a1 bestimmt sind. Diese
erfiillen die Aussage (x). O

3.17 Lemma. Sei T € T, und ®f = C1UCy. Dann gilt eine der beiden

Aussagen:
(a) Fiir jedes m € N gibt es ein m-dichtes X in T mit [[X C C}.

(b) Es gibt 2-Ast-Teilbiume S; in T; (i € N) und A € [w]N0 mit ®A S cC .
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Beweis. Wie im vorhergehenden Lemma wollen wir annehmen, dass (a) nicht
gilt.

Fiir dg € N, A € [w]®0, 2-Ast-Teilbiume S; C T; (i < do) und perfekte
T; C T; (j > do) definieren wir fiir jedes te ®A(T]()j>d0, dass genau dann
t € CY ist, wenn fiir jedes 4 € ®(S;)i<q auf dem gleichen Level wie  die Folge
@ t'in Cy ist.

Nach Lemma 3.16 kénnen wir ein dy € N, Ay € [w]¥0, 2-Ast-Teilbiume
S; C T; (i < dp) und perfekte Tj0 C T; (j > do) wihlen, so dass fiir jedes
B € [Ao]* und perfekte U; C T) (j > do) gilt:

Es ist ®B(Uj)j>d0 N Cg #+ 2.

Wir wollen auerdem dafiir sorgen, falls nétig durch Ausdiinnen der TJQ, dass
es ein t € ®(Tj0)j>d0, t € CY gibt, so dass kein TjQ auf einem Level unterhalb
von |t| verzweigt; sei dann |t| = ag das erste Element von A. Nach Lemma
3.13 und der Voraussetzung (bzw. () aus 3.16) gibt es ein m, so dass fiir jede
m-dichte Folge X in (T]Q)j>d0, deren Hohe in Ay ist, [JX N CY # & ist.

Darum kann die Konstruktion auch auf (T]Q)j>d0, Ap und C9 angewendet
werden; mit Lemma 3.16 finden wir also 2-Ast-Teilbdume S; C Ti0 (do < i < dy),
perfekte le - T]Q (j > dy), Ay € [Ag]* und eine Menge C3 (wobei genau dann
t € C3 ist, wenn fiir jedes @ € ®(S;)dy<i<a, auf dem gleichen Level wie
die Folge i t in CY ist), fiir die ®B(Uj)j>d1 N C3 # @ ist, falls U; perfekte
Teilbdume von le sind und B € [A;]"0 ist. Wir diinnen auBerdem wieder aus,
um ein a1 > ag zu wihlen.

Fiihrt man dieses Verfahren unendlich oft aus, erhélt man eine Folge (.S;)ien

und ein A := {a, : n € w}, welche (b) erfiillen. O

Nun wollen wir noch sehen, wie wir mit Hilfe der bisher gezeigten Aussagen

Satz 3.8 beweisen konnen.

Beweis von 3.8. Sei uns eine Baumfolge T = (Th,Ts,...) € , und eine Par-
tition ®f = C1UCy gegeben. Wir werden nun perfekte Biume U; (i € N)
und eine Abbildung von ) U nach X T konstruieren, welche w-viele U; in je-
des T} ,schachtelt”. Dann werden wir mit Hilfe des bisher Gezeigten homogene
2-Ast-Teilbdume S; von U; finden und belegen, dass diese ein homogenes ®B T’
induzieren (wobei T/ perfekte Teilbdume von 7; sind).

Wir kénnen hierfiir fiir jedes ¢ den Baum 7; mit der Menge
K;:={s€{0,1}=% : s(j) = 0 fiir alle j < 4}

identifizieren, da (K;);cy isomorph zu einer Folge von Teilbdumen der T;

(i € N), eingeschrinkt auf eine gemeinsame, unendliche Menge von Leveln ist.
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Sei (Bp)nen eine Partition von N, wobei jedes B, unendlich sein soll. Au-
Berdem definieren wir (Uj);en, mit Hilfe einer geeigneten Bijektion zwischen N
und N x N, durch die Menge (U; )i nen, wobei

Uin:={s€{0,1} : s(j) = 0 fiir alle j ¢ B,, und alle j < i}.

Wir definieren dann, fiir @ € ® U, |i@| = m, die Funktion H (%) = € ® T, mit

|t| = m, durch:

40) uin(j) fallsi <j<mundje B, ist
i\J) =
0 fir j <1

Damit ist H eine hohenerhaltende Bijektion zwischen ) U und ®f Hierbei
verwenden wir abzdhlbar viele Baume U, ,, fiir jeden Baum 7;. Die Urbilder
der Vorgéinger eines Knoten stammen also im Allgemeinen aus verschiedenen
Bédumen.

Fiir m € N und X; C T;(m) (i € N) muss H '[[],c Xi] kein Cartesisches
Produkt von Mengen sein. Es gilt aber: Ist m € N und fiir jedes ¢ € N und
n € N eine Menge G ,, C U; ,,(m) gegeben, so ist

H([[Gin| =]]4
i,n 1€EN
wobei genau dann ¢ € A; ist, wenn natiirliche Zahlen nyg < ... < ny (fiir ein
kE < m) und fiir jedes | < k ein u;,, € G, existiert, so dass fiir alle j < m
gilt: Es ist t(j) = win,(j) fiir das (eindeutige) n; mit j € B,,. Also bildet H
Cartesische Produkte auf Cartesische Produkte ab.

Wir betrachten nun @ U = C;UC,, wobei éj := H~1[Cy] ist. Nach Lem-
ma 3.17 existieren ein A € [w]®0, 2-Ast-Teilbdume Sin von Ui, (i,n € N)
und ein j € {1,2} mit ®* S5 C @-. Dann existieren Teilbdume 7 von T; mit
H[® S] = ®T und wir erhalten @ T' C C;. Wir miissen nun noch zeigen,
dass jedes der T} perfekt ist.

Dies wird durch die folgende Beobachtung klar: Falls m > i ein Level ist,
auf dem fiir ein beliebiges n € N der Baum S; ,, verzweigt, so verzweigt 7] an

jedem Knoten mit Hohe m. Da aber
lim (|niedrigster Spaltknoten von U; ,|) = w
n—oo

nach Konstruktion der U;, gilt, gibt es unendlich viele solche Level in jedem
T!. Damit sind die 7] perfekt und Satz 3.8 bewiesen. O

Eine Anwendung des Satzes findet sich in Kapitel 5, weil uns an dieser Stelle

noch zu viel der notwendigen Notation fehlt.
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3.3 Eine Verstarkung

Der folgende Satz ist eine leichte Verstirkung von Satz 3.8, durch den wir
zusitzliche Kontrolle iiber die Struktur der einfarbigen Mengen erhalten. Vor-
weg wollen wir aber noch zwei Schreibweisen einfiihren.

Wie im Beweis von Satz 3.8 sei dabei
K;:={s € {0,1}= : s5(j) = 0 fiir alle j < i}.

3.18 Definition. Sei T ein Baum, dann sagen wir dass T € ¢ ist, falls T
isomorph zu K; fiir ein i € N ist.

Wir definieren auflerdem:
(T3)ien € K, = (T)ien € T, und T; € K fiir alle i € N.
3.19 Definition. Sei T ein Baum. Fiir s,t € T sei
sAt:=max{q €T :q~<sund q < t},
also der Spaltknoten zweier Aste durch s beziehungsweise t.
3.20 Satz ([6]). Sei T € %, und @T = C1UCy. Dann gilt eine der Aussagen:
(a) Fiir jedes m € N gibt es ein m-dichtes X in T mit [[X C C.

(b) Es gibt ein A € W], A = {am}tmew, (am) streng monoton steigend, und

ordnungserhaltende, injektive Abbildungen
Fi:Ki —T;, i €N,

so dass fiir alle s,t € K; gilt: es ist F;(sA\t) = Fi(s) A\ F;(t) und auflerdem
F[K;(m)] C T;(ay,) fir alle m € w und ®A(E[Ki])ieN C (Os.

Der Beweis wird darin bestehen, dass wir nacheinander die Lemmata
verstéirken, die wir zum Beweis von Satz 3.8 verwendet haben. Zu diesem Zweck

betrachten wir zunéchst die folgenden Definitionen:

3.21 Definition. Fiir f = (Tl, ce ,Td) und é = ({tio,til})igda wobei tij eT;
sei, definieren wir

N N

AB = (tio A til)igd eT.

3.22 Definition. Sei T = (Th,...,T4). Wir sagen, dass C' C ®f kofinal ist,
falls fiir jedes @ € TeinceC existiert, so dass t; < ¢; fiir alle i < d ist.

Das folgende Lemma ist eine Verstirkung von Lemma 3.10.
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3.23 Lemma. Sei d,m € N und T = (T, ..., Ty) mit T, € X firi < d. Sei
aufSerdem C' kofinal in ®f Dann gibt es ein p'(f,m,C) =:p/, so dass es fiir
jedes q > p' und jedes G C ngl T;(q) fir das gilt:

— — —
ist B € 4((Ti(q))i<a) und AB € C und |AB| < p', so ist
[IBNG + 2,

ein m-dichtes X C T auf Level g mit H)? C G gibt.

Beweis. Wir nehmen an, die Aussage gelte nicht. Dann kdnnen wir fiir jedes
p’ € N ein Gegenbeispiel G,y wihlen, wobei wir ohne Einschrénkungen anneh-
men konnen, dass Gy C @ T;(p’) ist. Sei dann Go =,/ Gy

Da nach Konstruktion keine m-dichte Menge Gp-homogen ist, liefert und
der Satz 3.3 eint € ® T und fiir jedes n € N ein t-n-dichtes Y, mit ¥,NG #* .
Wir kénnen nun ein € € C' mit ¢ < &so wihlen, dass ¢; ein Spaltknoten in T} ist
(nach Wahl von Gp). Sei n := || + 1, dann gilt fiir ein B € & (Y,) mit N = G,
dass Q) BN Gy =@ ist. Dies ist ein Widerspruch zur Definition der Gp. O

Nun wollen wir Lemma 3.16 verstérken:
3.24 Lemma. Sei T € 4, und ®f = C1UCy. Dann gilt eine der Aussagen:
(a) Fiir jedes m € N gibt es ein m-dichtes X in T mit [[X C C.

(b) Es gibt ein d € N, ein A € [w]®0, 2-Ast-Teilbdume S; von T; (i < d),
deren Spaltknoten jeweils auf Level n sind, und Teilbdume Tj’ C Ty (fir
j>d) mit Tj € X, so dass gilt:

(i) H(Sl(n),...,Sd(n),TéH(n),TéH(n),...) C Oy, und

(ii) fir jedes B € [A]* wund jede Folge von Teilbiumen T C T
mit T/ € X (j > d), gibt es ein e QPT", so dass fir jedes
i € [T;<q Si(lt]) gilt: @t € Cy.

Beweis. Falls (a) fiir ein m € N nicht gilt, so wird dieses m das d aus (b) sein.
Wir wihlen zunéchst induktiv eine Folge (bj);>q, wobei b; Ast von Tj ist, und
ein kofinales C' C @) (T})i<d, so dass fiir jedes ¢ € C mit |¢] =: ¢ gilt: es ist

entweder

(*) c_(bj(q))j>a € Ca,

fiir jedes @ € ®(Ti),~§d und ¢ € ®(Tj)j>d mit |@| = |t], < @

und (b;(q))jsa < tist @t € Cy.
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Dass diese Konstruktion (ganz unabhingig von unserer Annahme zu (a))
moglich ist, ist leicht einzusehen.

Sei uns nun ein p’ = p'((T;)i<q,m,C) gegeben, wie es in Lemma 3.23 be-
schrieben ist. Wir kénnen annehmen, dass fiir j > d der kleinste Spaltknoten in
T; ein Nachfolger von b;(p’) ist (falls nétig erreichen wir dies durch Ausdiinnen).
Nun stellen wir analoge Uberlegungen wie im Beweis von Lemma 3.16 an: Wir
diinnen die T (fiir i < d) zu T} aus, so dass T;(m) = T;(m) fir m < p/ ist und
fiir jedes ¢t € T;(p') genau einen unendlichen Ast durch ¢ enthélt.

Fiir jedes ¢ > p’ bekommen wir so eine Aufzihlung a;(q),...,a,(q) der
Menge {B € o/ ((Ti(q))i<a) : AB € C,|NB| < p'}.

Wir versuchen nun durch eine induktive Konstruktion iiber ' < r die fol-
genden Objekte zu finden: Folgen le o...D er/ 2 ... von Teilbdumen von T},
die in # liegen (fiir j > d) und eine Folge B' D ... D B" D ... mit B¥ € [w]®,
so dass gilt:

Fiir jedes £ € ®%" (Vj"/)j>d existiert ein @ € [[ a(|t|) mit @ t € C;.

Auch hier (wie im Beweis von 3.16) bricht die Induktion bei einem 7’ < r ab, da
wir sonst mit Lemma 3.23 eine C1-homogene, m-dichte Menge finden kénnten.
Dann kann m € C nicht (xx) erfiillen, da die Induktion sonst hitte
fortgesetzt werden konnen.
Also gilt () fiir Aay/4; und die dadurch bestimmten 2-Ast-Teilbsume (deren
Spaltknoten nach Konstruktion alle auf gleicher Hohe sind) erfiillen zusammen
mit A := B" und T = erl das Lemma. O

Zuletzt verstérken wir noch Lemma 3.17.
3.25 Lemma. Sei T € %, und ®f = C1UCy. Dann gilt eine der Aussagen:
(a) Fiir jedes m € N gibt es ein m-dichtes X in T mit [[X C C}.
(b) Es gibt 2-Ast-Teilbiume S; in T; (fiir alle i € N), so dass @* S C Cy ist,
wobei A:={n €w: es gibt ein S;, das in Hohe n verzweigt} sei.

Es gilt sogar: Falls w = E1UEsU... eine Partition ist, wobei jedes FE;
unendlich ist, so kénnen wir erreichen, dass es, falls a, die n-te Zahl in

A ist, fiir jedes j <n ein i € E; gibt, so dass S; in Hohe a,, verzweigt.

Beweis. Dies kann aus Lemma 3.24 bewiesen werden, wie schon Lemma 3.17
aus Lemma 3.16 bewiesen werden konnte.

Wir nehmen an, dass (a) nicht gilt und wenden auf Stufe j das Lemma 3.24
auf die entsprechende Fiarbung von &% (TZJ )i>d; an, wobei Tl-j la,€ A auf die
im Satz 3.20(b) beschriebene Weise in T; eingebettet ist.
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Um den Zusatz zu erfiillen bemerken wir, dass die Zahl d aus Lemma 3.24(b)
beliebig grof gew#ihlt werden kann (denn fiir jedes m’ > m ist ein m/-dichtes X
auch m-dicht). Wir wihlen also im n-ten Schritt d,, ausreichend grof, so dass
die Bedingung bis F,, erfiillt ist. O

Beweis von Satz 3.20. Wie im Beweis von Satz 3.8 betrachten wir zu gegebe-
nem T wieder U = (Uin)inen € H#, und eine Abbildung H : @ U — ®f in
der dort beschriebenen Weise.

Es ist dann leicht zu sehen, dass folgendes gilt: Fiir jedes m € w gibt es ein
p € w, so dass fiir jedes p-dichte X in U die Menge H[Q X] das Cartesische
Produkt einer m-dichten Menge Y in T ist. Deshalb gilt dann auch Satz 3.20(a)
fiir Cy, falls Lemma 3.25(a) fiir H~1[C}] erfiillt ist.

Abschliefilend stellen wir die Beobachtung an, dass, falls Lemma 3.25(b)
fir H'[Cy] und E; := {(i,n) : n € N} erfiillt ist, H[®" 5] das gesuchte
QA (F|Ki))ien aus Satz 3.20(b) ist. Damit ist der Satz bewiesen. O
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Kapitel 4

Satz von Milliken

In diesem Kapitel wird es uns um eine Erweiterung von Satz 2.2 in eine andere
Richtung als bei dem Satz von Laver gehen. Wir wollen nicht die Bdume oder
Tupelldngen verdndern sondern groflere Stiicke des Baums als Elemente der
Farbung bekommen. Um dies genauer zu fassen, bendtigen wir zunéichst wieder
ein paar Definitionen.

Nachdem wir diese haben, werden wir nach kurzer Vorbereitung zu Satz 4.5
kommen, um den es uns hier gehen soll. Sein Beweis wird dann den Rest des

Kapitels einnehmen.
4.1 Definition. Sei T' = (7, <) Baum, t € T. Wir definieren dann:
(i) Succ(t,T):={qeT:t=q}
(ii) Succ*(t,T):={q€ T :t < q} = Succ(t,T)\ {t}
(iii) Wir erinnern uns: Es ist
IS(¢,T) := {s € Succ*(¢,T) : |s| = min{|so| : so € Succ*(¢,T)}},
das heifit, IS(¢,T') ist die Menge der direkten Nachfolger von ¢ in 7.
(iv) T heifit a-Baum (o < w), falls jeder Ast von T" Hohe « hat.

Wir bemerken dabei, dass ein a-Baum fiir & < w kein Baum im Sinne
unserer Definition ist. Er ist aber ein Anfangsstiick eines Baums, was die For-

mulierung nahelegt.

4.2 Definition. Sei S ein a-Baum, T ein -Baum, 0 < a < g <w. Sistin T
eingebettet, falls gilt:
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(i) Esist S C T und auf S gilt die von T induzierte Ord-

nung (insbesondere hat S eine eindeutige Wurzel).

(ii) Falls s € S nicht maximal und ¢ € IS(s,T) ist, so ist
| Succ(t, T)NIS(s, S)| = 1. Das bedeutet, dass s in S ge-
nau einen direkten Nachfolger fiir jeden direkten Nach-

folger in T hat und diese vergleichbar sind.
S ist in T stark eingebettet, falls zusétzlich gilt:
(iii) Fiir jedes n < «v gibt es ein m > n, so dass
{seS:{peS:p=<s}=n}CT(m)
ist. Wir schreiben

St*(T) :={S CT: S ist a-Baum und stark in 7" eingebettet }.

Diese Notation kann problemlos auf d-Baumtupel ausgeweitet werden, indem

wir definieren:

SeStT) = Esistd e N, §=(S1,...,8), T = (T1,...,Ty), Si € St(T)
(fiir alle @ < d) und die S; sind kompatibel.

Solche Tupel S wollen wir in Satz 4.5 firben.

Wie man leicht sehen kann ist die Eigenschaft der starken Einbettung tran-
sitiv. Wir bemerken an dieser Stelle auflerdem noch, dass die Eigenschaften
stark eingebettet und streng dicht nicht dquivalent sind. Allerdings stehen sie

im folgenden Zusammenhang zueinander:

4.3 Lemma. Sei T ein d-Baumtupel, t € T und W streng t-dicht in T. Dann
existiert ein S € St*(T) mit S < W.

Beweis. Seien T', t und W wie im Lemma beschrieben und sei L(W) = {I, }new.-
Wir wollen nun induktiv die Elemente von S definieren:

Zu jedem t; € ¢ wihlen wir ein s e Wz‘(lm) mit ¢; < s¥ fiir unser S; (fiir
i =1,...,d). Dies ist moglich, weil W streng dicht in T ist. Sei IS(s9,T;) =
{t},...,t¥} wir wihlen dann zu jedem j € {1,... k} ein si(j) € Wi(l|s?‘+1) mit
1(j)

tg =< 5,77, welche wir zu §; hinzufiigen. Fiithren wir dieses Verfahren immer
weiter fiir jeden neu gefundenen Knoten in S; aus, so ist das entstehende Tupel

S nach Konstruktion stark in 7' eingebettet. U
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Die Umkehrung dieser Aussage gilt dabei nicht, wie wir
leicht am nebenstehenden Bild erkennen kénnen. Die ein-
gezeichneten Knoten bilden zwar einen stark eingebetteten
Baum. Dieser ist aber nur in einem Teilbaum des urspriing-

lichen Baums dicht.

Wir werden in diesem Kapitel nicht den vollen Satz 2.2 ver-
wenden, sondern eine leichte Folgerung, welche wir mit Hilfe von Lemma 4.3

zeigen konnen.

4.4 Satz. Seien d,r € N und sei T ein d-Baumtupel. Falls ®f =C1U...UC,
ist, dann gibt es ein k < r und ein S € St(T) mit ® S C Cj.

—

Beweis. Satz 2.2 liefert ein k < r und, fiir ein ¢ € T, eine streng t-dichte,
k-homogene Menge. Lemma 4.3 liefert dann das gewiinschte S € St<(T). O

Nun zur Formulierung des Satzes:

4.5 Satz (Milliken [7]). Seien o, d,r € N und sei T ein d-Baumtupel. Falls
St(T) = C1U...UC, ist, dann gibt es ein k < r und ein S € St*(T) mit
5t*(S) C Cy,.

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, wollen wir eine leichte Beobachtung

in Worte fassen, die wir wiederholt verwenden werden.

4.6 Lemma. Sei T ein Baum, {lp}new C w mit i < l; < liy1, i € w, und
t € T(lp). Dann existiert ein S € St“(T) mit L(S) = {ln}new, so dass t die

Wurzel von S ist.

Beweis. Wir betrachten eine Induktion iiber n und wahlen dabei nacheinander
die Level S(l,) derart, dass die Bedingungen (i)-(iii) in Definition 4.2 erfiillt
sind. Damit ist S dann stark in 7" eingebettet. U

Wie bereits angekiindigt, wird der Beweis von Satz 4.5 nun den Rest des Ka-
pitels einnehmen. Da es sich um eine dreifach verschachtelte Induktion handelt,
scheint es nicht sinnvoll, Teile des Beweises in Lemmata zu fassen.

Strukturell verlduft der Beweis wie folgt: Wir wollen eine Induktion iiber
a ausfithren und definieren hierfiir die Forderungen (a)-(h). Dann zeigen wir,
das die Induktion iiber o gelingt, falls diese Forderungen erfiillt sind. Dass sie
tatséchlich erfiillt werden konnen, zeigen wir im zweiten Teil des Beweises (mit

Hilfe der Induktionsannahme fiir «).
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Beweis von Satz 4.5. Betrachten wir die Induktion iiber a. Wir bekommen
hierbei fiir & = 1 genau die Aussage von Satz 4.4.

Gelte also Satz 4.5 fiir ein @ € N. Wir wollen zeigen, dass die Aussage auch
fiir a + 1 gilt.

Sei uns hierzu ein d € N und ein 7 = (T,...,Ty) mit

StetH(T) = C1U. . .UC, (mit r € N)

gegeben.
Durch Induktion iiber n € w wollen wir eine Baumfolge (T'(%,1))i<d necw,
eine Funktion v : w — w und eine Funktion F konstruieren, so dass fiir alle

n € w gilt:
(a) v(0) =0 und v(k) < v(n) fiir alle k < n;
(b) (T(i,n))i<a € 5t(D);
(c) T(i,n) C Npen TG, k) fiir jedes i < d;

(d) T'(¢,n)(ln) C T;(v(n)), das heifit, das (n+1)-te nichtleere Level von T'(i,n)

ist eine Teilmenge des v(n)-ten Levels von T;;

(e) Fiir jedes n >0, i < d und

s € U IS(t,T;) :

LT (in—1)(In—1)
existiert ein eindeutiges s’ € T'(i,n)(l,) mit s’ = s;

(f) Fir jedes i < d und j < k < n gilt T'(i,n)(l;) = T(i,k)(l;). Also ist
insbesondere T'(i,n)(l;) = T'(4,7)(l;) fiir alle j < n;

(g) dom F = Ukew(Higd T(i,k)(lx)) und ran F = {1,...,r};
(h) Sei @ = (ai,...,aq) € [[;c4T(i,n)(l) und {lx}r<a € w mit
vin) <lp<...<lq.

Gelte auBlerdem, dass fiir jedes i < d und jedes s € IS(a;,T;) ein
S € $t(T;) mit L(S®) = {lx}rca und S C Succ(s, T;) N T(i,n)

existiert. Wir schreiben

R; ={a;} U U S(s) , also R; € StO‘H(Ti).
SEIS(ai7Ti)

Dann gilt fiir jedes k < r: F(@) =k < (Ry,...,Ry) € Cy.
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Konnen all diese Bedingungen erfiillt werden (was noch zu zeigen ist), so setzen
wir T} = (e, T'(i,n) und bemerken dabei, dass die Bedingung (f) uns fiir
festes k liefert, dass T'(i,n)(lx) = T(i,m)(lx) fir alle n,m > k gilt. Darum gilt
nach Bedingung (b), (c) und (e) auch 7} € St“(T;). AuBerdem gilt nach (f)
T = U, e T(i,n)(l,) und darum mit Hilfe von (d) L(T}) = v[w].

Wegen T = {J,,c,, T(i,n)(l,) bekommen wir aufierdem dom F' = @ (T )i<q-
Es ist also Satz 4.4 anwendbar, und somit wissen wir, dass es ein k¥’ < r und
kompatible Béume S; € St“(T}) (i < d) gibt, so dass I konstant den Wert k"
auf @ (5;)i<q annimmt.

Nun ist wegen S; € St“(T}) und T} € St“(T;) auch S; € St“(T;). Wenn wir

jetzt noch zeigen, dass
(*) St*TH((Si)i<a) C Can

gilt, ist uns der Induktionsschritt beziiglich o gelungen. Dazu betrachten wir
kompatible R; € St*t1(S;) (i < d). Sei a; die Wurzel von R; und sei ng das
Level, fiir das a; € T;(ng) gilt. Dann ist

{ai} € Si(lk = n0) C T (lm = no) = T'(i,m)(lm) € Ti(v(m) = no).

Wir wissen bereits auf Grund der Wahl von (S;);<q4, dass F((a;)i<q) = k" ist
Auflerdem gilt wegen Bedingung (d), dass (R;)i<q in Bedingung (h) untersucht
wurde (fiir n = m). Darum gilt mit (h) (R;)i<q € Ckr, womit (x) gezeigt und

der erste Teil des Beweises abgeschlossen ist.

Wenden wir uns nun also der Induktion iber n zu. Der Wert von v(0) wird
n (a) festgelegt. Die Wahl von T'(z,0) (¢ < d) und F(a) fur @ € [[,-,7(¢,0)(lo)
kann analog zur Wahl im Induktionsschritt ausgefithrt werden, auBer dass mit
T; anstatt T'(¢i,n — 1) begonnen werden muss. Darum wollen wir nur den Induk-
tionsschritt ausfiihrlich beschreiben.

Seien also v(k), T'(i,k) (i < d) und F'[[7_ 7( k@, schon konstruiert fiir
k < n. Wir wollen nun die Bedingungen (a)-(h) fiir n erfiillen. Wir beginnen
damit, indem wir v(n) = [, wéhlen (fiir I, € L(T(i,n — 1))), so dass also v(n)
das (n + 1)-te nichtleere Level von T'(i,n — 1) in T; ist.

Sei nun T'(i,n)(lx) = T(i,n — 1)(l) fiir jedes k < n, weil damit (f) erfullt
werden kann.

Als néchstes nummerieren wir [[,_,7T(i,n)(l,) als {d(p) : 1 < p < K},
wobei K = |[[;<4T(i,n)(ln)| ist, und schreiben dann a(p) =: (a(p,1))i<d-
Durch Induktion iiber p < K wollen wir nun ein Baumtupel (7'(z,n,p))i<dp<i
finden, so dass fiir jedes p < K gilt:

(i) T(i,n —1) = T(i,n,0) fiir alle i < d;

38



(i) (T(i,n,p))i<a € St(T);

(iii) T'(i,m,p) € Nyep T'(ism, q) fiir alle i < d;

(iv) T'(i,n,p)(lx) = T'(i,n)(lx) fiir jedes k < n;

(v) Sei p > 0 und {lx}r<o C w mit v(n) < lp < ... < lo. Gelte auBler-
dem, dass fiir jedes i < d und s € IS(a(p,i),T;) ein S € St*(T;) mit
L(S®)) = {ly}p<o und S©) C Succ(s, T;) N T(i,n, p) existiert. Wir schrei-

ben

R ={a(p,i)} U U S9), also Ry e St*™N(Ty).
s€lS(a(p,i),T;)

Dann gilt fiir jedes k < r: F(a@(p)) = k < (R;)i<d € Ck.
Der Induktionsanfang ist erfiillt, indem wir 7'(i,n,0) = T'(i,n — 1) setzen, wel-
ches ja schon konstruiert ist.

Sei also T'(i,n,p—1) (i < d) gegeben. Zur besseren Ubersichtlichkeit wollen

wir im folgenden (fiir fixiertes n und p) abkiirzend schreiben:
I; :==1S(a(p,),T;)
und fiir s € I; (fiir ein ¢ < d) schreiben wir
Q(s) := Succ(s, T;) N T(i,n,p — 1).

AuBlerdem wollen wir die Menge derjenigen a-Biume genauer beschreiben
konnen, die dieselben nichtleeren Level besitzen, und zwar in folgendem Sinne:
Sei T' = (T})i<q ¢in Baum, 8 < w und f : f — w eine Funktion mit f(i) < f(j)
fiir ¢ < j <14 3. Wir definieren dann

Sti((Ti)ica) = [ [ Sts(T0) = [[ (St*(T) N {S C T3 : L(S) = [B]}) -
i<d i<d

Nun betrachten wir das Baumtupel (Q(s))i<aser, (die Lénge dieses Tupels ist

im Allgemeinen grofer als d) und definieren eine Funktion H,

H: U II str@es) | —{1,....r%

fra—w 1<d,s€l;
f@)<f()i<j<a
durch die folgende Bedingung. Sei f : @ — w gegeben, f streng monoton stei-
gend. Fiir jedes i < d und s € I; und S € St;(Q(s)) schreiben wir

R; :={a(p,i)} U U S) (fiir alle 7 < d).
sel;
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Dann definieren wir H((S®))i<gsc1,) =k < (R;i)i<a € Ck.

H partitioniert also die verketteten Tupel der stark in (Q(s))i<aser, €in-
gebetteten a-Baume. Die Induktionsvoraussetzung (dass Satz 4.5 fiir « erfiillt
ist) impliziert die Existenz einer natiirlichen Zahl &’ < r und von kompatiblen
Biaumen Q'(s) € St“(Q(s)) (i < d,s € I;), wobei L(Q'(s)) =: {l}nen sei, so
dass H den konstanten Wert k' auf

(%) U I st:@')

fra—={ln}tnen i<d,s€l;
f@O<fG)i<j<e
hat. Also definieren wir F(d(p)) = k.
Fiir festes i < d wollen wir als néchstes T'(i,n,p)(lg) fiir k& > n wie folgt
definieren. Fiir jedes a € T'(i,n,p)(l,)(= T(i,n)(l,)) mit a # a(p,i) und fir
jedes s’ € IS(a,T;) kénnen wir nach Lemma 4.6 einen beliebigen, zu den @Q'(s)

kompatiblen Baum
(% * *) Q'(s") € St“(Succ(s',T;) N T(i,n,p — 1)) wihlen.

Wir definieren dann

Tinp) = | JThnp-va |v| U @6
k<n a€T (i) (In),
selS(a,Ty)
Es ist dabei zu bemerken, dass @'(s) unterschiedlich definiert ist, je nachdem
ob s € IS(a,T;) mit a = a(p,i) oder mit a # a(p,?) ist. Im ersten Fall erfiillt
Q'(s) (xx), im zweiten Fall wird @’'(s) beliebig gewiihlt, und es muss lediglich
(% * x) erfiillt sein.

Damit ist die Induktion iiber p < K abgeschlossen, und es ist leicht zu sehen,
dass die Bedingungen (i)-(v) erfiillt sind. Da T'(¢,n)(l,) = T'(i,n, p)(l,,) fiir jedes
p < K ist, haben wir auflerdem die Konstruktion von F' auf [[,.,7(i,n)(l,)
abgeschlossen. Um die Definition von T'(z,n)(l;) fiir k > n abzuschl_ieﬁen7 setzen
wir T'(i,n) = T(i,n, K). Somit sichern die Bedingungen (i)-(v) ab, dass die
Bedingungen (a)-(h) fiir 7'(¢,n) gelten.

Damit ist dann auch die Induktion iiber n und also die Konstruktion von

v, F und der Baume T'(i,n) abgeschlossen. O
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Kapitel 5

Etwas deskriptive
Mengenlehre

Nachdem wir nun einige Siatze und Beweise iiber abzéhlbare Béume betrach-
tet haben, wollen wir jetzt sehen, wie sich diese Techniken verwenden las-
sen, um Aussagen in anderen Gebieten zu beweisen. In diesem Kapitel werden
hauptséchlich technische Vorbereitungen fiir diese Anwendungen getroffen. In

Abschnitt 5.3 werden wir dann eine Anwendung des Satzes von Laver zeigen.

5.1 Grundlegende Definitionen

Sei X ein topologischer Raum.

5.1 Definition. Eine Menge M C X heifit perfekt, falls M # & ist und keine

isolierten Punkte hat.

5.2 Definition. Eine Menge Y C X heifit Gs-Menge, falls Y =)

eine Familie {U), },c. offener Mengen in X ist.

U, fir

new

5.3 Definition. Eine Menge D C X ist dicht, falls ihr Schnitt mit jeder
nichtleeren offenen Menge in X nicht leer ist.
Eine Menge A C X heifit nirgends dicht, falls das Innere von A leer ist.
Gibt es eine abzéhlbare dichte Menge in X, so heifit X separabel.

Dabei bemerken wir noch: A ist genau dann nirgends dicht, wenn X \ A
dicht ist. Aulerdem sieht man direkt: A ist auch genau dann nirgends dicht,

wenn A nirgends dicht ist.

5.4 Definition. Eine Menge A C X heifit mager, falls es eine Familie {A,, },c.
nirgends dichter Teilmengen von X mit A =J, ., An gibt.

41



Falls A mager ist, heifit die Menge B = X \ A komager, (das heifit: B ist
genau dann komager, wenn B den Schnitt einer abzdhlbaren Familie dichter

offener Mengen enthiilt).

5.5 Definition. A C X hat die Bairesche FEigenschaft, falls es eine offene
Menge U C X gibt, so dass

AANU :=(A\U)U (U \ A)
mager ist.

5.6 Definition. Seien X und Y topologische Rdume. Eine Funktion f : X — Y
ist Baire-messbar (hat die Bairesche Eigenschaft), falls die Urbildmenge jeder
offenen Menge in Y die Bairesche Eigenschaft in X hat.

5.2 Baire-Riume und polnische Riume

5.7 Definition. Ein topologischer Raum X heifit Baire-Raum, falls er fol-
gende Bedingung erfiillt:

(%) Jede nichtleere offene Menge in X ist nicht mager.

5.8 Lemma. Fir jeden topologischen Raum X sind folgende Aussagen dqui-

valent zu (x):
(a) Jede komagere Menge ist dicht in X.
(b) Der Schnitt abzdhlbar vieler dichter offener Mengen ist dicht in X.

Beweis. (x) = (a): Sei B komager in X und sei U # & offen in X. Dann kann
U nicht in X \ B enthalten sein, weil U sonst mager wire, was wegen (x) nicht
sein kann. Also ist BN U # @ und damit B dicht.

(a) = (b): Der Schnitt abzéhlbar vieler dichter offener Mengen in X ist
komager und damit nach (a) dicht.

(b) = (x): Sei U # @ offen in X. Angenommen U ist mager. Dann ist
X \ U komager und enthélt darum den Schnitt einer abzéhlbaren Familie dich-
ter offener Mengen. Damit ist X \ U nach (b) dicht. Es ist aber andererseits
UN (X \U) =@, ein Widerspruch. O

5.9 Definition. Ein topologischer Raum X heifit vollstindig metrisierbar,
falls es eine Metrik d gibt, die die Topologie erzeugt, so dass (X, d) vollstéindig

ist, also ein metrischer Raum, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert.

Dass es tatsdchlich viele Beispiele fiir Baire-Réume gibt, wird durch den

folgenden klassischen Satz klar:
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5.10 Satz (Baire Category Theorem). Jeder vollstindig metrisierbare
Raum ist ein Baire-Raum. Jeder lokal kompakte Hausdorff-Raum ist ein Baire-

Raum.
Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [5], S.41-42 (8.4).

5.11 Satz. Seien X und Y topologische Riume und sei f: X — Y Baire-
messbar. Falls die Topologie auf Y eine abzihlbare Basis hat', dann g¢ibt es
ein G C X, so dass G der Schnitt abzdhlbar vieler dichter offener Mengen ist
und flq stetig ist.

Ist X auflerdem ein Baire-Raum, so ist f stetig auf einer dichten Gg-Menge.

Beweis. Sei {U,}new eine Basis von Y. Dann hat f~1[U,] die Bairesche Ei-
genschaft in X. Wir finden also fiir jedes n € w ein in X offenes V,, und eine
Menge F,,, die eine abzéhlbare Vereinigung von abgeschlossenen, nirgends dich-
ten Mengen ist, so dass f~'[U,] AV, C F, ist. G, := X \ F, ist dann der
abzdhlbare Schnitt von dichten offenen Mengen, und G := ), c,,

Da fiir jedes n € w nach Konstruktion f~![U,]N G = V,, N G gilt und V,,
offen ist, ist f[g stetig.

G, ebenso.

Ist X ein Baire-Raum, so bekommen wir unter Beachtung von Lemma 5.8(b)

das Gewiinschte. O

Als néchstes wollen wir einen Satz von Galvin formulieren. Dazu brauchen

wir noch folgende Definitionen:

5.12 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ist X separabel und vollstéin-

dig metrisierbar, so heifit X polnisch.

5.13 Definition. Wenn wir die Menge 2 = {0,1} mit der diskreten Topologie
versehen und dann 2V als das Produkt abzéhlbar vieler Kopien von 2 auffassen,
so wollen wir den entstehenden topologischen Raum Cantorraum nennen.

Jede zu 2% homoomorphe Menge heifit Cantormenge.

5.14 Satz (Galvin). Sei X ein nichtleerer perfekter polnischer Raum und
[X])? = PU...UPy eine Partition, so dass fiir jedes P; die Menge {(x,y) €
X x X :{x,y} € P;} die Bairesche Eigenschaft in X x X hat.

Dann gibt es eine Cantormenge C C X mit [C]? C P; fiir eini € {1,...,k}.

Fiir einen direkten Beweis mit den in diesem Kapitel vorgestellten Mitteln
sei hier auf [5], S.130-131 (19.7), verwiesen. Wir werden im néchsten Kapitel

einen Satz von Blass beweisen, dessen Spezialfall Satz 5.14 ist.

'Ein solcher Raum erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom (second countable).

43



5.3 Eine Anwendung zum Satz von Laver

Mit den bis hier zusammengetragenen Mitteln ist es uns moglich, einen Satz zu
formulieren, der das Ergebnis aus Kapitel 3 verwendet. Es sei dabei I = [0, 1]
und entsprechend I* der Hilbert-Wiirfel.

Leider reichen die bisherigen Mittel nicht ganz aus, um den Satz auch zu
beweisen, aber die noch benétigten Ergebnisse sind {iberwiegend bekannte Re-

sultate oder leicht zu zeigen.

5.15 Satz. Sei f, : I¥ — I fiir jedes n € w eine messbare Funktion oder fiir
jedes n € w eine Baire-messbare Funktion.

Dann gibt es perfekte Mengen P; C I (i € w) und eine Teilfolge (fn,)icw, die
monoton und gleichmiflig konvergent auf [[,.., P; ist. Die Mengen P; kinnen

P; sind.

€W
dabei so gewdhlt werden, dass die f,, stetig auf [[;c,,
Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir die Hilfsmittel formulieren, die

wir in der gegebenen Reihenfolge anwenden werden.

5.16 Lemma. Sei D C I¥ eine dichte Gg-Menge. Dann gibt es perfekte Mengen
Qi g I mit HiEw QZ g D.

Beweis. Sei D =

schrankungen U = ﬂf:o U; annehmen wollen. Die offenen Mengen haben die

icoo Ui mit dichten offenen Mengen U;, wobei wir ohne Ein-

Form
d
{V:HWiXI‘”:de,Wi offeninl}.
i=0
Darum koénnen wir induktiv beziiglich n (und simultan beziiglich i) Mengen
K, = U;n:'f L;n finden, wobei L;n abgeschlossene Intervalle mit nichtleerem
Inneren sind, so dass gilt:
dn
HKi,n x I¥ C Uy, und K; ,, C K; , fiir alle m <mn,
i=1
wobei d,, das Maximum von d,_; und dem grofiten Index einer Komponente
= I von U, ist. Diese Konstruktion ist insbesondere moglich, da jedes U,, dicht
und offen ist.
AuBerdem wollen wir annehmen, dass fiir alle n € N und ¢ € w die Menge
K; , in jedem Intervall in K, _1 mindestens zwei Intervalle enthélt.
Dann ist [
dann gibt es einen Punkt z €

new Kin eine perfekte Teilmenge von I. Denn angenommen nicht,

new Kin und eine Umgebung U(x), so dass kein

weiterer Punkt der Menge in U(x) liegt. Es gibt aber ein L;»’n C U(z), und

dieses wird fiir m > n unterteilt, so dass es ein Lfc’m CU(z) mit = ¢ Lﬁc’m gibt.
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Dann gibt es aber ein y € (), o, Kin mit y € LZ’m, also auch y € U(z), y # =.

new

Also ist (e, Kin perfekt.?
Sei auBerdem d,, := sup{d, : n € w}. Ist d, = w,soist [[;c, Npew Kin € D,
sonst ist [[;<y MNpew Kin x I¥ C D. O

5.17 Satz (Lusin). Sei X ein metrisierbarer Raum und p ein endliches Borel-
MafS auf X. Sei aufferdem Y ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis der
Topologie und f : X — Y eine u-messbare Funktion.

Dann gilt: Fir jedes € > 0 gibt es eine abgeschlossene Menge FF C X, so
dass (X \ F) < e gilt und f|p stetig ist.

Beweis. Sei {U;};c., eine Basis der Topologie auf Y und n € w beliebig. Dann
ist f~1(U,) nach Voraussetzung p-messbar. Da p regulir ist, finden wir eine
abgeschlossene Menge F;, und eine offene Menge V,,, so dass F}, C f *I(Un) cV,
und pu(V \ ) < gagr gilt.

Sei U := U, e, (Vi \ F), dann ist U offen und p(U) < €. Sei nun F':= X \ U.
Damit ist F' abgeschlossen, es ist (X \F) = u(U) < &, und wegen f~1(U;)NF =
Vi F ist f]F stetig. O

5.18 Satz (Eggleston [3]). Sei K ein kompakter metrischer Raum mit einem
Borel-Maf$ A\, so dass A\(K) = 1 ist und X jeder nichtleeren offenen Menge
positives Majf$ zuordnet. Sei v das Produktmafl auf I X K und seit M C I x K
mit v(M) > 0.

Dann existiert ein perfektes Q C I und ein M' C K, so dass Q x M' C M
und \(M") > 0 ist. Es kann dabei sogar fiir jedes € > 0 erreicht werden, dass
A(M') > Mo (M) — ¢ ist.t

Zum Beweis, welcher nicht kompliziert aber recht langwierig ist, sei hier nur

auf [3] verwiesen.

5.19 Lemma. Seien Q; C I (i € w) perfekt und seien f und g, (n € w) stetige
Funktionen von [];c,, Qi nach I.

Dann gibt es perfekte P; C Q;, ein R € {<,=,>} und eine Teilfolge (gn,)jecw
Vo1 (gn)new, so dass fir jedes j € w und p'€ [[;c,, Pi gilt: R(gn,; (P), f(P))-

Beweis. Es sei vorweg daran erinnert, dass

K; ={s€{0,1}¥ : s(j) = 0 fiir alle j < i}

*Dieses Argument ist auch als Fusion-Lemma bekannt (siehe etwa [10], S.54)

3Fiir einen Beweis hiervon siehe [5], S.107 (17.10)

“Dabei meinen wir fiir M C T x K mit m2(M) die Projektion von M auf seine Komponenten
in K.
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ist. Wir wahlen nun induktiv, unter Ausnutzung der Stetigkeit der Funktionen,

abgeschlossene Intervalle J! C Q; (fiir i € w und s € K;), so dass gilt:
(i) Fiir s < tist J! D J} (firi € w und s,t € K;).
(ii) Sind s 0 und s_1 in Kj, so sind J¢ ; und J¢ ; disjunkt.

(i) Ist § € ® K mit |5 = n, dann gilt fir ein Ry € {<,=,>} und alle

Dies induziert eine Féarbung von ®I? mit drei Farben. Nach Satz 3.8 gibt es
dann perfekte Teilbdume T; von K; und ein A € [w]*0, so dass @ T cinfarbig

ist.
Sei
r=J %,
be[T;] new
Dann erfiillen (P;);e., und (g;)jea das Lemma. O

Zuletzt geben wir einen klassischen Satz der Analysis an:

5.20 Satz (Dini). Sei K kompakter metrischer Raum und seien f,, f: K — R
stetige Funktionen. Ist die Folge (fn)new monoton und punktweise konvergent

gegen f, so ist sie sogar gleichmdfig konvergent.

Damit haben wir geniigend Hilfsmittel gesammelt und wollen nun den Satz

5.15 beweisen.

Beweis von 5.15. Zunichst wollen wir die Aussagen auf den Fall reduzieren,
dass die f, stetig sind. Genauer wollen wir im Folgenden perfekte @; C [
(i € w) wihlen, so dass jedes der f, stetig auf [ [, Q; ist.

Falls die f,, Baire-messbar sind, so gibt es nach Satz 5.11 eine dichte
Gs-Menge W, auf der sie alle stetig sind. Dann finden wir nach Lemma 5.16
perfekte Mengen Q; mit [, Q; € W.

Falls die f,, messbar sind, wéihlen wir mit Hilfe des Satzes von Lusin eine
Menge mit positivem p-Maf}, auf der alle Funktionen stetig sind. Nun miissen
wir noch zeigen, dass es fiir jedes X C I¥ mit p(X) > 0 perfekte Q; C I mit
[lic, Qi € X gibt.

Hierzu sei C' C X abgeschlossen mit p(C) > 0. Wir wenden nun den Satz
von Eggleston w-mal an: In Schritt n haben wir Qg X ... X Q1 x C,, € C
gewéhlt, so dass u(Cy,) > 0 und jedes @; perfekt ist (wir bemerken dabei, dass
Cp, C I¥ ist). Dann finden wir nach 5.18 ein perfektes @, und ein C,; C I¥
mit p(Cry1) > 0, so dass @, X Cry1 C O, ist.

Da C' abgeschlossen gewihlt war, ist dann [, Qi € C.
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Damit haben wir in beiden Féllen gezeigt, dass wir perfekte ); C I finden
konnen, so dass jedes fp : [[;c,, @i — I stetig ist.

Wir wihlen nun induktiv eine Teilfolge (g, ) von (f,) und eine Folge perfek-
ter Mengen (J!);cu sck;, so dass gilt:

(i) Q; 2 Ji D Ji fiir alle s < t € K; und fiir alle i € w.
(ii) J! ,NJi, =@ falls s 0 und s_1 in K; sind.

(i) Sei § € ® K mit |5] = n. Dann existiert ein Ry € {<,=, >}, so dass fiir
alle n’ > n gilt: Rz(gn/ (), gn(q)) fiir alle ¢ € [T;e,, JL.

Die J! und g, werden dabei durch wiederholtes Anwenden von Lemma 5.19
ausgewahlt.

Die verschiedenen Rz induzieren dann eine 3-Férbung auf @) K. Wie schon
im Beweis zu Lemma 5.19 liefert uns eine Anwendung des Satzes 3.8 perfekte
P! C @; und eine Teilfolge (hy)new von (gn)new, welche aufgrund der Definition
der Farbung monoton konvergent ist (konvergent, weil alle Funktionen nach I
abbilden).

Dass die h, gleichméfig konvergent auf [[,. P (fiir gewisse perfekte
P; C P/) sind, zeigen wir folgendermafien:

Der Limes h von h,, auf ]

Bairesche Eigenschaft. Darum ist fiir ein in [

icw i hat als Limes von stetigen Funktionen die
P! komageres H die Funktion
P, C H. Der

Satz von Dini liefert dann die gleichméflige Konvergenz. O

€W

hlp stetig. Da H komager ist, gibt es also perfekte P; mit []

S
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Kapitel 6
Satz von Blass

6.1 Definition. In diesem Kapitel wollen wir unsere Definition von einem
Baum T etwas enger als bisher fassen. Das heifit: Eine nichtleere Menge T' mit

einer Halbordnung < heifit hier Baum, wenn wie bisher gilt:
(i) T hat ein kleinstes Element, genannt die Wurzel von 7.
(ii) Fiir jedes t € T'ist {q € T': g < t} eine endliche Kette.
Zusétzlich fordern wir noch:

(iii") Jedes t € T hat hochstens zwei direkte Nachfolger und T ist perfekt (das
heifit, jeder Knoten in 7" hat zwei nicht vergleichbare Nachfolger).

Damit haben genau wie bisher alle Aste die Linge w.

Eine weitere Folge von (iii’) ist, dass alle hier betrachteten Baume als Teil-
mengen von {0, 1}<“ angesehen werden kénnen. Denn zu jedem perfekten Baum
gibt es einen (nicht eindeutigen) perfekten Teilbaum von {0,1}<%, der eine dqui-
valente ,, Verzweigungsstruktur® aufweist.

Die zusétzliche Struktur, die wir dadurch in den Bidumen erhalten, wollen
wir nun nutzen, um perfekte Baume mit perfekten Teilmengen von I = [0, 1] in
Verbindung zu bringen.

Zuerst jedoch wollen wir die folgende Schreibweise einfiihren:

6.2 Definition. Wir schreiben [T] fiir die Menge der Aste von T. Dies steht
etwas im Konflikt mit unserer Notation [T]" fiir die Menge der n-elementige
Teilmengen von T'. Da wir aber in diesem Kapitel nie [T]", sondern héchstens
[[T]]™ (also die Menge der n-elementigen Ast-Mengen) verwenden, bleiben wir

bei der iiblichen Notation.

Offenbar ist |J[I] = T und auBerdem kénnen wir [T als Teilmenge von
{0,1}* auffassen.
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Wie bei der Bindrdarstellung der reellen Zahlen iiblich wollen wir nun die
folgende Aquivalenzrelation ~ betrachten: Sei T C {0,1}<“ ein Baum und
z,y € [T]. Dann gilt:

x~y = EsgibteinseT mitz=s(0,1,1,1,...), y =s(1,0,0,0,...)
oder x =5 (1,0,0,0,...), y =s.(0,1,1,1,...).

Ordnen wir nun [T]/~ lexikographisch, so erhalten wir einen Ordnungs-
Isomorphismus zwischen [T]/~ und I = [0,1]. Zur besseren Ubersicht werden
wir ab jetzt [T/~ = [T] schreiben.

Auf [T] betrachten wir dann die durch den Isomorphismus induzierte Topo-

logie.

Mit diesen Voriiberlegungen wird nachvollziehbar, weshalb es moglich ist,
den folgenden Satz mit Hilfe eines Ergebnisses fiir Bdume zu beweisen. Der
Spezialfall n = 2 dieses Satzes ist uns schon in Kapitel 5 als Satz von Galvin
begegnet.

Wir werden ab jetzt Farbungen als Funktionen betrachten, und nicht mehr
so sehr als Partitionen. Um bestimmte Qualitidten (wie Stetigkeit, Messbarkeit
oder Ahnliches) dieser Funktionen ausdriicken zu kénnen, miissen wir noch eine
Topologie auf der zu firbenden Menge definieren.

Sei M eine Menge. U C [M]" ist ein Element der Basis der Topologie auf
[M]™, falls es disjunkte offene Mengen Uy, ...,U, in M gibt so dass gilt:

U:{{xl,...,xn}:xiGUi}.

Hierbei sieht man, dass die Stetigkeit (und andere Eigenschaften) einer Funktion

mit Urbildraum [M]™ sozusagen ,komponentenweise“ gepriift werden kann.

6.3 Satz (Blass [2]). Sei P C [0,1] perfekt, ¢ : [P]" — w Borel- oder Baire-
messbar mit endlichem Bildbereich und n € w. Dann gibt es ein perfektes
P’ C P, so dass |"[P']"] < (n — 1)! ist.

Der folgende Satz ist eine etwas schwichere Version des Satzes von Halpern
und Léuchli. Dabei handelt es sich um den Satz von Laver (Satz 3.8) fiir endlich
viele Baume. Wir konnen also Satz 6.4 als Korollar aus Satz 3.8 ansehen, er

lasst sich aber auch leicht aus Satz 2.2 beweisen.

6.4 Satz. Sei T = (Th,...,Ty) ein Tupel perfekter Bdume und ®f =
C1U...UC,. Dann gibt es ein j € {1,...,p}, ein A € w0 und perfekte
Teilbiume T) von Ty (1 <i < d), so dass @ T' C C; ist.
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Bevor wir uns nun dem eigentlichen Thema des Kapitels zuwenden, halten

wir das Folgende fest:

6.5 Lemma (und Definition). Sei T' ein Baum (also ein perfekter Teilbaum
von {0,1}<%). Dann gibt es einen Teilbaum T' C T, so dass jedes Level von
T’ héchstens einen Spaltknoten enthdlt. Ein solcher Baum heifst windschief
(skew).

Beweis. Wir nummerieren die Knoten von 7" und diinnen dann schrittweise aus,
so dass wir eine Folge T =T} D Ty D ... von perfekten Bdumen bekommen:
Angenommen wir haben T, bereits definiert und einen Spaltknoten oberhalb
von t,_1 auf Level [, gefunden. Ist dann ¢, ¢ T, setzen wir 1,1 = T, und
lpt1 = ln. Ist t,, noch in T;, enthalten, suchen wir uns einen Spaltknoten ¢ in T},
oberhalb von ¢, mit [¢t| =: [ > [,,, und beschneiden T}, so, dass es aufler ¢ keine
Spaltknoten mit Hohe k fiir [, < k <[ gibt. Den entstehenden Baum nennen
wir Ty 41 und setzen aulerdem [,1 =1+ 1.

Auf diese Weise ist sichergestellt, dass jeder Knoten in T = ),
Spaltknoten als Nachfolger hat und also perfekt ist. Aulerdem hat T” sicherlich

auf jedem Level hochstens einen Spaltknoten und ist somit windschief. U

T,, einen

Vereinbarung. Wann immer wir im weiteren Verlauf des Kapitels einen
Baum ausdiinnen, wollen wir davon ausgehen, dass der Baum bereits wind-

schief gemacht wurde.

Wir werden nun nicht mehr d-Tupel von Knoten d verschiedender B&ume

firben, sondern n-Tupel von Asten eines perfekten Baums.

6.6 Lemma. Fir jeden Baum T und jedes stetige c: [[T]]" — w gibt es ein
perfektes T' C T, so dass fiir jedes m € w und jedes t = {t1,...,t,} € [T'(m)]"

die Funktion c konstant ist auf der Menge

{{mitisy @i € (T3]}

Beweis. Wir wollen eine Folge von Biaumen T = TO>T22>73 D ... und eine
streng monoton steigende Folge (k;);cn von natiirlichen Zahlen konstruieren, so

dass fiir jedes i € N gilt:
(i) T (m) = T%(m) fiir alle m < k;.
(ii) Fiir jedes £ € [T%(k;)]™ ist ¢ konstant auf {25 € [Tfj]}

(iii) T7%*! hat genau einen Spaltknoten v;, 1, fiir den |v;1 1| € [k, kit1) ist.
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(iv) Fiir jeden Knoten y € T% mit |y| < k; gibt es ein j € N, so dass der
Spaltknoten v; oberhalb von y ist.

Wir fixieren hierzu zunéchst eine Wohlordnung von Ordnungstyp w auf den
Knoten von T', damit wir sie nacheinander betrachten kénnen. Seien nun die Fol-
gen bis T% und k; konstruiert. Wir werden nur oberhalb des Levels k; Versinde-
rungen vornehmen, darum wird (i) erfiillt.

Fiir (iv) betrachten wir den (in der neuen Ordnung) kleinsten Knoten ¢;,
der noch nicht betrachtet wurde und noch in 7T; enthalten ist. Zu diesem finden
wir einen Spaltknoten v; 1 > t; mit |vi4q1| = k > k;. Wir beschneiden nun T,
so dass es keine weiteren Spaltknoten zwischen den Leveln k; und & (inklusive
dieser Level) gibt.

Sei {s1,...,8m} eine Aufzihlung der verbleibenden Knoten in T%(k + 1)
und seien 7}, ..., 7, Aste im (ausgediinnten) Baum 7%, so dass s; € x; ist. Wir

definieren auBerdem B’ := {z],...,z],}.

n

i=1

th € xj, so dass {{}}}_, : 2] € [T};]} im Urbild von ¢({z;}}_,) enthalten ist.!
J

Da c stetig ist, gibt es zu jedem {z;}}_, € [B']" eine Menge {t/ mit
Jjij=

Es ist klar, dass wir dann auch eine kompatible Menge {¢; };-‘:1 auf einem Level

> || fixieren kinnen, das diese Eigenschaft hat.

Da es nur () und also endlich viele verschiedene {z;}7_, € [B']" gibt,
konnen wir k;11 als die maximale Ordnung der auftretenden Knotenmengen t
festlegen.

AbschlieBend erhalten wir 7!, in dem wir nochmals 7% beschneiden, so
dass gilt: fiir jedes t € T*"! mit |t| € [k + 1, ki+1] gibt es ein z € B’ mit ¢ € z.

Es ist klar, dass die Bedingungen (i), (iii) und (iv) dafiir sorgen, dass
T" = (V;en T perfekt ist. (ii) liefert die Aussage des Lemmas fiir 7" O

6.7 Definition. Sei [T] C {0, 1}* lexikographisch geordnet. Fiir {z1,...,z,} €
[[T)]" steht die Schreibweise {Z1,...,Zn},__ fiir eine Umindizierung der z;,
so dass gilt:

T1 <Lex T2 <Lex --- <Lezx Tn-

6.8 Definition. Sei 7' ein Baum. Fiir zwei verschiedene Aste x;,z; € [T defi-
nieren wir A(x;, x;) := min{k : z;(k) # x;(k)}.

6.9 Definition. Sei T ein windschiefer Baum und sei {zi,...,2,}<,.. ein
Element aus [[T]]". Das Muster (oder pattern) von {z1,...,zp}<,,, ist eine
Permutation o von {1,...,n — 1} (¢ € S,,_1), welche durch

1<, <& A(mi,le) < A(CEj,CEjJrl)

Man beachte, dass wir auf [T] die von I geerbte Topologie betrachten und I regulir ist.
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bestimmt ist.

Wir kénnen nun einen Satz zeigen, mit dessen Hilfe es dann ein Leichtes

sein wird, den Satz von Blass zu beweisen.

6.10 Satz ([2, 10]). Sei T ein Baum, M endlich, c:[[T]]" — M stetig und
o € Sn_1. Dann gibt es einen Teilbaum T' C T, so dass c¢ konstant auf den

{z1,...,2n}<,.,  [[T']]" mit Muster o ist.

Beweis. Induktion iiber n.

Sei [ das grofite Element von {1,...,n — 1} in der von ¢ induzierten Ord-
nung. Wir konstruieren einen Baum 7" als Schnitt einer Folge von Bédumen
T =T'"DT?D..., welche fiir eine streng monoton steigende Folge natiirlicher

Zahlen k; (i € N) (unter anderem) folgendes erfiillen:
(i) T (m) = T (m) fiir alle m < k;.
(ii) T°*! hat genau einen Spaltknoten v; 1, fiir den |viy1| € [ks, kip1) gilt.

(iii) Fiir jeden Knoten y € T% mit |y| < k; gibt es ein j € N, so dass der
Spaltknoten v; oberhalb von y ist.

Wir fixieren zunéchst wieder auf T eine Wohlordnung < vom Ordnungstyp
w, um spiter (iii) induktiv erfiillen zu kénnen. Seien die Folgen bis k; und T
schon gegeben. Wir diinnen 7% nun nach Lemma 6.6 so aus, dass c fiir jedes
k € wund jedes {t1,...,t,} € [T*(k)]" konstant auf {{x;}7_, : z; € [thj]} ist.

Nun konstruieren wir eine endliche, absteigende Folge von Baumen
T =170 D1 > . DT so dass T"U)(m) = T%(m) fiir alle j < 7 und
m < k; ist.

Sei nun s € T%(k;). Wir withlen (falls moglich) eine (n—1)-elementige Menge
{t1,...,t; = 8,t;42,...,tn} von paarweise verschiedenen Knoten aus T%(k;), so

dass gilt: Das Muster einer beliebigen Menge {x1, ...,z }<,.. € [T]]", fiir die

) t; € x; fur alle s < mn mit ¢ # [ + 1 und
*
t € 141
gilt, entspricht o.
Wir sagen dann, das [-Muster einer solchen Menge {t1,...,t;,t110,...,tn}

ist 0.
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Ty Ti41

Fir j < nund j # [+ 1 sei P; = Tt’] Wir definieren eine Fér-
bung f:Q(Pi,..., P, Po,...,P,) — N mit N C M auf folgende Weise: Sei
(Upy ... U, Upgo, ..., uy) €in (n — 1)-Tupel aus Q(Py, ..., P, Pio,..., Py), mit
|ui] =: q. Sei k < ¢ die maximale natiirliche Zahl, so dass u;(k) ein Spaltknoten
von T; ist, falls so eine Zahl existiert, sonst sei k& = 0. Dabei betrachten wir
wieder u; als Element von {0,1}<% und w;(k) als Anfangsstiick der Léinge k.
Falls k > k; ist, setzen wir f((u1,...,u;,u42,...,uy,)) auf den konstanten

Wert von ¢ auf

{{xj}?zl D esist xy € [T(iul(k))vo} , Tipq € [Téz(k)vl} , sonst x; € {Téj(kﬂ)} }

Andernfalls setzen wir f(uq,...,u;, ujs2,...,uy,) auf einen beliebigen Wert von
c.

Mit Satz 6.4 (fir d = n — 1 und p = |NJ) konnen wir perfekte P; C P;
(mit j < n, j # 1+ 1) und ein A € [W]N finden, so dass f konstant auf
R (Pl,...,P,Pl,,,...,P) ist.

n
Das bedeutet, dass wir einen Baum

-l ysfll U

lsj<n teT (ks)
JAI+1 tE {1,y t g2y tn }

bekommen, der etwas diinner als 7% ist (und bis Level k; mit ihm iiberein-
stimmt), so dass gilt: fiir jedes {21, ..., 2, }<,.. aus [[T*M]]", welches (x) erfiillt,
héngt die Farbe ¢({x1,...,z,}) nicht von z;;1 ab; mit anderen Worten gilt fiir

: / / .
jedes x| 2 s, x| # a2

c{z1,. @, mgn, . xn}) = c{@n, oL a2 ).

Wir verfeinern nun nach dem beschriebenen Verfahren weiter fiir jede Wahl

von s und (n — 1)-elementiger Mengen {t1,...,t; = s,t;42,...,t,} paarweise
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verschiedenen Knoten aus T%(k;) mit [-Muster . Dadurch erhalten wir die
gesuchte Kette T = 710 > i) > D Tim) yon Verfeinerungen. Setzen wir
T .= Tim) | dann gilt fiir jedes {z1,... JEnt<,., € [[T"1)" mit Muster o,
fiir das gilt:

A(zj, zj1) < ki fiir j #1,
Az, 2141) > ki,

dass der Wert ¢({z1,...,2,}) nicht von der Wahl von x;;1 abhéngt.

Nun suchen wir den kleinsten Knoten y € T% mit |y| < k; ohne Spaltknoten
oberhalb von y vor Level k; und finden dann einen Spaltknoten v;;1 in Tvi+1,
so dass v;41 > y ist. Wir setzen ki1 = |vi41| + 1 und verfeinern Tit+1 so, dass
vi11 der einzige Spaltknoten in Tt mit |viq| € [ks, kit1) ist. Damit ist die
Konstruktion von T%t! abgeschlossen.

Sei T" = (Nen T%. Dann hiingt fiir jedes {z1,...,7,}<,., , mit Elementen
aus [T’] und Muster o, der Wert ¢({x1,...,x,}) nicht von z;,; ab. Deshalb

sind wir mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung fertig. O

Beweis von Satz 6.3. Wie im Beweis von Satz 5.15 ist es uns moglich, P so zu
verkleinern, dass es perfekt bleibt und c stetig wird.

Sei dann T der perfekte Baum mit [T] = P. Sei auflerdem o7,...,0(,—1)
eine Auflistung der Elemente von S, 1. Wir konstruieren dann eine Folge
T=Ty2...2T4_1) perfekter Bdume, indem wir den Satz 6.10 im j-ten
Schritt auf Tj_4, ¢ l[r;_,)» und o; anwenden. Dadurch bekommen wir einen
perfekten Baum Tj, der einfarbig auf den Ast-Mengen mit Muster o ist.

Da jedes {z1,...,x,} ein Muster aus S,_1 hat und darum in einer Stufe
J€{1,...,(n —1)!} betrachtet wurde, erhalten wir eine Menge P’ := [T(,,_1y]

deren Bild unter ¢ hochstens (n — 1)!-viele Elemente haben kann. O

6.1 Bemerkungen

Die Anzahl der nétigen Farben ist mit (n — 1)! bestméglich bestimmt, wie das

folgende Argument zeigt:

6.11 Lemma. Sei T ein perfekter Baum, n > 2 und o0 € S,_1. Dann gibt es

Aste {z1,...,2n}<,., in T mit Muster o.

Beweis. Induktion iiber n. Fir n = 2 gibt es nur ein Muster, und da T perfekt

ist, gibt es zwei verschiedene Aste.
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Sei nun n > 2 und o = (i1,...,in—1) € Sp—1. Wir betrachten nun die

Permutation (i},...,i,_5) € Sp—2, wobei gilt:

, ij falls ij < lp—1,

ij —1 falls ij > Uy 1-

Nach Voraussetzung gibt es Aste {21,...,2n,_1}<,.. in T mit Muster
(@15, ip_o). Da T perfekt ist, enthélt z ., einen Spaltknoten vy, der hoher
ist als die Verzweigungen der x; (fiir den also |v,| > A(z;, x;) fiir alled,j <n—1
gilt). Also gibt es einen Ast z, in T'mit A(zy _41,2n) = |vn|. Sortieren wir nun
x,, entsprechend der lexikographischen Ordnung in die Menge {1, ..., 2,1} ein
(und dndern die Indizes entsprechend), so erhalten wir eine Menge von n Asten

aus 1" mit Muster o. O

Wie man anhand von Lemma 6.6 leicht sieht, gibt es perfekte Baume, in
denen die Farbung, die die Ast-Mengen geméif3 ihrer Muster farbt, stetig ist.
Darum ist (n — 1)! tatséichlich die beste untere Schranke fiir die Anzahl der

Farben.

Es sei noch bemerkt, dass der Satz 6.3 auch fiir perfektes P C R, und noch
etwas allgemeiner fiir perfekte Teilmengen vollstéindig metrisierter Rdume gilt.

Der Beweis hierzu ist offensichtlich.
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