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Aufgabe 1.1 (10 Punkte) Es sei G = (V, E) ein Graph. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden
Aussagen:

a) G ist ein Baum.

b) G ist minimal zusammenhéangend, d.h. fiir jede Kante e € F ist der Graph H = (V, E \ {e})
nicht zusammenhangend.

¢) G ist maximal kreisfrei, d.h. fiir je zwei Knoten v, w € V mit {v,w} ¢ E enthélt der Graph
H = (V,E U {{v,w}}) einen Kreis.
Losung:
Zeige z.B.a) = b) = ¢) = a)

a) = b) Da G ein Baum ist, gibt es fiir v,w € V einen eindeutigen v-w-Weg. Sei e eine Kante
dieses Wegs. Dann gibt es keinen v-w-Weg in (V, E'\ {e}).

b) = ¢) Seie = {v,w} ¢ E. Da G zusammenhéngend ist, gibt es einen w-v-Weg P = (w,...,v).
Zusammen mit e ergibt dies einen Kreis.

¢) = a) G ist nach Voraussetzung kreisfrei. Falls {v,w} € E, dann gibt es einen v-w-Weg in G.
Sonst enthélt der Graph H = (V, E U {{v,w}}) einen Kreis C = (w,...,v,w). Dann ist
P = (w,...,v) ein w-v-Weg, und G ist also zusammenhéngend.

Aufgabe 1.2 (10 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle Baume mit Knotenmenge {1, 2, 3,4}.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Spannbdume des nebenstehen- ‘ ‘
den Graphen. c
c) Zeigen Sie, dass ein Graph mit n Knoten bis zu n"?2 J ;

Spannbdume haben kann.



Losung:
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b) Die Laplace-Matrix lautet
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Streiche eine Zeile und Spalte, z.B. die zu a gehdrigen. Dann ist ¢(G) = det(L[{a}]) und

det(L[{a}]) = 114.

¢) Jeder Baum mit n Knoten ist ein Spannbaum des vollstindigen Graph auf n Knoten, also
kann kein Graph mehr Spannbdume als der vollstindige Graph G = (V, E') haben.

Nach Satz 1.8 ist t(G) = det(L[{v}]) fiir ein v € V. berechne also die Determinante von

-1 - -1



Subtrahiere die letzte Zeile von allen Ubrigen und erhalte

n 0 0 —n
0

0
o -+ 0 n —n

Subtrahiere nun 1/n mal die oberen Zeilen von der letzten, und erhalte eine Matrix, aus der
sich die Determinante n™~2 leicht ablesen l4sst.

Aufgabe 1.3 (10 Punkte) Die Tabelle auf der folgenden Seite definiert einen Abstandsgraphen.
Bestimmen Sie einen minimalen Spannbaum unter Verwendung des Algorithmus’ von Kruskal.

Losung:
Schritt 1: H = (V, 0) ist kein Baum, {Do, Es} hat kleinste Lange und schlieBt keinen Kreis.

Schritt 2: H ist noch immer kein Baum, {K0, Es} hat die kleinste Lange unter den iibrigen Kanten
und schlief3t keinen Kreis.

Schritt 3: H ist noch immer kein Baum, {K6, Do} hat zwar die kleinste Linge unter den iibrigen
Kanten, schlief3t aber einen Kreis. Die kiirzeste Kante, die wir hinzufiigen kénnen ist {Ha, Br}.

Wird der Algorithmus auf diese Weise fortgesetzt, so erhédlt man den Baum




