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Aufgabe 2.1 (10 Punkte) Sei G = (V, E) ein Graph und sei | € R¥ eine Kantenldngenfunktion.
Bestimmen Sie einen Algorithmus, der einen Wald W = (V, F') mit F' C E findet, so dass fiir alle
Wiélder W’ = (V, F') mit F’ C E gilt:
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Begriinden Sie die Korrektheit Thres Algorithmus.

Losung:
Eingabe: G = (V, E) Graph, | € R¥ Kantenldngenfunktion
Ausgabe: W = (V, F) ein Wald mit maximalem Gewicht und F C F.
Pseudocode:

F=190

while Je € F\F so dass (V, F'U {e}) Wald und I(e) > 0:
wihle e € E\F mit /(e) maximal, so dass W = (V, F U {e}) ein Wald ist
F=FU{e}

Definiere £ = {e € E : I(e) > 0}. Dann ist die Ausgabe des Algorithmus’ ein Wald W = (V, F)
mit F C E, und der Algorithmus entspricht genau dem Greedy-Algorithmus fiir (E,Z) aus Defini-
tion 3.5, wobei Z wie in Definition 3.4 definiert ist.

Die Korrektheit folgt dann mit Satz 3.6, da nach Wahl von E ein Wald mit maximalem Gewicht
eine Basis ist.

Aufgabe 2.2 (10 Punkte) Es sei G = (V, E) ein Graph und | € R¥ eine Kantenlidngenfunktion.

a) Zeigen Sie die folgende Aussage: Ein Spannbaum H = (V,T) ist genau dann minimaler
Spannbaum von G und [/, wenn fiir alle e € T und alle f € E\ T, fiir die (V, (T'\ {e}) U{f})
ein Baum ist, stets [(f) > I(e) gilt.

b) Verwenden Sie Ihre Erkenntnisse aus Teil (a) um ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
eines eindeutigen minimalen Spannbaums anzugeben und zu beweisen.

Losung:
a) “=": Wire I(f) < l(e), dann wére (V, (T \ {e}) U{f}) ein Spannbaum von geringerer Linge
als H.

“«<”: Wir zeigen: Falls H nicht minimal ist, dann gibt es e € T und f € E \ T, so dass
(V,(T'\ {e}) U{f}) Spannbaum ist und I(f) < I(e).



Wahle einen minimalen Spannbaum H’' = (V,T”) so, dass |T' N T’| maximal ist (unter al-
len minimalen Spannbdumen). Sei f € 7"\ T. Da H' minimal zusammenhéngend ist, hat
der Graph (V,T"\ {f}) zwei Zusammenhangskomponenten. Seien V1, V die Knoten dieser
Komponenten.

Da H maximal kreisfrei ist, enthélt (V, T U {f}) einen Kreis C. Sei f = {v1,v2} mitv; € 1}
und vg € Vo. Dann ist P = C \ {f} ein v;-v;-Weg in H, und es gibt eine Kante e = {v,w} €
Pmitv € V; und w € Va. Es ist e ¢ T”. Die Graphen H"” = (V.T" \ {f} U {e}) und
(V,(T'\ {e}) U{f}) sind kreisfrei(!) und zusammenhdngend(!), also Spannbadume.

Es bleibt zu zeigen, dass I(f) < I(e). Ware [(f) > I(e), so widre H"” Spannbaum mit kleinerer
Lange als H', ein Widerspruch zur Minimalitdt von H’'. Wére I(f) = I(e), so ware H" mi-
nimaler Spannbaum, der mehr gemeinsame Kanten mit H hat als H’, ein Widerspruch zur
Wahl von H'.

b) Wenn G = (V, E) zusammenhéngend ist und l(e) # I(f) fir alle e, f € E mit e # f gilt,
dann gibt es einen eindeutigen minimalen Spannbaum.

Denn gibe es zwei minimale Spannbdume, so konnte man wie im Beweis der Riickrichtung
von a) durch Austauschen von Kanten gleicher Lange von einem zum anderen kommen.

Aufgabe 2.3 (10 Punkte) Sei
21 1 2 1 0 0 2 0 3
V=(0 11 3 0 0 0 0 1 3| R0
1 011 2 3 0 2 2 3

und sei [ = (3,2,1,0,0,2,1,2,3,0) € R!?, Finden Sie eine Auswahl I C {1,...,10} von drei
linear unabhéngigen Spaltenvektoren von V, so dass ) ,.; /(i) minimal ist. Beschreiben Sie Thr
Vorgehen.

Losung: Nach Beispiel 3.2 definieren die linear unabhéngigen Spalten von V' einen Matroid. Defi-
niere die Gewichtsfunktion w € R® durch w(i) = 3 —1[(i). Wir suchen also eine Basis des Matroids
mit maximalem Gewicht beziiglich w. Nach Satz 3.6 konnen wir den Greedy Algorithmus anwen-
den. So erhalten wir (z.B.)
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