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Aufgabe 3.1 (10 Punkte) Sei X eine endliche Menge und Z eine Menge von Teilmengen von X.

a) Zeigen Sie, dass (X,Z) genau dann ein Matroid ist, wenn Bedingungen (a) und (b) aus der
Definition eines Matroids (Definition 3.1) gelten, sowie:

(¢)) Fiir jede Menge Y C X haben alle Basen von Y dieselbe Kardinalitét.
b) Sei (X,Z) ein Matroid und sei 5 die Menge der Basen von X. Zeigen Sie:

@ B#0,
(ii) Fir A, Be Bunda € A\ B, gibtesb € B\ Asodass (A\ {a})U{b} € B.

Losung:

a) “=":Seien A, B C Y mit A, B € Zund |A| > |B|. Dann gibt es nach Bedingung (c) eina € A\ B
sodass BU{a}inZ ist. Da BU {a} CY, ist B keine Basis von Y.

“<": Seien A, B € 7 mit |A| > |B|. Wegen (") hat jede Basis von A U B mindestens Kardinalitét
|Al. Also ist B keine Basis von AU B und somit gibt es ein Z € Zmit BC Z C AUBund B # Z.
Dann ist Z\ B C A nicht leer, also sei a € Z\ B. Nach Eigenschaft (b) ist dann BU {a} € Z, weil
BU{a} C Z.

b) DaZ # () und X endlich ist, ist B # 0.

Seien nun A, B € Bund a € A\ B. Nach Eigenschaft (b) ist A\ {a} € Z und nach Teil a) ist
|A| = |B|, also |B| > |A\ {a}|. Dann gibt es nach Eigenschaft (c) ein b € B\ (4 \ {a}) mit
(A\{a})U{b} €Z.Daa ¢ B,istb e B\ A. Nunist |[(A\ {a}) U {b}| = |A|, das heil’t fiir alle
Z € Imit (A\ {a})U{b} C Zgilt (A\ {a}) U {b} = Z und wir haben (ii) gezeigt.

Aufgabe 3.2 (10 Punkte) Fiir zwei (n x n)-Matrizen A und B definiere das Min-Plus Produkt als
A@B = C,wobei C;; = min{A;;+By; : k=1,...,n}.Sei D = (V, A) ein Graph mit V = {v1,...,v,}
und Kantenléngenfunktion I € R4. Sei W die Matrix definiert durch

0 fallsi = j
Wi; =< l(a) fallsa = (v;,v;) € A
oo  sonst.

Zeigen Sie: Mit Hilfe des n-fachen Min-Plus Produkts von W mit sich selbst kann man die Existenz von
Kreisen in D erkennen, die negative Lange besitzen. Genauer: Es gibt ein ¢ € {1,...,n} mit Wi?” <0
genau dann, wenn D einen Kreis enthilt, der negative Lange besitzt.

Losung: Wir zeigen zuerst per Induktion, dass fiir d € N gilt:

Wed _ I(K), K istkiirzeste v;-v;-Kantenfolge mit héchstens d Kanten;
9 ) oo, Es gibt keine v;-v;-Kantenfolge mit hochstens d Kanten.



Fiir d = 1 gilt dies nach Definition, wobei die leere Kantenfolge Linge 0 hat.
Angenommen die Aussage gilt fiir d — 1, dann betrachte

Wt = min{w Y 4 Wiy k=1, 0}

Es ist also W ¢ = oo genau dann, wenn fiir jedes k € {1,...,n} gilt dass ng(d*l) = oo oder Wj,; = o0
ist (oder beides). Also gibt es nach Voraussetzung keine v;-v;-Kantenfolge mit hochstens d — 1 Kanten,
oder wenn es sie gibt, dann ist die Kante (v, v;) nicht in A. Somit gibt es keine v;-v;-Kantenfolge mit
hochstens d Kanten.

Ist W2 < oo, betrachte die k € {1,...,n}, fiir welche Wif(dfl) < oo und Wj; < oo ist. Die kleinste
Summe ist dann die Lange einer kiirzesten v;-v;-Kantenfolge mit hochstens d Kanten.

Seinun i € {1,...,n} gegeben mit W" < 0. Also gibt es eine v;-v;-Kantenfolge K mit hochstens
n Kanten und /(K) < 0. Dann muss K mindestens einen Kreis enthalten. Hat dieser negative Linge,
sind wir fertig. Sonst entferne ihn aus K (bis auf den Anfangsknoten) und erhalte eine nichtleere
Kantenfolge K’, die wiederum mindestens einen Kreis enthdlt. Dann ist auch I(K’) < 0, und wir
koénnen so weitermachen, bis wir einen Kreis negativer Linge gefunden haben.

Umgekehrt sei C ein Kreis negativer Lidnge, und durch umbenennen der Knoten kénnen wir annehmen
dass C' = (v, (v1,v2), V2, ..., (Um,v1),v1) ist. Dann ist m < n (wieso?) und es gilt

WeEr < WE™ <1(C) < 0.

Aufgabe 3.3 (10 Punkte) Bestimmen Sie mit Hilfe des Algorithmus von Bellman-Ford im folgenden
gerichteten Graphen einen kiirzesten Weg vom Knoten s zu jedem anderen Knoten:

.—).

A /
VAN

Losung: Starten mit dy(s) =0, do(v) = oo fiir allev € V'\ {s}.
Erster Schritt: Setze dy(v) = dp(v) flr alle v € V, betrachte nun alle Kanten.

(s,v1): Esistdg(s) + I(
(s,v2): Esistdg(s) + I(
i

m

(s,v1)) =0+ 2 < oo =di(v1), also setze dy (v1) = 2, g(v1) = s.
(s, v9

) =045 < oo =di(v1), also setze d; (v1) = 5, g(vz)

S.

(S ’Ug) Es ist do( ) (8 ’Ug)) =0+3<o0= dl(Ul), also setze dl(Ul) =3, g(’l)g) S.

(vi,v;): Dadg(v) = oo fiir alle v # s, gibt es keine Verdnderung.

Fiir die iibrigen Schritte listen wir nicht alle Kanten auf, sondern halten nur die grof3te Verbesserung
und den Wert von ¢ in der folgenden Tabelle fest:

do | di,9 | de, g | ds, g | dasg | ds,g | dssg | dryg
s |0 0 0 0 0 0 0 0
vy | 00| 2,8 2, s 2,s 2,8 2,s 2,s 2, s
vy | 0O | B, s 5, § 5,8 | 4,vs | 4,vs | 4,v3 | 4, vs
vy | oo | 3,8 3,8 | Lvg | Loy | Loy | 1L,ug | 1,04
Vg | 00 00 3,v1 | 3,v1 | 3,v1 | 3,v1 | 3,v1 | 3, v1
Vs | 00 00 6,v3 | 6,vs | 4,v3 | 4,v3 | 4,v3 | 4, v3
vg | 00 00 4,v3 | 2,04 | 2,04 | 2,04 | 2,04 | 2,04



Da d, = ds ist, reicht es auch bis d5 zu rechnen, da danach keine Anderung mehr eintreten kann.

Die Langen der kiirzesten Wege lassen sich direkt in der Tabelle ablesen, die Wege selbst lassen sich
anhand der letzten Werte von ¢ rekonstruieren. Wir geben sie hier als geordnete Menge von Knoten
an. Sie lauten:

s-v1: (s,v1);
5-va: (8,v1,v4,V3,2);
s-vgt (8,v1,04);
5-vs: (8,V1,v4,03,05);

(
(
s-v3: (s,v1,v4,03);
(
(
s-vgs (

S,V1, V4, UG);



