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Einführung in die Mathematik des Operations Research

Sommersemester 2017

— Lösungsskizze Blatt 8 —

Aufgabe 8.1 (10 Punkte) Sei C ⊆ Rn eine konvexe Menge mit dim(C) = n. Zeigen Sie, dass für
jedes x ∈ C gilt:

x ∈ intC ⇐⇒ ∀y ∈ C ∃z ∈ C ∃α ∈ (0, 1) : x = (1− α)y + αz .

Lösung: “⇒”: Sei ε > 0 so, dass B(x, ε) ⊆ C ist, und sei y ∈ C beliebig, wobei wir y 6= x
annehmen können. Wir betrachten die Gerade {y + λ(x− y) : λ ∈ R}, die x und y verbindet, und
suchen einen Punkt z auf dieser Geraden mit den folgenden zwei Eigenschaften: z liegt in B(x, ε)
(und damit in C) und x liegt auf der Geraden zwischen z und y, d.h. x kann als die gewünschte
Konvexkombination von y und z geschrieben werden.
Für z = y + λ(x− y) gilt ‖z − x‖ = |1− λ| · ‖y − x‖. Wir wollen also λ aus (1− δ

‖y−x‖ , 1 +
δ

‖y−x‖ )

wählen. Zudem gilt x = (1− 1
λ )y +

1
λz. Es soll also auch 0 < 1

λ < 1, d.h. λ > 1 gelten. Eine Wahl
von λ aus (1, 1 + δ

‖y−x‖ ) liefert demnach das gewünschte z.
“⇐”: Im Rn gibt es n + 1 affin unabhängige Punkte y1, y2, . . . , yn+1. Da affine (Un-)Abhängigkeit
nicht durch Multiplizieren eines Skalars oder Addieren eines Vektors zu allen yi geändert wird,
können wir annehmen dass y1, . . . , yn+1 in C liegen. Weiterhin gibt es dann eine Auswahl von n
Punkten der yi, die zusammen mit x affin unabhängig sind (warum?). OBdA seien dies y1, . . . , yn.
Nun können wir auch C um −x verschieben, ohne die Gültigkeit der Aussage zu verändern, ausser
dass nun x = 0 ist.
Zu jedem der ỹi = yi−x gibt es also ein zi ∈ C−x und ein αi ∈ (0, 1) mit 0 = (1−αi)ỹi+αizi. Sei
nun ε = min{‖hi‖ : hi ∈ {ỹi, zi}, i = 1, . . . , n}, und sei y′i = λiỹi mit λi > 0 derart, dass ‖y′i‖ = ε
gilt; analog definiere z′i.
Dann gibt es eine invertierbare lineare Abbildung f : Rn → Rn mit f({y′1, . . . , y′n, z′1, . . . , z′n} =
{e1, . . . , en,−e1, . . . ,−en}, wobei ei der i-te Einheitsvektor ist. Wir zeigen zunächst: 0 ist im Inne-
ren von P = conv{e1, . . . , en,−e1, . . . ,−en}.
Sei µ ≤ 1/

√
n und v ∈ B(0, µ), also mit Cauchy-Schwarz (

∑n
i=1 |vi|)2 ≤ n

∑n
i=1 v

2
i ≤ 1. Aus

Symmetriegründen können wir annehmen, dass alle Koordinaten vi ≥ 0 sind. Dann ist vn+1 :=
(1−

∑n
i=1 vi) ≥ 0 und

v = v1e1 + . . .+ vnen + vn+1 · 0,

also ist v ∈ P (weil zB 0 = 1/2e1 + 1/2(−e1) ist).
Nun ist f−1(B(0, µ)) ein Ellipsoid der Dimension n und Zentrum 0, worin wir wieder eine Kugel
mit Radius µ′ finden können (Stichwort Hauptachsen). Diese Kugel liegt auch in C − x.

Aufgabe 8.2 (10 Punkte) Es sei C = conv{x1, x2, x3, x4, x5, x6} ⊆ R3 mit

x1 =

1
2
3

 , x2 =

1
3
2

 , x3 =

2
3
1

 , x4 =

2
1
3

 , x5 =

3
1
2

 , x6 =

3
2
1

 ,

und sei
y =

2

7
x1 +

1

28
x2 +

1

4
x3 +

1

14
x4 +

3

14
x5 +

1

7
x6.



Verwenden Sie den Beweis des Satzes von Carathéodory, um y als Konvexkombination von affin
unabhängigen xi zu schreiben.

Lösung: Die Punkte x1, . . . , x6 sind affin abhängig, wie beispielsweise durch x1−x2+2x3−2x4+
3x5 − 3x6 = 0 zertifiziert wird. Dann ist min{αj

βj
: βj > 0} = α5

β5
= 1

14 , und wir erhalten

y =
3

14
x1 +

3

28
x2 +

3

28
x3 +

3

14
x4 +

5

14
x6

entsprechend der Formel aus dem Beweis.
Die Punkte x1, x2, x3, x4, x6 sind affin abhängig, wie beispielsweise durch −2x1 + 2x2 − x3 + x4 +
0x6 = 0 zertifiziert wird. Dann ist min{αj

βj
: βj > 0} = α2

β2
= 3

56 , und wir erhalten

y =
9

28
x1 +

9

56
x3 +

9

56
x4 +

5

14
x6.

Die Punkte x1, x3, x4, x6 sind affin abhängig, wie beispielsweise durch x1 − x3 − x4 + x6 = 0
zertifiziert wird. Dann ist min{αj

βj
: βj > 0} = α1

β1
= 9

28 , und wir erhalten

y =
27

56
x3 +

27

56
x4 +

1

28
x6.

Die Punkte x3, x4, x6 sind affin unabhängig, also sind wir fertig.

Aufgabe 8.3 (10 Punkte) Es sei

C = conv

{(
cos π4n
sin π

4n

)
: n = 0, . . . , 7

}
⊆ R2.

Bestimmen Sie für jedes x ∈ R2 die metrische Projektion von x auf C.
Hinweis: Sie dürfen Symmetrien von C verwenden.

Lösung: Betrachte zunächst die konvexe Hülle der Punkte:

(cos(π/4), sin(π/4)) = (1/
√
2, 1/

√
2)T

(cos(π/2), sin(π/2))T

(cos(0), sin(0))T

Für Punkte x ∈ C ist offenbar πC(x) = x. Bis auf Symmetrien gibt es dann noch zwei Fälle:

R1

R2

Falls x ∈ R1 ist, dann hat es die Form r + λv, wobei r auf der Verbindungsstrecke K der Punkte
(0, 1)T und (1/

√
2, 1/
√
2)T liegt, v orthogonal zu K ist, und λ > 0.

Dann ist πC(x) = r. Betrachte hierzu die Hyperebene H = {y ∈ R2 : vTy = vTr}, dann gilt nach
Satz von Pythagoras (zweimal angewandt für Punkte in H− \H) für jeden Punkt z ∈ H−:

‖x− r‖ ≤ ‖x− z‖.



Falls x ∈ R2, dann sei v′ ein Vektor, der orthogonal zur Verbindungsstrecke zwischen (0, 1)T und
(−1/

√
2, 1/
√
2)T ist, und so dass µv′ auf der Verbindungsstrecke ist, für ein µ > 0.

Dann ist x = (0, 1)T + λw für ein λ > 0 und w derart, dass sein Winkel mit (1, 0)T zwischen dem
Winkel von v mit (1, 0)T und dem Winkel von v′ mit (1, 0)T liegt.

v′ v

Wie eben sehen wir, dass πC(x) = (0, 1)T ist.


