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Aufgabe 9.1 (10 Punkte) Sei M C R™ eine endliche Menge, dann ist fiir jedes © € M
Pyo={y € R" : [lz —y| < |z —y| firalle = € M}

definiert, also als die Menge der Punkte, die beziiglich der euklidischen Norm mindestens so nah
zu ¢ wie zu jedem der anderen Punkte aus M liegen.

a) Sei
=3\ (1) (2) (3\ [2\ (3 )
u={(7)-()()-6)-()- ()=
Bestimmen Sie Py, ,; fiir jedes z € M.

b) Zeigen Sie: Fiir jede endliche Menge M C R” und jedes « € M ist Py, konvex.

Losung: Man betrachte zunéchst folgende charakterisierende Ungleichung fiir Py,

e =yl <llz =yl & [lz —yl* < ||z —yII?
-y (@-—y)<(z-y)T(z—y)
& llz)® = 22Ty + lyll* < ll2)1* — 22Ty + |lyl?
& |lz|? = 22Ty < 2] — 22Ty
&2z —2)Ty < |2)* — [=|?
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a) Firz = <_:1)’) ergibt sich dann beispielsweise

5 3 3 5 3
Prro = {y ER™: 4y, +3y2 < 5 Sy1 +4y2 < > 6y1 + 3y2 < 3 dy1 + 2y2 < 5 6y1 —y2 < 2}.

Insgesamt erhalten wir das folgende Bild:
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b) Wir definieren fiir festes  den Halbraum H; = {y ER": (z—2)Ty < w} zur Hy-
perebene H mit Normalenvektor ¢ = z — z und Parameter § = w

Voriiberlegung kann man P,y , auch darstellen als

1211 = ll]®

. Nach unserer

Pur {y ER": (z—2)Ty <

212 — Nl
N {eres oy < LES 1)
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fir alle z € M}

Da der Schnitt konvexer Mengen konvex ist, sind wir fertig.

Aufgabe 9.2 (10 Punkte) Sei K C R™ eine konvexe und kompakte Menge mit dim K = n. Sei
H C R™ eine Hyperebene. Zeigen Sie: Es gibt genau zwei Hyperebenen, die parallel zu H sind
und gleichzeitig Stiitzhyperebenen von K sind.

Losung: Sei H = {x € R" : ¢"x = §}. Setze

Omax = MAaxc' .
rzeK

Da K kompakt ist, kann hier das Maximum betrachtet werden und es wird an einem zg € K
angenommen. Wir zeigen, dass Hy,.x = { € R" : ¢"& = 0., } Stiitzhyperebene von K ist. Nach
Konstruktion ist Hy,., parallel zu H.
Es gilt 0y = ¢, also xg € Hyax N K. Fiir beliebiges » € K gilt auRerdem c¢'z < 60 und
damit K C H,..
Analog erhilt man mit 6, = mingex ¢’z und Hypy, = {# € R" : —cTo = —6n} eine weitere
Stiitzhyperebene von K. Es gilt H,.x # Huin, da sonst ¢'o = .y fiir alle z € K gelten wiirde,
also K C Hyax, was dim K = n widersprechen wiirde.
Ist H = {z € R" : ¢'x = §'} eine beliebige zu H parallele Stiitzhyperebene von K, so gilt
entweder c'z < ¢ fiir alle z € K oder c¢'z > ¢ fiir alle z € K. Im ersten Fall folgt ' = §,,,.«, da
H' N K # 0, und damit H' = H,,,, im zweiten analog H' = H;,.



Aufgabe 9.3 (10 Punkte) Sei K C R™ konvex, dann ist die zu K polare Menge definiert als

KX ={ycR": 2"y <lfiiraller € K}.

Zeigen Sie:

a) K* ist konvex und abgeschlossen.

b) Falls 0 € K ist, dann gilt (K*)* = K.

Losung:

a) Nach Satz 2.2 reicht es fiir die Konvexitdt zu zeigen, dass fiir z,y € K* auch [z,y] C K*

b)

ist. Flir « € [0,1] und z € K gilt:
d(l-a)rt+ay)=1-a)zz+az'y<(1l—a)+a=1.

Da K* der Schnitt {iber die Halbraume {y € R" : 27y < 1} mitx € K ist, und die Halbraume
abgeschlossen sind, ist auch K* abgeschlossen.

“D”: Fiir x € K gilt nach Definition 27y < 1 fiir alle y € K*. Damit erfiillt  genau die
Bedingung fiir (K*)*, und es gilt K C (K*)*. Da (K *)* abgeschlossen ist (siehe (a)), ist

K= N B C (K*)*.
BD K, B abgeschlossen

“C”: Angenommen z ¢ K. Da K abgeschlossen, konvex und nicht leer ist, gibt es nach Satz
3.5 und Korollar 3.6 eine strikte Trennhyperebene H von z und K, d.h. es gibt ein ¢ # 0 und
ein A\ € Rmitc'y < Mfiiralley € K und ¢"2 > X\. Da 0 € K ist, folgt A > 0.

Definiere b = {c, dannist b'y = $c"y < 1 fiir alle y € K, und also b € K*. Da auferdem

bTz = +cTo > list, gilt z ¢ (K*)*.



