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Aufgabe 11.1 (10 Punkte) Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
a) Sei C' C R™ konvex. Dann ist C* genau dann beschrankt, wenn 0 € int C.
b) Sei
P={zecR":aqjz<1,...,a) x <1}

ein Polyeder mit 0 € int P. Dann ist

P* =conv{0,a1,...,amn}

Losung:

a) Notwendig (“<"): Nach Voraussetzung gibt es ein £ > 0 so dass B(0,¢) C C'ist. Fiir v €
S™—1 wissen wir, dass fiir M > 0 genau dann Mv € C* ist, wenn Mv'x < 1 fiir alle 2 € C
gilt.

Also ist Mv ¢ C* fiir M > 1, daev € C ist. Somit ist C* beschrankt.
Hinreichend (“=-"): Per Kontraposition.
Falls C' leer ist, ist C* = R™ unbeschrénkt. Sei im Folgenden also C' # () und 0 ¢ int C.

Falls 0 € 9C ist, gibt es nach Korollar 5.3.8 eine Stiitzhyperebene H = {x € R" : ¢'x = §}
von C mit0 € H, alsoist § = 0.Da C C H™,istdann Mc € C* fiir alle M > 0 und C* ist
nicht beschrankt.

Falls 0 ¢ C gibt es nach Satz 5.3.5 eine Trennhyperebene H von {0} und C. Sei H' parallel
zu H mit 0 € H’, dann greift wieder das gleiche Argument wie oben.

b) Sei @ = conv{0,a1,...,a,}. Da 0z < 1 fiir beliebige = € R™ gilt, ist nach Lemma 6.1.7(4)
Q* = P.Da0 € Q, ist nach Aufgabe 9.3(b) (Q*)* = Q, zusammen also Q = (Q*)* = P*.

Aufgabe 11.2 (10 Punkte) Schreiben Sie das Polytop

P =conv{—ej; +e3+e3,—e; +ey—e3,—e; —es+es,

—€1 — €y — 63,61} Q R3
mit Hilfe der Polaren als Polyeder, wobei e; der i-te Standardbasisvektor im R? ist.

Losung: Nach Lemma 6.1.7(4) ist

1 0 0 1
-1 1 1 1
P*={zeR¥: | -1 1 —1]lz<]|1|3,
-1 -1 1 1
-1 -1 -1 1

und da 0 € int P ist, ist P* nach Aufgabe 11.1(a) beschriankt und somit ein Polytop.



Zum Bestimmen der Ecken von P* betrachten wir alle quadratischen Teilmatrizen der obigen
Matrix. Beobachte zunichst, dass der Vektor (—1,0,0)" alle Ungleichungen erfiillt und alle bis
auf die erste mit Gleichheit. Aullerdem hat die Teilmatrix, die durch Streichen der ersten Zeile
entsteht, Rang 3. Also haben wir eine Ecke gefunden und miissen nur noch die sechs quadratischen
Teilmatrizen betrachten, die die erste Zeile enthalten.

Die Matrizen
1 0 0 1 0 0

-1 1 1 und -1 1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 1

haben keinen vollen Rang. Die iibrigen vier Matrizen liefern uns tatsichlich Ecken, so dass wir
insgesamt

—1 1 1 1 1
P* = conv 0 1,12],{0],(-2]|,10
0 0 2 0 —2

erhalten. Da 0 € P und P abgeschlossen ist, ist nach Aufgabe 9.3(b) (P*)* = P, und somit ist
wiederum mit Lemma 6.1.7(4)

-1 0 0 1
1 2 0 1
P={zeR®: |1 0 2 |la<]|1
1 -2 0 1
1 0 =2 1

Aufgabe 11.3 (10 Punkte) Sei A € R™*™ eine Matrix. Zeigen Sie:
Es gibt genau dann einen Vektor x # 0 mit Az = 0 und « > 0, wenn es keinen Vektor y € R" mit
yT A > 0 gibt.

Hinweis: Betrachten Sie zundchst Vektoren z > 0 mit ", z; = 1.

Losung: Wir zeigen zunichst, dass es genau dann einen Vektor > 0 mit Ax =0und ) ;. 2; =1
gibt, wenn es keinen Vektor y € R™ mit y" A > 0 gibt.
Betrachte hierfiir die (m + 1) x n - Matrix

(4

Nach dem Lemma von Farkas ist die Existenz eines > 0 mit A’z = (?) dquivalent dazu, dass
es keinen Vektor (;’0 ) € R™* ! mit (y",yo)A’ > 0 und yo < 0 gibt. Das ist &quivalent dazu, dass es
keinen Vektor y € R™ mit y" A > 0 gibt.

Nun miissen wir noch zeigen, dass die Existenz eines > 0 mit Az = 0 und >, 2; = 1 gleich-
bedeutend ist mit der Existenz eines  # 0 mit Az = O und z > 0. >."" ; 2; = 1 impliziert

offensichtlich  # 0. Ist x # 0 mit Az = 0 und = > 0, so kdnnen wir 2’ = ﬁx definieren.
i=1 "7
Dann gilt 2’ > 0 sowie Az’ = «1— - Az = 0. Zudem ist ) ;. 2} = —<+— > 1", x; = L.
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