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— Losungsskizze Blatt 13 —

Aufgabe 13.1 (10 Punkte) Sei G = (V, F) ein bipartiter Graph. Eine Menge U C V heil3t un-
abhdngige Menge in G, falls fiir alle u,v € U stets {u,v} ¢ FE gilt. Das Unabhdngigkeitspolytop
P,(G) C RY von G ist die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren der unabhéngigen Mengen in G.

a) Sei A die Inzidenzmatrix von G. Zeigen Sie:
P,(G) = {x eRY:2>0,A4ATz < 1},
wobei 1 der Vektor ist, dessen Eintrage alle gleich 1 sind.

b) Zeigen Sie mit Hilfe eines Gegenbeispiels, dass die Aussage in a) nicht stimmt, wenn G nicht
bipartit ist.

c) Sei a(@) die Kardinalitat der groften unabhédngigen Menge in G. Zeigen Sie mit Hilfe des
Unabhéngigkeitspolytops: Falls jeder Knoten in mindestens einer Kante liegt, gilt

a(G) :min{lTy cy e ZP y >0, fiiralle v e V gilt: Zye > 1}.

esv

Losung:

a) C: Sei U die Menge der unabhingigen Mengen in G. Fiir eine Konvexkombination x =
S vew Aux? mit 3o, Av = 1 und Ay € [0,1], gilt offensichtlich = > 0. Sei e € E und
al die zu e korrespondierende Zeile von AT. Dann gilt fiir jedes U € U

ale <1,
da U aus jeder Kante hochstens einen Konten enthalt. Also ist auch
ATJ) = Z AUATXU < Z AU]- =1.
Ueu Ueu

D: Wir konnen das Polyeder
QZ{xGRV:J;ZO,ATxgl}

schreiben als
Q:{xERV:BQ:Sb},

.
I) und b = (1,...,1,0,...,0)7.

Q ist beschrinkt (x € Q = 0 < z,, < 1 flr alle v € V), also ist @) die konvexe Hiille
seiner Ecken. Zudem ist die Matrix B vollstindig unimodular (Warum?). Also sind alle
Ecken von ) ganzzahlig. Ein ganzzahliger Vektor in () entspricht aber genau einer
unabhéngigen Menge in G.

wobei B = (il



b)

c)

Sei G ein Kreis der Lange 3 (also ein Dreieck). Dann ist

und

1
AT=10
1

Somit erfiillt = = (1/2,1/2,1/2)7 die Bedingungen z > 0 und ATz < 1, aber z € P,(G).

Da das Maximum einer linearen Funktion iiber einem Polytop (auch) an einer Ecke ange-
nommen wird, ist

a(G) =max{1"z : 2 € P,(G)}.
Nach Teil a) wissen wir also, dass

o(G) =max 1"z

x>0
ATz <1.
T
Bemerke dass = 0 ein zuléssiger Vektor ist. Mit B = 7 und b = (1,...,1,0,...,0)"

kénnen wir das Programm in primale Standardform bringen und erhalten das duale Pro-
gramm
d* =minb'y
y e RE+V
y=0
BTy =1.
Schreibe y = (Y) mit §j € R” und » € RV. Dann ist BTy = Aj — z, und da z > 0 nicht in der
Zielfunktion vorkommt, erhalten wir
d* =min 17§
j € RE
g>0
Aj > 1.

Bemerke, dass § = 1 ein zuléssiger Vektor ist. Somit hat sowohl das primale als auch das
duale Programm ein endliches Optimum, und nach Korollar 2.4 gibt es jeweils ganzzahlige

optimale Losungen, da die Matrix < ) vollstdndig unimodular ist.

—I

Also kénnen wir jj € Z¥ fordern, ohne den Wert von d* zu dndern. Mit starker Dualitét folgt
die Aussage.

Aufgabe 13.2 (10 Punkte) Bestimmen Sie, ob die folgenden Matrizen vollstindig unimodular

sind:

10000
11100 _11_018 1101
Mi=|0 00 1 1|, M=, T ||, M=[(0110
01010 0 11 001 1
0010 1



Losung:

M;: Die Matrix ist die Inzidenzmatrix des folgenden Graphen:

Da dieser bipartit ist, ist M vollstdndig unimoular.

Mjy: Die erste Zeile hat keinen Einfluss darauf, ob M vollstindig unimodular ist. Es ist

-1 -1 0
1 1 1 1
1 1 1 —1‘ ’+1‘ ‘—1.
1 1 1 1 0 1
Die Minoren zu 2 x 2-Teilmatrizen lauten
-1 -1 -1 -1 -1 0 -1 0 1 1 1 1
’1 1‘_0"0 1“‘1"1 1"‘1’ 0 1“‘1’0 1‘_1"1 1‘_0'

Da alle Eintrdge aus {—1,0, 1} sind, ist M5 vollstindig unimodular.

Mjs: Die erste Spalte hat wieder keinen Einfluss darauf, ob M3 vollstindig unimodular ist. Die
iibrigen Spalten sind die Inzidenzmatrix eines Kreises der Linge 3. Da dieser Graph nicht
bipartit ist, ist M3 nicht vollstdndig unimodular.



