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— Aufgabenblatt 4 —

Aufgabe 4.1 Sei M eine endliche Menge und seien A;, Ao, ..., A, Teilmengen von X, die nicht
notwendigerweise alle verschieden sind. Bezeichne eine Folge z1, ..., z, mitz; € A; und z; # z;,
firallei # jund 4,5 € {1,...,n}, als Vertretersystem fiir A, ..., A,.

Verwenden Sie den Satz von Hall (Korollar I1.3.3), um zu {iberpriifen, ob die folgenden Menge ein
Vertretersystem besitzen:

(@) {3,4,5},{2,5,6},{1,2,5},{1,2,3},{1,3,6}
(b) {17 27 3’ 47 576}7 {17 374}7 {1747 7}7 {2737 5’ 6}7 {37 47 7}’ {1’ 3’ 47 7}7 {17 37 7}'

Aufgabe 4.2 Es sei G = (V, F) ein bipartiter Graph mit Bipartition V = U UW. Sei X € RUV*W
eine Matrix mit Koeffizienten im Polynomring R in den Unbekannten {x, ., : uv € U, w € W},
wobei die Eintrdge von X durch die (linearen) Monome

)y falls {u,w} € B,
]o sonst,

U,w

gegeben seien. Zeigen Sie:

G besitzt ein perfektes Matching <= det X # 0.

Aufgabe 4.3 Sie planen ein “erfolgreiches Flugunternehmen”, welches Ferienfliige vom Koln-
Bonner Flughafen aus anbietet, aufzubauen: Air Cologne. Gliicklicherweise sind vor kurzem ei-
nige Konkurrenzunternehmen pleitegegangen: Air Diisseldorf, Air Leverkusen und Air Gladbach.
Sie konnen giinstig Flugrouten von diesen drei Firmen erwerben, unterliegen aber zunichst fol-
genden Einschrankungen:

* Sie diirfen zu jeder Tageszeit (morgens, mittags, abends) nur einen Flug von Kéln aus star-
ten.

* Jeder Flughafen in den Ferienorten gestattet Thnen nur eine Landung am Tag.

Die untenstehenden Tabellen listen die verfiigbaren Flugrouten aller drei Airlines auf, sowie die
durchschnittlichen Jahresgewinne auf diesen Routen.

Modellelieren Sie das Problem so, dass eine optimale Auswahl von Flugrouten einem maximalen
gewichtetem Matching in einem bipartiten Graph entspricht. Finden Sie dann ein solches durch
Anwendung der ungarischen Methode.

Air Diisseldorf Air Leverkusen Air Gladbach

Zeit | Ziel | Gewinn Ziel | Gewinn Ziel | Gewinn
morgens | IBZ 5 HER 4 PMI 4
mittags | LCA 3 PMI 6 IBZ 5
abends PMI 6 LCA 2 HER 2




Aufgabe 4.4 (Prasenzaufgabe) Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V. = U U W.
Sei r € N maximal mit der Eigenschaft, dass von jedem Knoten mindestens r Kanten ausgehen.
Zeigen Sie: E ist die Vereinigung von r disjunkten Kanteniiberdeckungen. Dabei ist eine Kan-
teniiberdeckung eine Teilmenge F' C E mit der Eigenschaft: Fiir jeden Knoten v € V' gibt es eine
Kante e € F mit v € e.

Hinweise:
1. Welchen Zusammenhang gibt es zwischen Kanteniiberdeckungen und (perfekten) Matchings?
2. Zerlegen Sie GG in geeignete Untergraphen Gj,...,Gg, so dass in G; fiir jeden Knoten gilt,

dass die maximale Anzahl an ausgehenden Kanten maximal r ist. Dies geht sogar so, dass bis auf
moglicherweise in einem dieser Untergraphen, in allen anderen an jedem Knoten genau r Kanten
ausgehen.

Abgabe: Bis Freitag, 18. Mai 2018, 8 Uhr.
Aufgaben 4.1, 4.2 und 4.3 im Schliel3fach im‘_Studierendenarbeitsraum im MI (Raum 3.01) ein-
werfen. Bitte Namen, Matrikelnummer sowie Ubungsgruppennummer auf die Abgabe schreiben.



