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Teil A

Graphen und Netzwerke,
kombinatorische Algorithmen






KAPITEL 1

Kiirzeste Wege

1. Gerichtete Graphen

DEFINITION 1.1. Ein gerichteter Graph (Netzwerk) D = (V, A) ist ein Paar, be-
stehend aus einer endlichen Menge V', die Menge der Knoten von D, und einer
Menge A mit

AC{(v,w) eV xV v #uw},
die Menge der gerichteten Kanten von D. Mit anderen Worten: Ein gerichteter
Graph beschreibt eine irreflerive Relation auf V x V.
DEFINITION 1.2. FEine Kantenfolge P in D ist ein Tupel der Form

P = (vg,a1,v1,a2,V2, ..., Gm, Um)

mit den Eigenschaften vo,...,vm € V, a1,...,a4m € A und a; = (v;—1,v;) fir
i =1,...,m. Der Knoten vy heifit Startknoten von P und der Knoten v,, heifst
Endknoten von P. Wir sprechen auch von einer Kantenfolge von vy nach vyy,.
Eine Kantenfolge P heifst ein Weg von vy nach v, oder kurz Weg, falls

Hvo,...,om} =m+1

gilt, d.h. die in P auftretenden Knoten sind alle paarweise verschieden.
Eine Kantenfolge P heifst (gerichteter) Kreis, falls vo = vy, und falls

Hvo, ..., om}t =m
gilt.

DEFINITION 1.3. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph. Auf den Kanten definie-
ren wir Kantenlingen durch eine Kantenlingenfunktion | € R4 wobei es durchaus
vorkommen kann, dass Kanten eine negative Linge besitzen. Die Lange einer Kan-
tenfolge P definieren wir als

m

(P) = Ia,).

i=1

Fiir zwei Knoten s und t in 'V definieren wir den Abstand (Distanz) als
dist(s,t) = inf{l(P) : P ist ein Weg von s nach t}.

Ist eine Kantenfolge P ein Weg von s nach t mit [(P) = dist(s,t), dann heifit P
ein kiirzester Weg von s nach t.

SATZ 1.4. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Lingenfunktion | € R4,
Angenommen alle gerichteten Kreise in D haben micht-negative Linge und ange-
nommen es gibt einen Weg von s nach t, d.h. dist(s,t) < co. Dann existiert eine
kiirzeste Kantenfolge mit Startknoten s und Endknoten t, die ein Weg ist.
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8 1. KURZESTE WEGE

Input : Gerichteter Graph D = (V,A), n=|V|, s €V, € R4
Output : Funktionen dy,...,d, € (RU{cc})V, g: V\ {s} =V
Setze dy(s) = 0.
Setze dp(v) = 0o Vv € V'\ {s}.
for k=0ton—-1do
di+1 = dp,
for alle Kanten (u,v) € A do
if diy1(v) > di(u) 4+ I(u,v) then
dit1(v) = di(u) + 1(u, v)
g(v) =u
end
end
end
if d,, # d,,_1 then
Ausgabe: Es gibt Kreis negativer Linge, der von s aus

erreichbar ist.
end

Algorithmus 1 : Algorithmus von Bellman und Ford

2. Berechnung kiirzester Wege

SATZ 2.1. Nach Ablauf der k-ten Iteration der duferen for-Schleife (k=10,...,n—
1) im Algorithmus von Bellman und Ford gilt

d+1(v) = inf{l(P) : P ist Kantenfolge von s nach v mit hichstens k + 1 Kanten}.

SATZ 2.2. Nach Ablauf des Algorithmus von Bellman und Ford gilt d, = d,_1
genau dann, wenn alle von s aus erreichbaren Kreise nicht-negative Linge haben.

BEMERKUNG 2.3. (a) Die Laufzeit des Algorithmus von Bellman und Ford ist
proportional zu |V |- |A] < |V]3.
(b) Falls alle von s aus erreichbaren Kreise nicht-negative Linge besitzen,
dann ist dist(s,v) = dn,—1(v) fir alle v € V. Dann ist auch

v,9(v),9(9(v), -, s

die Umkehrung eines kiirzesten Weges von s nach v.

3. Kiirzeste Wege und ganzzahlige lineare Optimierung

DEFINITION 3.1. Seien ¢ € Z", b € Z%,, M € Z;“OX" gegeben. Ein ganzzahliges
lineares Optimierungsproblem (ILP = integer linear program) ist von der Form

max{c'z:2z € Z"x; >0(i=1,...,n),(Mz); <b; (j=1,...,m)}.
Definiere den gerichteten Graph D = (V, A) mit Knoten
V={0,...,n} xU mit U={0,...,b1} x---x{0,...,bn}
und Kanten fiir ¢ =1,...,n und u € U
((t —1,u), (i,u+ km;)) € A
mit k € Z>o, falls u+km; € U, wobei m; die i-te Spalte der Matrix M ist. Definiere
die Kantenlingenfunktion I € R4 durch
(G —1,u), (i, u+ kmy))) = —cik.
Nun entsprechen kiirzeste Wege von (0, (0,...,0)) nach (n,u) mit v € U genau
denen x € Z™ mit z; > 0 fir ¢ = 1,...,n und (Mz); < b, fir j = 1,...,m mit
maximalem Wert ¢ z.



4. POTENTIALE 9

4. Potentiale

Wie kann man beweisen, dass ein gegebener Weg von s nach ¢ tatsdchlich ein
kiirzester Weg von s nach t ist? Eine mogliche Beweisstrategie ist es, einfach alle
Wege auzuzihlen. Diese Strategie wird auch durch die Definition eines kiirzesten
Weges nahegelegt. Wir haben jedoch schon gesehen, dass es exponentiell viele Wege
von s nach ¢ geben kann, so dass dieses vollsténdige Aufzihlen im Allgemeinen sehr
ineffizient ist. Das Ziel dieses Unterkapitels ist es, eine alternative, viel effizientere
Beweismethode anzugeben.

DEFINITION 4.1. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kantenlingenfunktion
1 € RA. Eine Funktion p € RV heifit Potential fiir D und , falls die Ungleichung

p(v) —p(u) <l(a) fir alle Kanten a = (u,v) € A.
gilt.

SATZ 4.2. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kantenlingenfunktion | € R4,
Es existiert genau dann ein Potential p € RY fiir D und [, wenn alle gerichteten
Kreise in D eine nicht-negative Linge besitzen.

Es bleibt auch zu bemerken, dass p = 0 ein Potential ist, falls die Kantenléingenfunktion
nur nicht-negative Werte annimmt.

SATZ 4.3. (geometrische Modellierung kiirzester Wege mit linearen Ungleichungen,
Min-Maz-Charakterisierung)

Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph und | € R? eine Kantenlingenfunktion.
Angenommen alle gerichteten Kreise in D und [ haben nicht-negative Linge. Sei s €
V und t € V. Knoten und angenommen fiir alle Knoten v € V gilt dist(s,v) < oo.
Dann gilt die folgende Min-Maz-Charakterisierung fir die Ldnge eines kiirzesten
Weges von s nach t:

dist(s,t) = min{l(P) : P ist Weg von s nach t}
= max{p(t) — p(s) : p € RV Potential von D und l}.

Optimale Potentiale, d.h. Potentiale an denen das Maximum p(t) — p(s) angenom-
men wird, sind im iibrigen nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel ist, wenn p ein
Potential ist, auch p 4+ C fiir jede Konstante C' € R ein Potential.






KAPITEL 2

Matchings in bipartiten Graphen

1. Grundbegriffe

DEFINITION 1.1. Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E) ist ein Paar, bestehend
aus einer endlichen Menge V', Menge der Knoten (vertices), und einer Menge E C
{{v,w} :v,w € V,v # w}, Menge der Kanten (edges).

Man kann die Begriffe Kantenfolge, Weg und Kreis fiir ungerichtete Graphen ge-
nauso wie bei gerichteten Graphen definieren.
DEFINITION 1.2. Sei G = (V, E) in Graph.

(1) Zwei Knoten v,w heiflen benachbart (adjazent), wenn {v,w} € E. Ein
Knoten v € V heif§t inzident zu einer Kante e € E, falls v € e.

(2) Zwei Knoten v,w € V heiffen wegzusammenhiingend, falls es in G einen
Weg von v nach w gibt.

(3) Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf V und ihre Aquivalenzklassen
heiffen Zusammenhangskomponenten.

(4) Falls G nur eine Zusammenhangskomponente besitzt, so heifit G zusam-
menhdngend.

DEFINITION 1.3. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifst bipartit, falls es Teil-
mengen U, W CV gibt, so dass
(1) die Mengen U und W eine Partition (eine Bipartition) von V' sind, d.h.
V=UUW, UnW =1,
(2) jede Kante von G je nur einen Knoten aus U und einen aus W besitzt:

lenU|=lenW|=1 [firallee€cE.

2. Berechnung von Matchings mit maximaler Kardinalitét

DEFINITION 2.1. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.
(1) Ein Matching M C FE in G ist eine Menge disjunkter Kanten, das heifst
Ve,fe M,e#£ f: enf=0.
(2) Die Matchingzahl von G ist
v(G) = max{|M|: M C E ist Matching in G}.
(3) Ein Matching heifst perfekt, falls 2| M| = |V| gilt.

Im folgenden identifizieren wir einen Weg P = (vg, €1, 01, . . ., €m, U ) mit der Menge
seiner Kanten: Wir schreiben vereinfachend P = {ey,...,en} C E.

DEFINITION 2.2. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und es sei M C E ein
Matching in G. Fin Weg P C E heiffit M-augmentierend, falls die folgenden zwei
Bedingungen erfillt sind:

(1) Weder Startknoten vg noch Endknoten v, von P werden von M iiberdeckt:
fiir alle e € M gilt vg & e und v, € e.

11



12 2. MATCHINGS IN BIPARTITEN GRAPHEN

(2) Die Kanten ey, ...,en, von P sind alternierend nicht aus M und aus M :
e1r €M, e e M,es¢M, ..., ep_1 €M, e, &M.

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und es sei M C E ein Matching in G.
Sei P C FE ein M-augmentierender Weg. Dann gilt:

(1) |P] ist ungerade.

(2) M’ = MAP = (M\ P)U(P\M) ist ein Matching in M mit |M'| = |M|+1.
SATZ 2.3. Es sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph und es sei M C E ein
Matching in G. Dann gilt entweder

(a) v(G) = [M],
oder

(b) es gibt einen M -augmentierenden Weg.

Dieser Satz beweist die Korrektheit des nachfolgenden Algorithmus.

Input : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Output : Matching M C E mit v(G) = |M|

M=10

while M -augmentierender Weg P do
| M= MAP.

end

Algorithmus 2 : Bestimmung eines Matchings mit maximaler Kardinalitét

Nun stellt sich die Frage, wie man einen M-augmentierende Weg findet. Wenn man
in den Beweis von Satz schaut, dann erkennt man, dass dieser kein brauchbares
Verfahren liefert: Um einen M-augmentierenden Weg zu konstruieren, verwendet
man die Existenz eines Matchings M’, das mehr Kanten enthélt als M. Ein solches
Matching wollen wir aber gerade mit Hilfe eines M-augmentierenden Weges finden.
Um aus diesem Henne-Ei-Problem zu entkommen, ist also die Entwicklung einer
anderen Strategie notwendig.

An dieser Stelle ist es sinnvoll, sich zunéchst nur bipartitete Graphen anzuschauen.
Denn es gibt dann einen sehr einfachen Algorithmus. Der Fall der allgemeinen
Graphen ist deutlich schwieriger: Jack Edmonds fand den ,,Bliiten“-Algorithmus
fiir allgemeine Graphen, dieser wird aber nicht hier, sondern in Spezialvorlesungen
oder in Biichern behandelt.

DEFINITION 2.4. Es sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V. = UUW
und es sei M C FE ein Matching in G. Definiere den gerichteten Residualgraph
Dy = (V, App) durch

Ay ={(u,w) e U x W : {u,w} € E\M}U{(w,u) € W xU : {u,w} € ENM}.
SaTz 2.5. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V. =U U W. Seien
Uy C U und Wy € W odie Knoten, die nicht von M idiberdeckt werden. Dann

entspricht jeder gerichtete Weg im Residualgraph Dy; von einem Knoten in Ups zu
einem Knoten in Wy einem M -augmentierenden Weg und umgekehrt.

3. Das Matchingtheorem von Konig

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Min-Max-Charakterisierung fiir die Matchingzahl
v(Q) fiir einen bipartiten Graph G zu finden.

DEFINITION 3.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.
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(1) Eine Teilmenge C C V heifit Knoteniiberdeckung von G, falls jede Kante
einen Knoten aus C enthdlt, d.h.

Yee E:|CNel > 1.
(2) Die Knoteniiberdeckungszahl von G ist definiert als
7(G) = min{|C| : C CV ist Knoteniiberdeckung von G}.

SATZ 3.2. (Das Matchingtheorem von D. Konig, 1931)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann ist die Matchingzahl von G gleich der
Knoteniiberdeckungszahl von G, d.h.

v(G) = 7(G).

KOROLLAR 3.3. (P. Hall, 1955)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Sei V.= U UW eine Bipartition. Fir eine
Teilmenge X C U sei T'(X) die Menge der Nachbarn von X :

NX)={weW:{z,w}e E,x € X}
Dann gilt v(G) = |U| genau dann, wenn fir alle Teilmengen X C U gilt

T(X)] = [X].

Wann und unter welchen Voraussetzungen besitzt ein bipartiter Graph ein perfektes
Matching? Eine Antwort auf diese Frage gibt der sogenannte Heiratssatz.

KOROLLAR 3.4. (,marriage theorem*, nach H. Weyl, 1949)

Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Sei V.= U UW eine Bipartition. Dann gibt
es ein perfektes Matching in M genau dann, wenn |U| = |W| ist und fir jede
Teilmenge X C U gilt |T'(X)| > | X]|.

4. Die ungarische Methode

In diesem Abschnitt wollen wir Matchings in bipartiten Graphen berechnen, die
maximales Gewicht besitzen.

DEFINITION 4.1. Sei G = (V, E) ein Graph und w € R¥ eine Gewichtsfunktion auf
den Kanten von G.

(1) Fiir M C E definere das Gewicht von M durch
w(M) = Z w(e).

e€eM
(2) Die gewichtete Matchingzahl von G und w ist
Uy (G) = max{w(M) : M C E Matching in G}.
Falls w = 1 ist, dann ist v, (G) = v(G).
DEFINITION 4.2. Sei G = (V,E) ein Graph und w € R eine Gewichtsfunktion.

Ein Matching M C E in G heif$t extrem fiir w, falls fiir alle Matchings M' C E
mit |M'| = |M| gilt, dass w(M') < w(M) ist.

DEFINITION 4.3. Sei G = (V, E) ein Graph und w € R¥ eine Gewichtsfunktion.
Sei M C E ein Matching in G. Definiere die Langenfunktion lyr: E — R durch
w(e), fallsee M
In(e) =
—w(e), fallse & M.
Fiir P C E definiere
I(P) = lu(e).

ecP



14 2. MATCHINGS IN BIPARTITEN GRAPHEN

SATZ 4.4. Sei G = (V, E) ein Graph und w € R¥ eine Gewichtsfunktion. Sei M C
E ein extremes Matching fir G und w und sei P C E ein M -augmentierender Weg
minimaler Linge (bzgl. lyr). Dann ist auch M' = MAP ein extremes Matching.

Algorithmus zur Bestimmung eines Matchings mit maximalem Gewicht: Die ,,un-
garische Methode* von Egervéry (1931).

Input : Ungerichteter Graph G = (V, E), w € RF
Output : v,(G)
My=10
k=1
while My _1-augmentierender Weg do
Wihle My _i-augmentierenden Weg P mit minimaler Lange
My, = My _1AP
k=k+1
end
output max{w(M;) :i=0,1,...,k —1}.
Algorithmus 3 : Die ungarische Methode

Sei nun G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V' = U U W. Zur Bestim-
mung eines My _j-augmentierenden Weges mit minimaler Lénge betrachten wir
wieder den Residualgraph Dys = (V, Aps) (nun mit M = Mj,_1) mit Kanten

Ay ={(u,w) e U x W : {u,w} € E\M}U{(w,u) e W xU : {u,w} € ENM}.

und (Vorsicht: operator overloading) mit Kantenlingenfunktion /5, € R4M definiert

durch

Iv((a,b)) = la({a,b})
Nun finde einen kiirzesten Weg von Uj; nach Wj,. Dies kann man mit dem Al-
gorithmus von Bellman-Ford machen, weil Dj; keine gerichteten Kreise negativer
Lénge besitzt, wie der folgende Satz zeigt:

SATZ 4.5. Sei nun G = (V,E) ein bipartiter Graph und w € R eine Gewichts-
funktion. Sei M C E ein extremes Matching. Dann besitzt der Residualgraph D g
mit Kantenldngenfunktion ly; keine gerichteten Kreise negativer Ldnge.



KAPITEL 3

Fliisse in Netzwerken

1. Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem

DEFINITION 1.1. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph. Seien s, t € V zwei
Knoten. Wir nennen s Quelle (engl. source) und t Senke (engl. terminal).

1) FEine Funktion f € R4, heifit ein s-t-Fluss, falls das Flusserhaltungsgesetz
(1) >0 £5g
Yo fla= > f
a€din(v) aegdout (v)
fiir alle Knoten v € V' \ {s,t} erfillt ist, wobei
5§ (v) = {(w,v) € A:w eV},
5 (v) = {(v,w) € A:w e V}.
(2) Der Wert eines s-t-Flusses ist definiert als
value(f) = Y fla)— D fla).
agdout(s) a€oin(s)

(3) FEin s-t-Fluss f heifit beschrinkt durch eine Kapazitétsfunktion ¢ € R’;‘O,
falls f(a) < c(a) fir alle Kanten a € A gilt. Notation: f < c. -

(4) Das Problem des Finden eines mazimalen s-t-Flusses (Max-Flow-Problem )
ist wie folgt definiert: Gegeben sei ein gerichteter Graph D = (V, A), eine
Quelle s € V, eine Senke t € V und eine Kapazitatsfunktion c € Rﬁo und
gesucht ist die Lisung des Maximierungsproblems -

max {Value(f) :fe Rgo ist s-t-Fluss, f < c} .

Wie schon in den vorhergehenden Kapiteln wird eine Min-Max-Charakterisierung
niitzlich sein. Das zum Max-Flow-Problem zugehtrige Minimierungsproblem ist das
Min-Cut-Problem, was wir nun definieren.

DEFINITION 1.2. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s € V.
und einer Senket € V.

(1) Ein Menge U CV definiert die Schnitte
§™(U) = {(v,u) € A:v e V\UueU},
5N U) = {(u,v) € ArueUweV\U}L

(2) Falls s € U und t ¢ U ist, dann heifien 5" (U) und §°“*(U) s-t-Schnitte.
(3) Esseice Rgo eine Kapazititsfunktion. Dann ist die Kapazitit des Schnit-
tes 6°“H(U) definiert als

c(67(U)) = Z c(a).
agsout(U)

Analog kann man c(6"(U)) definieren. Es wird aber hier nicht benétigt.

15



16 3. FLUSSE IN NETZWERKEN

(4) Das Problem des Finden eines minimalen s-t-Schnittes (Min-Cut-Problem )
ist wie folgt definiert: Gegeben sei ein gerichteter Graph D = (V, A), eine
Quelle s € V, eine Senke t € V und eine Kapazititsfunktion c € Réo und
gesucht ist die Losung des Minimierungsproblems -

min{c(6°“*(U)): U CV,s € U,t ¢ U}.

Nun kénnen wir das Max-Flow-Min-Cut Theorem von Ford und Fulkerson formulie-
ren, eine weitere Min-Max-Charakterisierung. Dieser Satz gehort zu den wichtigsten
Aussagen des Operations Research.

Satz 1.3. (Max-Flow-Min-Cut-Theorem; Ford-Fulkerson, 1954)
Es seien ein gerichteter Graph D = (V, A), zwei Knoten s, t € V und eine Kapa-
zitdtsfunktion ¢ € R‘go gegeben. Dann gilt

max {value(f) (fe Rgo ist s-t-Fluss, f < c}
= min{c(6°“*(U)): U CV,s € U,t ¢ U}.

Wichtiger Zusatz: Falls ¢ ganzzahlig ist, das heifit c(a) € Z fir alle a € A, dann
gibt es einen ganzzahligen mazimalen s-t-Fluss f € Zgo,

Der Zusatz ist sowohl von theoretischer als auch von praktischer Bedeutung. Zum
Beispiel kann man mit Hilfe des Zusatzes einsehen, dass der Satz von Konig ein
Spezialfall des Max-Flow-Min-Cut-Theorems ist. In der Praxis hat man es oft mit
zu transportierenden Giitern zu tun, die man nicht teilen kann, so dass man aus-
schlieBlich mit ganzzahligen Fliisse arbeiten mochte.

LEMMA 1.4. Es seien ein gerichteter Graph D = (V, A), zwei Knoten s, t € V und
eine Kapazititsfunktion ¢ € Réo gegeben. Sei f € R’;‘O ein s-t-Fluss, der durch c
beschrinkt ist. Sei U CV mit s € U, t ¢ U, so dass 6°“*(U) ein s-t-Schnitt ist.
Dann gilt

(1) value(f) < c(6°“*(U)).

Es gilt Gleichheit in genau dann, wenn
f(a) = c(a) fiir alle a € §°“*(U),
fla) =0 fir alle a € 5™ (U).

DEFINITION 1.5. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph und a = (u,v) eine
Kante. Definiere

at=(,u) und A'={a"':ac A}

Sei f ein s-t-Fluss und c eine Kapazititsfunktion. Definiere den Residualgraph
Dy = (V, Ay) durch

Af={a€A: fla)<c(a)}u{at e At f(a) > 0}.

LEMMA 1.6. Es sei f ein s-t-Fluss, der durch die Kapazitdtsfunktion ¢ beschrdnkt
ist. Angenommen der Residualgraph Dy enthdlt keinen gerichteten Weg von s nach
t. Bs set U CV die Menge der Knoten, die in D¢ von s aus erreichbar sind. Dann
gilt

value(f) = c¢(6°“*(U)).

Insbesondere ist f nach Lemma[I.7] mazimal.
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DEFINITION 1.7. Angenommen es gibt in Dy einen Weg P von s nach t. Definiere
den charakteristischen Vektor xy© € R4 von P durch
1, falls P die Kante a durchliuft,
xFla) =< =1, falls P die Kante a™" durchliuft,

0, sonst.

Input : Gerichteter Graph D = (V, A), s,t € V, c € R4,

Output : Maximaler s-t-Fluss f € R‘;‘O mit f <c¢

Setze f =0 -

while 3 gerichteter Weg P von s nach t in Dy do
Wiihle € > 0 maximal, so dass 0 < f +ex? < ¢
f=Ff+ex”

end

Algorithmus 4 : Algorithmus von Ford und Fulkerson zur Bestimmung
eines s-t-Flusses mit maximalem Wert

SATz 1.8. Falls c(a) € Q fiir allen Kanten a € A, dann terminiert der Algorithmus
von Ford und Fulkerson in endlich vielen Schritten; sonst im Allgemeinen nicht.

Es gibt tatséichlich Beispiele mit ¢(a) € R\ Q, so dass der Algorithmus nicht ter-
miniert, siche z.B. das Buch iiber Combinatorial Optimization von Schrijver, Ab-
schnitt 10.4a.

Falls die Wahl des Weges P im Algorithmus nicht eindeutig ist, kann es durch
ungliickliche Wahl passieren, dass die Anzahl der benétigten Iteration sehr grofl
wird und z.B. auch von den Werten der Kapazititsfunktion abhéngt.

Dinits (1970) und Edmonds-Karp (1972) haben bewiesen, dass das nicht passieren
kann, wenn die gewéhlten s-t-Wege immer minimale Kantenanzahl haben. Sie ha-
ben gezeigt, dass falls in jeder Iteration des Algorithmus von Ford und Fulkerson
ein s-t-Weg in Dy mit minimaler Kantenzahl ausgewahlt wird, betrdgt die An-
zahl der Iterationen héchstens |V| - |A|. Insbesondere ist sie unabhiingig von der
Kapazitatsfunktion.
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KAPITEL 4

Konvexitat

Viele Optimierungsprobleme des Operations Research lassen sich als konvexe bzw.
als lineare Programme formulieren. Ein lineares Programm ist ein Optimierungs-
problem von der Form

max{c'z : x € R", Az < b},
wobei A € R™*™ b € R™, ¢ € R™ gegeben sind und wobei Az < b eine Kurz-
schreibweise fiir die m linearen Ungleichungen (Az); < b; mit j =1,...,m ist.
Ziel wird sein, die Menge der zuléssigen Losungen {x € R™ : Ax < b} geome-
trisch zu verstehen und zu einer geometrischen Erkldrung von allgemeinen Min-
Max-Charakterisierungen zu gelangen.
Um diese Ziel zu erreichen, werden wir die lineare Algebra iiber dem Korper der
reellen Zahlen durch Nichtnegativititsbedingungen erweitern.

1. Grundbegriffe aus Topologie und Geometrie

Generalvoraussetzung: Sei E ein n-dimensionaler euklidischer R-Vektorraum mit
Skalarprodukt (z,y) und Norm ||z|| = /(x, x). Wir wissen aus der linearen Algebra,
dass wir durch Auswahl einer Orthonormalbasis von E annehmen koénnen, dass
E=TR"und (z,y) = 2"y ist.

DEFINITION 1.1. (1) Die (abgeschlossene) Kugel B(xz,r) mit Mittelpunkt x €
R™ und Radius r > 0 ist definiert als
B(z,r) ={y e R": [z —y[| < r}.
(2) Sei A C R™ eine Menge. Ein Punkt x € A heifst innerer Punkt von A,
falls es ein € > 0 gibt mit B(z,e) C A. Das Innere von A is
int A= {x € A:z innerer Punkt von A}.

Die Menge A heifit offen, falls A =int A ist.
(3) Die Menge A heifit abgeschlossen, falls R™\ A offen ist. Der Abschluss

von A ist
A= N B.
BDA,B abgeschlossen

(4) Die Menge A heifit kompakt, wenn jede Folge (x;);cn bestehend aus Ele-
menten aus A eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in A
liegt.

(5) Die Menge A heifst beschrinkt, falls es einr > 0 gibt, so dass A C B(0,r).

Aus der Analysis ist bekannt:

(1) Die Menge A ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede konvergente
Folge (x;)ieny mit x; € A gilt lim; o z; € A.

(2) Die Menge A is kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und be-
schrinkt ist.

DEFINITION 1.2. Sei A C R"™. Der Rand von A ist definiert als
0A={z €eR":Ve >0: B(z,e)NA#0 und B(z,e) N (R"\ A) # 0}.
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Man kann zeigen, dass 9A abgeschlossen ist, und dass die Beziehungen A=AU0A
und 0A = A\ (int A) gelten.

DEFINITION 1.3. (1) Der Punkt y € R™ heifit eine affine Kombination der
Punkte x1,...,xn € R™, falls es a1, ...,an € R gibt, so dass

N N
1=Zai und yzz:ozixi
i=1 i=1

gilt.
(2) Die Punkte xq,...,xzN heiflen affin unabhdingig, falls fir alle aq, ..., an €
R mit
N N
0= Zai und 0= Zaixi
i=1 i=1
folgt, dass

0204120422...:(1]\[
gilt. Die Punkte x1,...,zN heiffen affin abhdngig, falls sie nicht affin un-
abhingig sind.

(3) Fine Menge A C R™ heifit affiner Unterraum, falls jede affine Kombi-
nation von Punkten aus A wieder ein Punkt in A ist. Aus der linearen
Algebra ist bekannt, dass affine Unterrdume, die nicht gleich der leeren
Menge sind, immer von der Form A = x + U sind, wobei x € R™ ein
Vektor und U C R™ ein Untervektorraum von R"™ ist. Die Dimension von
einem affinen Unterraum A = x+U ist definiert als dim A = dim U . Falls
A =0 setzen wir dim A = —1.

(4) Die affine Hiille von einer Menge A C R™ ist definiert als

aff A = N B
BDA,B affiner Unterraum

Die Dimension von A ist definiert als dim A = dim aff A.

Man kann leicht beweisen, dass

N N
aff A = Zaixi :NeNz,...,cy €A, ay,...,ay GR,Z%— =1

i=1 =1
gilt. Wir werden einen sehr dhnlichen Beweis fiir die Definition der konvexen Hiille
fiihren.
Ein affiner Unterraum der Dimension 0 ist ein Punkt. Affine Unterrdume der Dimen-
sion 1 sind Geraden. Affine Unterrdume der Dimension n — 1 werden Hyperebenen
genannt. Man kann eine Hyperebene schreiben als

Hs={xeR": c'x =6},

wobei ¢ € R™\ {0} und ¢ € R. Angenommen, der Vektor ¢ ist normiert, d.h. es gelte
llc|| = 1. Dann gibt die Gleichung ¢"z = § die Hessesche Normalenform der Gera-
dengleichung im Fall n = 2 und die Hessesche Normalenform der Ebenengleichung
im Fall n = 3 an. Dabei ist |§| der Abstand der Hyperebene zum Ursprung.

2. Konvexe Mengen und konvexe Funktionen

DEFINITION 2.1. (1) Der Punkty € R™ heifit eine Konvezrkombination der
Punkte x1,...,xn € R", falls es ay,...,an > 0 gibt, so dass

N N
1:Zai und y:Zaixi
i=1 i=1
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gilt.
(2) FEine Menge C C R™ heifit konvex, wenn jede Konvexkombination von
Punkten aus C wieder ein Punkt aus C' ergibt, d.h.

N N
VN € NVzq,...,zxy € CVaq,...,ay > 0 mit ZaizlﬁZaixiEC.

i=1 i=1
(3) Sei A CR"™. Die konvexe Hiille von A ist definiert als
conv A = ﬂ B.
BDA,B konvex

(4) Die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten x, y € R™ ist definiert als
[z,y] = conv{z,y}.
SATZ 2.2. (1) Sei A CR"™. Dann ist

N N
conv A = Zaixi :NeNzy,....,axn €A aq,...,any > 072%‘ =1
i=1 i=1
Insbesondere gilt [x,y] = {(1 — @)z + ay : « € [0,1]}.
(2) Eine Menge C C R"™ ist genau dann konvex, wenn fir alle x, y € C gilt
[z,y] € C.

SATz 2.3. (Carathéodory)
Sei A CR™ und y € conv A. Dann gibt es affin unabhdingige Punkte x1,...,xny € A
mit y € conv{xy,...,xxN}. Insbesondere gilt N <dimA+1<n+1.

DEFINITION 2.4. Sei C C R"™ eine konvere Menge. Fine Funktion f: C'— R heifst
konvez, wenn ihr Epigraph, der durch

epif ={(z,8) € C xR: f(z) <} C R
definiert ist, eine konvexe Menge ist. Die Funktion f heifst konkav, wenn — f konvez

18t.

SaTz 2.5. (Ungleichung von Jensen)
Eine Funktion f: C — R ist genau dann konvez, wenn fir alle x, y € C und alle
a € (0,1] stets die Ungleichung

flaz + (1 —a)y) < af(z)+(1—-a)f(y)
gilt.
Ein sehr niitzliches Konvexititskriterium aus der Analysis:

SATZ 2.6. Es sei C C R"™ eine offene und konvexre Menge. Sei f: C — R eine zwei-
fach stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Funktion f genau dann konver,
wenn die Hessematrix

2

H(f)(0) = (555 /(@)

fiir jedes a € C' eine positiv semidefinite Matrix ist.

c Rnxn
,7=1,...,n

DEFINITION 2.7. Es seien C C R"™ eine konvexe Menge und f: C — R eine konvexe
Funktion. Diese definieren ein konvexes Optimierungsproblem

inf{f(z):z € C}.

Die Menge C heifst die Menge der zulissigen/giiltigen Lésungen, die Funktion f
heifst die Zielfunktion des konvexen Optimierungsproblems.
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SATZ 2.8. Wie oben seien C C R™ eine konvexe Menge und f: C — R eine konvezxe
Funktion. Angenommen xo € C sei ein lokales Minimum des konvexen Optimie-
rungsproblems inf{f(z) : x € C}, d.h. es gibt ein € > 0, so dass

f(xo) =inf{f(x) : 2 € CN B(xg,e)}
gilt. Dann ist xg auch ein globales Minimum, d.h. es gilt

f(zo) =inf{f(x):z € C}.

3. Trennungssitze

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass konvexe Mengen eine fundamentale
Eigenschaft besitzen: Punkte, die aulerhalb der konvexen Menge liegen kénnen mit
Hilfe einer Hyperebene von der konvexen Mengen getrennt werden.

DEFINITION 3.1. (1) Eine Menge H C R™ heifit (affine) Hyperebene, falls es
einen Vektor ¢ € R™\ {0} und ein § € R gibt mit

H={zecR": "z =4}
(2) Die abgeschlossenen und konvexen Mengen
Ht ={z eR": "z >}
H  ={zcR": "z <}
heiflen Halbraume.

DEFINITION 3.2. (1) Seien C,D C R™. Eine Hyperebene H heifit Trennhy-
perebene von C und D, falls C C H~ und D C HY (oder umgekehrt).
(2) Sei C CR™. Fine Hyperebene H heifit Stiitzhyperebene von C, falls C C
H™ und CNH#.

LEMMA 3.3. Sei C' C R™ eine abgeschlossene und konvexe Menge, die nicht leer
ist. Sei z € R™. Dann gibt es genau einen Punkt y € C' mit der Figenschaft

ly - 2| = mf{l — =] : = € C}.

Dieser Punkt wird auch als metrische Projektion von z auf C bezeichnet; Notation:
y = wc(2). Dariiber hinaus gilt fir alle x € C' die Ungleichung

(z—y) (z—y) <0.

SATZ 3.4. Sei C' C R"™ eine abgeschlossene und konvere Menge, die nicht leer ist.
Sei z & C. Dann gibt es eine Trennhyperebene H von {z} und C.

KOROLLAR 3.5. Die im Beweis des vorhergehenden Satzes konstruierte Trennhy-
perebene

H={zecR":c'z =0} mit c=z—y, d=c'y, y=mrc(2)
ist gleichzeitig eine Stiitzhyperebene von C'. Man bekommt eine strikte Trennhyper-

ebene, wenn man § € (c'z,cTy) wdhlt.

KOROLLAR 3.6. Sei C' C R” eine abgeschlossene und konvere Menge, die nicht leer
ist. Die metrische Projektion mo ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1. D.h.
wc ist eine Kontraktion.

SATz 3.7. Sei C C R™ eine abgeschlossene und konvexe Menge, die micht leer ist.
Dann gibt es fiir jeden Randpunkty € OC von C einen Punkt z ¢ C mit no(z) = y.

KOROLLAR 3.8. Sei C' C R"” eine abgeschlossene und konvexe Menge, die nicht leer
ist. Seiy € OC. Dann gibt es eine Stitzhyperebene H von C mity € H.
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SATz 3.9. Seien C,D C R"™ nichtleere, abgeschlossene und konvere Mengen mit
CND =0. Dann gibt es ein c € R™\ {0} mit

sup 'z < inf ¢'x.
zeC x€D

4. Reprisentation konvexer Mengen

In der informatiknahen Mathematik ist es immens wichtig, wie mathematische Ob-
jekte repriisentiert / dargestellt werden.

Auﬁere/Implizite Darstellung. Z.B. niitzlich, um zu iiberpriifen, ob ein
Punkt in einer konvexen Menge liegt.

SATZ 4.1. Sei C C R™ eine abgeschlossene und konvexe Menge, die micht leer ist.
Dann gilt
c=(H",
H

wobei H durch alle Stiitzhyperebenen von C' lduft und wobei C C H™ gilt.

Innere/Explizite Darstellung. Z.B. niitzlich, um Punkte zu erzeugen, die
in einer konvexen Menge liegen.

DEFINITION 4.2. Sei C C R" eine Menge. Fin Punkt z € C' heifst Extrempunkt von
C, falls fiir alle z,y € C und alle a € (0,1) mit

r=(1-a)y+az
stets x = y = z gilt. Die Menge aller Extrempunkte von C wird mit ext C' bezeichnet.

SATZ 4.3. (Minkowski; Krein-Milman)
Sei C C R"™ eine kompakte und konvere Menge. Dann gilt C' = conv(ext(C)).
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Polyedertheorie

1. Polyeder und Polytope

Besonders wichtige Repréisentationen sind die, die eine endliche Beschreibung zu-
lassen.

DEFINITION 1.1. Eine Menge P C R™ heifst Polyeder, falls es eine Matrix A €
R™*™ ynd einen Vektor b € R™ gibt, so dass

P={xzeR": Az <b}
gilt.
Polyeder sind also Durchschnitte endlich vieler Halbrdume bzw. die Lésungsmengen

von linearen Ungleichungssystemen.

DEFINITION 1.2. FEine Menge P C R™ heifit Polytop, falls es eine Teilmenge X C
R™ mit | X| < oo gibt mit
P = conv X.

Sprechweise: Die Extrempunkte von Polyedern bzw. Polytopen heiflen Ecken.

SATZ 1.3. Sei P = {x € R" : Az < b} ein Polyeder. Sei z € P. Dann ist z genau
dann eine Ecke von P, wenn rang A, = n ist. Dabei ist A, die Teilmatriz von A

die aus den Zeilenvektoren aJT von A besteht, fir die Gleichheit asz = b; gilt.

Die zur Definition von A, verwendeten Gleichungen heiflen auch die an z aktiven
Ungleichungen des Systems Az < b.

KOROLLAR 1.4. Ein Polyeder hat nur endlich viele Ecken.

KOROLLAR 1.5. Sei P ein beschrinktes Polyeder. Dann ist P die konvexe Hiille
von endlich vielen Punkten. Insbesondere ist P ein Polytop.

Auch die Umkehrung gilt: Ein Polytop ist ein beschrinktes Polyeder.

DEFINITION 1.6. Sei A C R™. Dann heifit

A ={y e R": 2Ty <1 fiir alle z € A}
die Polare von A.
LEMMA 1.7. Es seien A, B C R".

(1) Falls A C B, dann folgt A* O B*.
(2) Fiir o> 0 gilt
1
(@A) = =A%,
e
wobei generell BB die Menge {8b: b € B} bezeichnet, wobei € R.
(3) (Bn)* = By, wobei B, = B(0,1) = {z € R® : 2Tz < 1} die n-

dimensionale Einheitskugel ist.
(4) Falls P = conv{zy,...,x} ist, dann folgt

P*={yeR":x]y<1,...,2ly<1}.

27



28 5. POLYEDERTHEORIE

SATz 1.8. Ein Polytop ist ein beschrinktes Polyeder.

THEOREM 1.9. (Minkowski, Weyl)
Eine Menge P C R" ist genau dann ein Polytop, wenn P ein beschrdnktes Polyeder
15t.

DEFINITION 1.10. Seien z1,...,zx € R™. Der durch x1,...,xN erzeugte Kegel
C C R" ist definiert als

N
C = cone{zy,...,on} = E ;T o, ..., ay >0
i=1

BEISPIEL 1.11. Der nichtnegative Orthant
Ry ={r€R": 21 >0,...,2, > 0} = cone{ey,...,en}
ist ein endlich erzeugter Kegel.

SATZ 1.12. Eine Menge C C R™ ist ein endlich erzeugter Kegel genau dann, wenn
es eine Matrix A € R™*™ gibt mit

C={zeR": Az < 0}.

Insbesondere ist ein endlich erzeugter Kegel ein Polyeder und somit eine abgeschlos-
sene und konvexe Menge.

SATZ 1.13. FEine Menge P C R"™ ist ein Polyeder, genau dann wenn, es Vektoren
T1,...,Ts € R® und y1,...,y: € R™ gibt, so dass
P =conv{xy,...,xs} + cone{ys,...,yt}

gilt. Dabei bezeichnet
A+B={a+b:a€ Abe B}

die Minkowskisumme von zwei Mengen A, B C R"™.

2. Das Lemma von Farkas

Das Lemma von Farkas ist ein Losbarkeitskriterium fiir Systeme von linearen Un-
gleichungen.

Satz 2.1. (Farkas Lemma)

Seien A € R™*"™ und b € R™ gegeben. Dann gibt es einen Vektor x € R™ mit x > 0
und Az = b genau dann, wenn es keinen Vektor y € R™ gibt, der ATy > 0 und
by < 0 erfiillt.

KOROLLAR 2.2. (Variante von Farkas Lemma)

Seien A € R™*™ und b € R™ gegeben. Dann gibt es einen Vektor x € R™ mit
Az < b genau dann, wenn es keinen Vektor y € R™ gibt, der y >0, ATy = 0 und
bTy < 0 erfiillt.

3. Lineare Optimierung / Lineare Programmierung

DEFINITION 3.1. FEin lineares Programm (LP) in primaler Standardform ist ein
Mazimierungsproblem von der Form

p* =supc'x
(PLP) xeR"
Ax < b,

wobei ¢ € R™, A € R™*™ b e R™ gegeben sind.



4. DAS ELIMINATIONSVERFAHREN VON FOURIER UND MOTZKIN 29

Das zugehdrige lineare Programm in dualer Standardform ist ein Minimierungspro-
blem von der Form

d* =1inf b'y
yeR™
y=0
ATy =c.

(DLP)

SATZ 3.2. Falls die Menge
P={zeR": Az < b}

der zulissigen Losungen von (PLP)) ein nicht-leeres beschrinktes Polyeder ist, dann
gibt es eine Ecke z von P, die eine optimale Lisung von (PLP)) ist, d.h. es gilt

c'z>c"x  fir alle z € P.

SATz 3.3. (Dualititstheorie von linearen Programmen)

Betrachte das primale lineare Programm (PLP) und das dazu duale lineare Pro-
gramm, (DLP).

(a) (schwache Dualitit) Falls x zulissig fir (PLP) und y zuldssig fir (DLP))
ist, dann gilt die Ungleichung

ez <bly.
Insbesondere ist p* < d*.
(b) (Komplementaritit) Es seien x optimal fir (PLP) und y optimal fir
(DLP)) und es gelte p* = d*. Dann ist
(Az —b)Ty = 0.

Mit anderen Worten: falls y; # 0 ist, dann ist (Ax —b); = 0 und falls
(Az —b); #0, dann isty; =0 firj=1,...,m.

(¢) (Optimalititsbedingung) Falls x zuldssig fiir und y zuldssig fiir
und falls p* = d* gilt, dann sind x, y optimal genau dann, wenn
(Az —b)Ty = 0.

(d) (starke Dualitit) Falls und zulissige Lisungen besitzen,

dann gilt p* = d* und es gibt optimale Losungen x und y.
KOROLLAR 3.4. Es gilt
max{c'z:x >0, Az = b} = min{b'y: ATy —c >0,y € R™}

falls die beide Mengen giiltiger Losungen nicht leer sind.

4. Das Eliminationsverfahren von Fourier und Motzkin

Bislang haben wir die Theorie der Systeme linearer Ungleichungen vor allem geo-
metrisch betrachtet, ohne auf Algorithmen einzugehen. Auch haben wir mehrmals
Parallelen zur linearen Algebra aufgezeigt. Der wohl wichtigste Algorithmus in der
linearen Algebra ist das Gauflsche Eliminationsverfahren zur Losung von Systemen
linearer Gleichungen. Das Eliminationsverfahren von Fourier und Motzkin ist ei-
ne Variante des Gaufischen Eliminationsverfahren, mit dem man Systeme linearer
Ungleichungen 16sen kann.

FEin algorithmisches Grundproblem in der Polyedertheorie ist zu entscheiden, ob ein
Polyeder P = {z € R"™ : Az < b} nicht leer ist. In der linearen Algebra hat man fiir
ein dhnliches Problem, zu entscheiden, ob die Lésungsmenge L = {x € R™ : Az = b}
eines linearen Gleichungssystems nicht leer ist, das Eliminationsverfahren von Gauf.
Wir lernen hier ein dhnliches Verfahren fiir unser Problem kennen.
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Gegeben seien A € R™*" b € R™. Ziel ist es, x € R™ mit Az < b zu finden bzw.
zu entscheiden (mit mathematischer Sicherheit), dass es ein solches x nicht gibt.
Wir wollen dazu zuniichst die Variable z; eliminieren. Finde A € R™*(n=1) p ¢
R™, so dass
JreR": Az <be Fz R Af <b.

Dazu multiplizieren wird die Zeilen von A und die entsprechenden Eintrige von b
mit positiven Konstanten. Dann hat das System Az < b nach Umnummerierung
der Zeilen folgende Gestalt:

1 (@)T ]
1 (ap)”
-1 (ap)" | [m by
(%) : : < )
71 (afr‘—!—s)TT T bm
0 (a{r—&-s—i-l)
0 (ar,)T

wobei (a})T € R (=1 die i-te Zeile von A ist, in der das erste Element geloscht
wurde (es kann passieren, dass r = 0 oder s = 0 ist). Betrachte die ersten r
Bedingungen:

T2
w4 @)T | | <bie=a <b—(a)TE i=1,...,r

Tn
——

=

Genauso die néichsten s Bedingungen:

-1 + (a:n+j)T£ <bpyj =112 (a;ﬂ)Ta} —bryj, j=1,...,s
Zusammen gilt also
() sup (@))% —bryj < a1 < Z‘_ilmf bi— (a})T 7.
J=1s =L
(Falls s = 0, dann ist sup;—; _.(a}, ;)" — bry; = —oo und falls r = 0, ist

inf—y ;b — (al)T# = +oo. In diesen Fillen ist also P in Richtung x; unbe-
schriinkt.) Also kann man z; eliminieren und das System () ist genau dann lésbar,
wenn das System

(ay VTE —bpyy <bi—(a)T2, di=1,....r, j=1,...,s

()& <by, i=r+s+1,...,m

bzw. das System
(@ )T+ (@) NE <bi+bpgy, i=1....1,5=1,...,s
(@)Td<by, i=r4+s+1,...,m.

( * )

losbar ist. Das neue System hat r - s +m — (r + s) viele Ungleichungen und n — 1
Variablen.

BEMERKUNG 4.1. (1) (x = %) entspricht der Projektion des Polyeders P =
{z € R" : Ax < b} entlang der x1-Achse.
(2) Eine Lésung T kann zu einer Lésung (x1,%) von (x) erweitert werden.
Dazu muss x1 die Ungleichungen (xx) erfiillen.
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(3) Das Verfahren wird fortgesetzt, indem nun sukzessive die Variablen xa, s, . . .
eliminiert werden, bis man bei x,, angekommen ist.

(4) Fiir x,, ist es offensichitlich, ob das finale System eine Lisung besitzt. Das
finale System hat genau dann eine Lisung, wenn das Ursprungssystem (x)
eine Losung besitzt.

Eine Anwendung: Wir wollen das LP
max ¢'x

(LP) xeR"”

Az <b
mit dem Eliminationsverfahren von Fourier und Motzkin 16sen. Dazu fithren wir
eine zusétzliche Variable A ein und betrachten das System

Ar < b, A < 'z

Die Idee ist, dass A dem groStmoglichen Wert der Zielfunktion c'z, also dem Maxi-

mum, so dass alle Ungleichungen erfiillt sind, entsprechen soll. Wegen A < c"z <=
X —c'z <0, ist das System #quivalent zu

(5 6)=(6)

Man kann nun das LP losen, indem man eine Losung )\ | von diesem System

findet, so dass A so grofl wie moglich ist. Dazu eliminiert man xq,...,z, bis A\ die
letzte Variable ist. Dann wéahlt man A so grofl wie moglich.






KAPITEL 6

Ganzzahlige lineare Optimierung und vollstindig
unimodulare Matrizen

1. Ganzzahlige lineare Programme

Viele Optimierungsprobleme des Operations Research lassen sich als ganzzahlige
lineare Programme formulieren.

DEFINITION 1.1. Fin ganzzahliges lineares Programm (in Standardform) ist von
der Form:
max c' x
z €Z" (,xr ganzzahlig®)
Ax < b,
wobei ¢ € R™, A € R™™ und b € R™ gegeben sind. Ein ganzzahliges lineares
Programm nennen wir auch ILP oder IP (= integer linear program*).

Geometrisch bedeutet dies, dass wir eine lineare Funktion iiber die Menge Z™ N P,
wobei P = {z € R" : Az < b} ein Polyeder ist, maximieren.

BEISPIEL 1.2. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Inzidenzmatriz A €
RV*E. Dann ist

v(G) = max{|M|: M C E Matching in G}

= max erzxezo, T, € ZLVe € F, ZJ;€§1VUEV

ecl e:v€e
T
1 1
= max r:x>0, Az < | ,5C€ZE
1 1

DEFINITION 1.3. FEin Polyeder P C R™ heifit ganzzahlig, falls fir alle ¢ € R",
fiir die sup{c'z : x € P} endlich ist, das Maximum an einem ganzzahligen Vektor
angenommen wird.

2. Vollstindig unimodulare Matrizen

DEFINITION 2.1. Fine Matriz A € R™*™ heifst vollstindig-unimodular (VU), falls
jeder ihrer Minoren (Determinanten quadratischer Teilmatrizen) gleich 0,—1 oder
+1 ist.

Insbesondere gilt fiir die Eintrége einer vollstdndig-unimoudlaren Matrix A: A;; €
{0, —1,+1}.

SATZ 2.2. Sei A € R™*" eine vollstindig-unimodulare Matriz und sei b € Z™.
Dann ist jede Ecke z des Polyeders P = {x € R™ : Ax < b} ganzzahlig, d.h. es gilt
zeZ".
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SATzZ 2.3. Sei A € R™*™ eine vollstindig-unimodulare Matriz und sei b € Z™.
Dann ist P = {x € R™ : Ax < b} ein ganzzahliges Polyeder.

KOROLLAR 2.4. Sei A € R™*" eine vollstindig-unimodulare Matriz und sei b € Z™
und ¢ € Z™. Dann haben die beiden linearen Programme

max{c'z: Az < b} =min{b"y:y >0, AT =¢}

ganzzahlige Losungen, falls die Optima endlich sind.

3. Vollstindig-unimodulare Matrizen und bipartite Graphen

Satz 3.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann ist der Graph G bipartit
genau dann, wenn seine Inzidenzmatriz A € RY*F wollstindig-unimodular ist.

KOROLLAR 3.2. (Matching-Theorem von Kénig)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt v(G) = 7(G).

DEFINITION 3.3. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Das Matchingpolytop
von G ist die konvexe Hiille der charakteristischen Vektoren von Matchings in G:

M(G) = conv{x™ : M C E Matching in G} C R¥,

dabei ist fir ein Matching M C E von G der charakteristische Vektor xar definiert
als
1, fallsee M,

(ar)e = {O, sonst.
KOROLLAR 3.4. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt
M(G)={zcR¥ : x>0, Ax < 1},
wobei A die Inzidenzmatriz von G ist.
BEISPIEL 3.5. Fulls G ein Dreieck ist, dann ist gilt nur die Inklusion
M(G)C{zeR¥ :2 >0, Av <1},
aber nicht die Gleichheit.

KOROLLAR 3.6. (Theorem von Egervdry, 1931)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph und w € ZF eine ganzzahlige Gewichtsfunktion.
Dann ist

v (G) = max{w(M) : M C E Matching in G}

= min Zyv y€ZY, y>0, yu +yo > w({u,v}) V{u,v} € E
veV

4. Vollstindig-unimodulare Matrizen und gerichtete Graphen

DEFINITION 4.1. Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen D = (V, A) ist die
Matriz M € RV*4, die durch

+1, falls a € 6™ (v),
My =19 -1, fallsa€ " (v),

)

0, sonst.
definiert ist.
Jede Spalte von M enthilt genau eine +1 und genau eine —1.

SATZ 4.2. Die Inzidenzmatriz eines gerichteten Graphen ist vollstandig unimodular.
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KOROLLAR 4.3. (Maz-Flow-Min-Cut Theorem,)
Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph, s,t € V und c € R‘go eine Kapazitditsfunktion.
Dann gilt

max{value(f): f € R‘;O s-t-Fluss, f < ¢} = min{c(6°*(U)): U CV,s € U,t ¢ U}.
5. Charakterisierung von vollstindig unimodularen Matrizen

SATz 5.1. (Hoffman, Kruskal, 1956)

Es sei A € Z™*" eine ganzzahlige Matriz. Dann ist A vollstindig unimodular genau
dann, wenn fir alle b € Z™ das Polyeder P, = {x € R" : & > 0, Az < b} ganzzahlig
15t.
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KAPITEL 7

Das Simplexverfahren

Wir mochten das lineares Programm

p* = max c'z

(LP) zeR"
Ax <b.

moglichst effizient algorithmisch 16sen. Dabei wissen wir, dass, falls P = {z € R™ :
Az < b} ein Polytop ist, dann wird das Maximum an einer Ecke von P angenommen
wird.

Die geometrische Idee des Simplexverfahrens ist einfach: Finde eine Folge von Ecken
o, Z1,..., N € P, so dass

crg <z <...<cTzy=p

gilt.

zs3

Lo T

Das Simplexverfahren wurde 1947 von dem US-amerikanischen Mathematiker Ge-
orge Dantzig entwickelt. Auch heutzutage ist es eines der wichtigsten und vielleicht
sogar das meistgenutzte algorithmische Verfahren in der mathematischen Optimie-
rung.

1. Simplexalgorithmus mit bekannter Startecke

Zunichst treffen wir die spezielle Annahme, dass das Polyeder P eine Ecke xg
besitzt, die wir kennen. Spéter beseitigen wir diese spezielle Annahme.
Simplexalgorithmus

e Wiihle ein Teilsystem Agz < by von Az < b mit einer reguldren quadrati-
schen Matrix Ag, wobei Agzg = bg.

e Bestimme u € R™ mit ¢' = u' A und u; = 0, falls Zeile ¢ von A nicht zu
Ap gehort. Dazu berechne c" Ay ! und fiige Nullen an den entsprechenden
Stellen hinzu.

1.Fall: v > 0.

Dann ist zg optimal, weil v eine optimale duale Losung ist. Denn:

c'xg=u"Azg =u"b > min{yTb cy>0,yTA= CT}

= max{c'z : Ax < b}.

39



40 7. DAS SIMPLEXVERFAHREN

2.Fall: u z 0.
Sei i der kleinste Index mit u; < 0.

Wiihle y € R" mit 'y = 0 fiir alle Zeilen o' von Ay mit a' # a;
und a]y = —1.
(y ist die entsprechende Spalte von —A; 1).

2.a) a'y < 0 fiir alle Zeilen o™ von A.
Dann ist g + Ay € P V) > 0. Desweiteren ist
e (xo + \y) = cTag + ATy
=c"zo+2u' Ay
——
=—u;
=c"zy — \u; — +oo fiir A — oo.

Das heifit das LP ist unbeschrankt.
2.b) a'y > 0 fiir eine Zeile a von A.

Setze
)\():max{)\:x-i-)\yEP}
b, —alz
:min{%ﬁo ci=1,...,m, a]Ty>0},
a;y

wobei die Gleichheit von Maximum und Minimum im Beweis des
Theorems von Minkowski gezeigt wurde. Sei j der kleinste Index, an
dem das Minimum angenommen wird. Definiere

A1 = Matrix, die man aus Ag erhélt,

indem man Zeile a] durch Zeile aJT austauscht.
r1 =T+ A\y.

Dann gilt A1z, = by.
e Gehe zum Anfang mit A;, z1, anstelle von Ag, zg.
e Wiederhole diese Schritte, bis u > 0 oder bis klar ist, dass das LP unbe-
schrankt ist.

SATZ 1.1. Der Simplexalgorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten.

BEWEIS. Wir bezeichnen die Variablen im k-ten Schritt mit Ay, zx, uk, Yk, Ao,k
Es gilt
chO < chl <..., und
CT{Ek = CTkarl = Tk = Tk,
weil
c'wpir = ' (2 + Aogye) mit Ao >0
und
T yr = (—ug); > 0.
Angenommen der Algorithmus landet in einer Endlosschleife. Dann gibt es &, mit
k <lund Ax = A;, weil es nur endlich viele verschiedene Teilmatrizen von A gibt.

Dann

oy =clay, also x, = Tppr = ... = 2y,
Sei r der grofite Index, so dass die Zeile a] in einer Iteration aus A; genommen
wird, wobei t = k,k + 1,...,1. Dies passiere in Schritt p. Weil Ay, = A;, gibt es ein
q, so dass a,] wieder in A, aufgenommen wird. Dann

k<p<gqg<l
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Dann gilt fiir j > r
ajT kommt in A, vor <= ajT kommt in A, vor.
Es gilt
u;qu = cqu > 0.
Also gibt es ein j mit (up);(a]y,) > 0. Aber:

1.Fall: aJT gehort nicht zu A,. Dann (u,); = 0, Widerspruch.
2.Fall: aJT gehort zu A,.
a) j > r: Dann ajT-yq = 0, Widerspruch.
b) j = Dann (up); < 0 und aJqu > 0, Widerspruch.
c¢) j <r:Dann (up); > 0 und aJqu < 0, Widerspruch.

2. Simplexalgorithmus ohne Startecke

Jetzt beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man den Simplexalgorithmus startet,
wenn man keine Ecke xg kennt.

OBdA: Das LP ist von der Form

max{c'z : x>0, Az < b}.

Idee: Um eine Ecke von P zu finden, fiige eine Extravariable hinzu und stelle ein
neues LP auf, das eine offensichtliche Ecke besitzt und dessen optimale Losung eine
FEcke von P liefert.

Extravariable: y € R™, y > 0.

Neues LP:

A -1, b
-1, 0 (“’”) <lo|,
0o —I,| \Y 0

mit e = (1,...,1)T.

Offensichtliche Ecke:

=1 m.

z =0,

geeey

{o, falls b; > 0
Y =

b, fallsh; <0’

Dann ist (;) € R™*t™ eine Ecke von

P’:{(;) Az —y <bx >0,y >0},
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- A -1,
weil (y) € Pundrang -1, O =n+m.

- )

Jetzt kann man den Simplexalgorithmus mit der Startecke (;) verwenden, um

das neue LP zu losen. Sei (;j*) die Ecke von P’, die der Algorithmus liefert.

L.Fall: eTy* > 0.
Dann ist das Orginal-LP ungiiltig, denn

Hr>0: Az <, daEIj:y;‘>0und (Az — y*)
2.Fall: eTy* = 0.

i < by

Dann y* = 0 und «* ist eine Ecke von P, weil * € P und rang lAll =

T*

n.

3. Zur praktischen und theoretischen Effizienz des Simplexalgorithmus

+ sehr schnell bei vielen praxisrelevanten Eingaben.

+ sehr gute Implementationen erhiltlich (CPLEX, gurobi).

— Klee-Minty-Wiirfel (1972): Beispiel, dass der Algorithmus exponentiell
viele Schritte im worst case benotigt.

+ Spielman-Teng (2004): ,,smoothed analysis“: Algorithmus ist polynomiell,
falls die Eingabe leicht, zuféllig ,, gestort“ist.

o offenes Problem (,polynomielle Hirsch-Vermutung“): Ist der maximale
Abstand zwischen zwei Ecken polynomiell in m, n?



KAPITEL 8

Die Ellipsoidmethode

1. Grundlagen zu Ellipsoiden

DEFINITION 1.1. Eine positiv definite Matriz A € R™ ™ und ein Vektor x € R™
definieren das Ellipsoid

E(Ax)={yeR": (y—2)TA  (y—x) <1}.

Zum Beispiel ist £(rI,,0) = rB,, wobei B, = {y € R* : yTy < 1} die n-
dimensionale Einheitskugel ist.
Mit Hilfe der Hauptachsentransformation/Spektralzerlegung der positiv definiten
Matrix A € R™*™ erhélt man:

n

T

A= E )\iuiui,
i=1

wobei A1,..., A, > 0 die Eigenwerte von A sind, und uq,...,u, € R™ eine Ortho-
normalbasis bilden, bestehend aus den zugehérigen Eigenvektoren. Diese Darstel-
lung von A heifit Spektralzerlegung. Die Matrix A definiert ein Ellipsoid wie folgt:
Die u; bestimmen die Richtungen der Hauptachsen und die Lénge der jeweiligen
Hauptachse ist durch 21/)\; gegeben.

2\
SATZ 1.2. Das Volumen von E(A,x) ist

volE(A, z) = Vdet A - vol By,

n
wobei vol B,, = 1“(7;711)7 mit der Gammafunktion I, die fiir unsere Zwecke ausrei-
2

chend definiert ist durch
r/2) =+, T(1)=1, T(x+1)==z T(2).

Der Beweis dieser Volumenformel kann mit Hilfe einer einfachen Anwendung des
Transformationssatzes fiir n-dimensionale Integrale gegeben werden.

SATz 1.3. Sei K C R™ eine konvere und kompakte Menge, die nicht leer ist. Dann
existiert ein eindeutiges Ellipsoid E(K) mit K C E(K) und mit minimalem Vo-
lumen (die beste duflere, ellipsoidférmige Approximation von K ). Dieses Ellipsoid
E(K) heifit das Loewner-John-Ellipsoid von K.
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£(K)

BEWEIS. — Vorlesung ,, Konvexe Optimierung®. U

Hier: Spezialfall des Halbellipsoids

K=EAz)n{ycR":a’y>aTz} mit a # 0.

—
a

LEMMA 1.4. Sei A € R™ ™ positiv definit, x,a € R™, a # 0. Dann
EEAz)N{yeR" :a"y>a"x}) =E(A,2)

mat
n? 2 1 1
A= ———(A- bo" '=2+-b b= Aa.
n2—1( n+1 ) @ x—i—n, VaT Aa @
Desweiteren gilt
vol E(A’,a") 1
- ' 7 2(n+1) 1.
vol E(A,x) =€ <

BEWEIS. Anleitung:

e £(Ax)N{yeR :ay >a'z} C EA, ).

e Dass E(A’, 2') tatsichlich das Loewner-John-Ellipsoid ist, erhéilt man durch
elementares Nachrechnen (etwas fummelig).

e Die Aussage {iber den Quotient der Volumina erhélt man ebenfalls durch
elementares Nachrechnen (etwas leichter).

O

2. Trennen und Optimieren

Hier werden wir folgende Generalvoraussetzung verwenden: Es sei K eine Klasse
von konvexen und kompakten Mengen. Angenommen fiir jedes K € K kennen wir
zg € R® r, R > 0 mit

zo+rB, C K Cxy+ RB,.
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DEFINITION 2.1. Trennungsproblem:
Eingabe: € R", K € K.
Ausgabe: ,x € K oder d € R™ mit d"x > max,ecx d'y.

dTg

Die Hyperebene {y € R" : d"y = d"z} trennt = und K.

Falls K = {z € R" : Az < b} ein (beschrinktes) Polyeder ist, dann kann man das
Trennungsproblem wie folgt 16sen: Uberpriife fiir gegebenes x alle linearen Unglei-
chungen

T o
a;x<b, i=1,...,m.

Dann ist * € K genau dann, wenn alle Ungleichungen erfiillt sind. Falls a] z > b;,
wiahle d = a;.

DEFINITION 2.2. Optimierungsproblem:
Eingabe: c € R™, |c]| =1, e >0, K € K.
Ausgabe: x € K mit c'x > maxye i cly —e.

THEOREM 2.3. (Grdtschel, Lovdsz, Schrijver, 1981; basierend auf Ellipsoidmetho-
de)

Fiir eine Klasse K ldsst sich das Optimierungsproblem durch N-faches Lisen des
Trennungsproblems losen, wobei N so gewdhlt ist, dass

2 ___ N
2—e 2(fDn S €
r

gilt.
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Eo ZE(RQIH7.%‘0)
for k=0to N —1do

Lose Trennungsproblem fiir x, den Mittelpunkt von Ey,
if 2, € K then
I a=c
end
else
| a=—d
end
Ep1=EExN{yeR :a"y > a'zi}).

end

Algorithmus 5 : Ellipsoidmethode

3. Ellipsoidmethode

£y

LEMMA 3.1. Seien
& =max{c'z;:0<j<k, z; € K}
und
Kp=Kn{zecR":c'x> &}
Dann gilt K, C E.

BEWEIS. Der Beweis kann per Induktion nach k gefiihrt werden und ist eine
leichte Ubungsaufgabe. O

LEMMA 3.2. Sei k € N und sei j ein Index mit 0 < j < k und & = chj. Dann gilt

2
_ k
T > machy —2—e¢ 2(iDn,
yeK r

T
BEWEIS. Sei z € K eine optimale Losung, also ¢’z = maXye c"y. Betrachte
den runden Kegelstumpf C' mit Spitze z und Basis
2o+ 7B, N{y €R":c'x=c'ag}.

Sei
C'=Cn{zeR":c'z>c'z;}.
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Tje
C/
r c
» L0 z —
\\/
c'e = cho cle = cTa:j

Das Volumen von C’ ist
n—1 T T.\"
, T -vol Bp—1, 1 T c'z—c'xj
VOlO—T(C zZ—C 1’0) m
Nach dem vorhergehenden Lemma ist C' C K, C Ej,. Also
vol C’ < vol Ej,

A

N
vol Ey - (e_m)

< R"vol By, - e~ 771,
Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt:
ez = cTaol < le|| - ||z — a0 < R.
—~

=1 <R

Zusamimen:
<R

n(cTz — clay)

ok

(cTz —c'z )" < R"™ vol Bpe i1 .
J n—1

r*~1lyol B, _1

Also, da 1 < %:

1
nvol B,\" R? __ &
clz— cT:cj < | — —e 2iDn,
vol B, _1 r

O

Aus dem letzten Lemma folgt das Theorem von Groétschel, Lovasz und Schrijver
unmittelbar.

Der hier vorgestellte Algorithmus ist an einer Stelle sehr idealisiert: Wir haben
angenommen, dass wir mit unendlicher Genauigkeit rechnen konnen; aber in der
Definition von b, das zur Bestimmung von FEj verwendet wird, wird eine Wurzel
gezogen. Der Algorithmus kann leicht veréndert werden, so dass er mit vorgegebener
Bitkomplexitét lduft. Die Analyse wird aber deutlich technischer.
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