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Chapter VII - Packings on the sphere
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Richtige Antwort: 12

Erste mathematische Beweis davon:

Schiitte, van der Waerden (1953)
mit Hilfe Elementargeometrie

Math, Annales, Bd. 125, 5 325334 (1083).

Das Problem der dreizehn Kugeln.
Voo
K. Scnorre in Marburg/Lahn und B. Lo vax ven Waxnoex in Zirich,

Dio Frage, wieviel Kugeln gleichor Gréiile an cine ebenso grole Kugel
angelegt werden kilnnen, it offenbar gleichbedoutensd mit der ane wieviel
Punkto mit Mindestalatand 1 aufl einer Kugel vom
Radius 1 Platz haben (Fig. 1)

Zwolf Kugeln kann man sicher anlegen, nimlich
an den Ecken.cines Ikosacders. (Die Kantenlioge des.
selben st groBer als der Radius der umbeschriebenen
Kugel.) Es ist eine alte Streitfrage zwischen NEwrox
und Greoory, ob sich auch 13 Kugeln anlogen lassen.
Im folgenden worden zwei Bewedso dafier gegoben,
daB dies nicht méglich ist, Es wird nimlich gezeigt,
du8 die Minimalkugel, auf der 13 Pankte mit Mindest. e 1
abstand | Platz haben, cinen Radims r > 1 besitat.

Die Bewvise erfolgen unter Beautzung von Methoden, die zur Auffindung
der Minimalkugel fiir N Punkte mit Mindestabstand 1 ontwickelt warden'), #),
Hinweise aul Parsgraphen und Sktze der unter *) zitherten Arbelt, doren Begrif¥s-
bildungen hive verwendot werden, sind in eckige Klammem gesctst,

Der allgemeine Ansatz fir diese Unt hung (§§ 1, 2) st von beid
Verfassern. Den im § 3 dargesteliten Boweis hat vax pes Waksoxx gefunden,
den anderen Boweis (§ 6) mit den dazu bendtigten Hilfssdtzen (§§4, 5) Soutrre.

Die Prioritat hat Scnlrre. Sein Beweis (§ 8) ist zwar komplizierter, abee
o8 erscheint uns trotadem ecwilneoht, ihn mitzuteilen, weil die Hilfssiten, auf
detess er beeuht, sich fiir weitere Untersachungen als niltzlich erweison kiinn-
ten, 80 2, B. fir die genave Bestimmung dor Minimalkugel for 10, 11 oder 13
Punkte.

§ 1. Der irreduzidlo Gragh.
Satz 1. Ein irreduzibler Graph auf einer Kugel vom Radive r 5 1 enthalt
keime anderen Polygone ols Dresecke, Vierecke und Pinfecks.
Bewess: Bed r5 1 st der zum Abstand 1 gehdrende L
Boxg:tnazlb’ (Fig. 2). Polglich gilt fir ein Polygon mit
n Ecken

n00" 2 ma < 3007 [§6, Satz 8)
und somit n < 6.

Satz 2, A-Iam]lmndhﬂlivﬂ;l! hmlme‘uafw
mit dem Seiten a bein Punkt okne Storung Plats

'| W. Hamcnr u. B, L. vax pxs Wamnoss: Lagerung von Paskten auf der Kugel,
Math. Ann. 128, 223234 (1481),

‘)K.M&ru-.ll l..vu-\h-.u: Auf welcher Kugel baben 6, 8, 7, § oder
9 Punkio mit Mindestabeteand Eine Flate ! Math, Azn. 123, 96124 (1901)

Mathomatinche Ancaies, 123, 23

Ng. 2

32 K. Scutrre und B, L. vax pen Wamnoxs

Beweis: Hatte ¢in Punkt im Innern Platzs, so kinote man diesen heran.
schieben, 80 dab ein Sechsock und ein Dreiock oder vin Finfeck und ein Vierock
entsteben wiinde, Der gmamte Flicheninhals

witre (nach Hamicwr und vax pex Waznozx)
2 64 (Fig.3), wenn "durlnh.ll.durphl
rischen Dreiecks mit den Beiten o ist. Das
regedmiBige Finfeck, das ja maximalen In.

A halt besitzt, bat aber bei N > 12 einen Inhalt
p >

B 4 (da die Kugel dann notwendig griiler
it als fir N w12, wo dieser Inhalt gemil
der Thosederfigur gleich 5 & ist).

Satz 3. Als Mimimalfigur fiir N « 13 asf einer Kugel vom Rodius r 5 1
kommt nur ein irvedunibler Groph aus Dreiecken, Vierecken und Fénfeckes in
Betrackt,

Beweis: Auf der Minimalkuge! tritt mindestens ein irreduxibler Graph auf
[§5). Dieser enthilt nach Satz | nur Dreiocke, Vierecke und Finfecke. Nach

tz 2 (und (§ 8, Satz 7)) kéanen ihm keine Punkte ohne Stérung eingefigt
werden. Er enthilt also bereits alle 13 Punkte.

§ 2. Der Winkelibersehus.

Nach Hamonr und vax pex Wakspex st der Inhalt eines Polygons
(mit den Seiten a) mindestens gleich dem Inhalt, der sich ergibt, wenn das
Polygon vollstandig in Dreiecke zerfillt. Der Inbalt eines n-eckigen Polygons
hzuln;(-v 2) 4. Dann ist dio Summe o dee Inneawinked 2 (v — 2) -3 2,
wenn x den Winkel des sphirischon Drelocks mit den Seiten o bezeichmet.
Die (domnach nicht negative) Differene

wewog—(n—-2)3x
bezoichnen wir als den |, Winkeluberschuf™ des betreffenden Polygons.

Der |, Gesansl- Winkeldberschuf" W der Kugel ergibt sich, wenn iiber alle
Polygone summiert wird.

WeZo-Xin-2)-3ux.

Es it o N-23 und T(n—-2)» En-20~2K-20, wo K die
Arzah] der Strocken und G die Anzahl der Polygone bedeutet. Nach dem
Eorerschon Polyedersatz ist K -~ G~ N ~ 2, also

WalN2x-2(N-2)3a.
Inshesondere ist far N — 13
) We26x- 66a.

Das ,,Quadrat” (regelmiBige sphirische Viereck) mit dem Winkel § hat
den WinkeliiberschuB Qw4 8 — 6. ImFallor 5 listoona 5 Yy cona 5 Yy
(§7,(2)) und daber (nach (§ 11, (11)])

D Tl
() atfzm,
folglich
(3) Qodxn - 10x,

Das Problems der dretuebn Kugeln, ko)

Fir desn Wiskeldberschul elnes Funfocks ass cinems Grapbea gomil
Satz 3 1&B¢ sich eine untere Schranke w, angeben. Da der Graph ireeduzibel
ist, sind allo inmeren Winkel < x, also alle Polygone konvex. Das konvexe
Funfeck kleinsten Inhalts besitzt zwei (nicht benachbarte) gestreckte Winkel,
d.b.es wird von einem gleichschenkligen Dreieck mit den Schen-
keln 2a und der Grundlinie @ gebildet [§ 13, Beweis von Satx 12).

Bei row ) zeefilit das gloichschenklige Dredock in ein gleichseitiges

Drviock und in ein regolmiBiges Vierock (Fig. 4), da in diesem Falle

4 = xist. Die Summe der Innenwinkel st dannoc = 2x + «

+ 2. In dem aligemeineren Falle r = 1 hat das gleichschenk-

lige Dredeck einen Scheitelwinkel = = und einen Basiswinkel = §.
Doonistoz2x+a+2 84 x- 2 und fir die untere Schranke nes
wy = o — 9 x des Fanfeck - Winkelliberschusses gilt

4) wzdx- 10,

Aus divson Abwchitzungen folgt:

Satz 4. Falls die Minimalbugel fdr N w13 cinen Rodive r 5 1 besitat,
enthalt der Minimalgroph Aochstens ein Quadrat wund Michetens cin Finfeck,
anch nicht ein Quadral und ein Finfeck supleich.

Bewels: Bed r 5 1 Ist, wio aus o8 a 5 13 hervorgeht, 2 > 70,5°, Daan
gilt nach (1) und (3)

Q- yWa(dx-100) - (132 -380)=2Ba-9x
> 1621,5° - 162° > 0,

alwo 2 Q> W und nach (4) ebenso 2 e, > W. Durch zwei Quadrate, twei
Finfocke oder cin Quadmt und eln Finfeck wiire also bervits der Gesamt-
WinkeliberschuB W der Kugel (berschritten,

§ 3. Erster Beweis fir v > 1 bei N 13,

Angenommen, die Minimalkugel fiir X = 13 habe cinen Radios r< 1.
Nach Sstz 3 wird dann die Minimalfigur von einem irreduziblen anhen sus
Dreiccken, Vierecken und Fanfecken gebildet. Es soll igt , daB
ein solcher Graph micht existiect,

I, Fall. Der Groph enthilt nxr Dreiecke wnd Vierecke.

Wir bezeichmens alle Dredeckwinkel a und diejenigen Vierockwinkel, die
kleiner als der Quadratwinkel f§ sind, als  kleine Winkel”. Alle Viereckwinkel,
d»gm&rlhﬁand nensen wir , grof”, Ven einem Quadmt sollen gz
willkiirkich zwei Winkel 2 den kleinen, die andecen beiden zu den grofien
Winkeln gerochnet werden. Danon enthilt jodes Viereck zwed kleine und zwei
groBe Winkel. Pér jeden kleinen Winkel x gilt

(6) asxsf
und fur jeden grofen Winkel y
(6) Psy<2x.

Der gesamte WinkeliberschuB aller Vierecke um einess Punkt P herum
kann kloiner gemacht werden, indem immer ein
anderer veegrdBort wird, so lange bis alle Winkel bis auf

und (6) kleinat. ode
wir so vor: Salange 1
sind, vergribern wir
groben Winkel glei
gleich o (Fall B).
Im Fall A &ndern
ihree Vierocko vorkk
einen gleich 2x - 4
gledch x und der Jets
lich, da xwei Quadr
Im Fall B Ande
wind bis a
Obrigen bis suf eine
Fall B, ist abes nich
nur moglich fir r -
xwel Winkel « f§ u
Nun sei w, der
Punkt P einen klei
ocks mit Winkel 2 n

7

Summiert man |
Viereck zwel  kieln:
erhilt man 13w, §

Das ist aber ein
ergibt, Firr o 1 st
Far r < 1 ist es nos
Seite 2+ (26 x - 66

11. Fall. Der Gr

Nuch Sstz 4 ka
Winkeliberschull vo

Wir summieron
und sddieren noch 2
die mit einer kleinen
So ergibt sich

oin cklatantor Wides
mehr als §-47 4 2-

Um noch einen 2
N « 13 und r 5 1 ge
konve



Seitdem viele Alternativbeweise: Leech (1956)
Anstreicher (2004), Musin (2006), Maehara (2007),

Bachoc, V. (2008)

Alle sind ziemlich rechenintensiv.



145.5146532u5v® + 988.2590039u8v” + 363.0801883ubv® — 672.8504875u8v° — 225.3291719uv? +
191.5409281u3v® + 59.48900200uv? — 19.01121967udv — 6.236063758u® + 988.2590039u v¥+
2884.321650u vt 4 2098.660249u 0" + 3568.090777u" vt + 18.16433328u 15 + 344.9966795u" v>t—
1553.436106u"v® — 1392.615104u" vt — 147.6093630u"v? — 437.8480785u v3t + 446.8628584u" v3+
123.8174512u"v?t 4 71.67183278u"v? 4 62.08524794u vt — 49.22376389u"v — 6.539547051u" t—
6.216856357u" + 363.0801883ubv® + 3568.090777uv"t 4+ 18.16433328uSv” — 1165.053624ubv%2+
5312.362070uSv5t — 1024.256466u50° — 71.15855319uv5t% + 196.7871602uSv5t — 471.6846248u5v>+
110.7356966u’v*t? — 2163.927390uSv*t + 464.1969368u5v* — 78.18545046u5v3t% —
505.3867129uSv3t 4 203.1645374u5v> + 41.35985267uv?t% + 199.8129603uS vt — 54.08669500u50>
— 17.33067199uSvt® + 77.24220247ulvt — 21.52580028u5v + 16.53555569u’t? — 10.78477271uSt+
0.8926140522u’® — 672.8504875u°v® 4 344.9966795u°v"t — 1553.436106u°v” — 71.15855319u v %+
196.7871602u 05t — 471.6846248u5v° + 1168.212790u’vt> + 134.9381447uPv5 1% —
599.4393672u’v’t + 752.0835370u’v® + 386.8314957u’v4t3 + 37.58791494u’v 12—
219.0874465u’ vt 4+ 274.0310180u’v* — 377.6693697u’v3t> — 116.2455138u’v3t2+
135.0094523u>v>t — 132.6882963u’v® — 29.72556641u5v%t3 — 35.53845637u vt +
37.13287924u°v?t — 50.62106262u°v? — 55.38456003u’vt® — 6.687980644u’vt? + 13.24127784u vt+

BV-{2008): Das folgende Polynom ist ein Zertifikat fir 75 = 12

7
+ 464.1969368u"v° + 386.8314987u v°t® + 37.58791494u v°1? — 219.@ZA465uT v t+
274.0310180utv® — 73.36820000uv*t* + 392.6271541utv > + 222.2882726u v 2+
735.4659250u vt — 207.3205267utv? + 83.02988588uv3t* — 118.0842510utv3t3 —
77.09075609u*v3t? + 244.0885057utv3t — 88.19709904uv® — 37.62483034ut vt —
113.7068820u"v*t3 — 8.326854722utv?t? — 45.23470569u’v?t + 12.09797900u v —
77.65166209uvt* — 55.08896234utvt? + 31.8502255Tutvt? — 17.02325455u*vt + 10.36532594u v+

28.47777799u*t? + 46.28598839u*t> — 2.917811290ut? — 7.358099446ut — 1.944166441u+

+0.7941054727uv3t + 5.569355446uv> + 0.3706844433uv?t® — 1.226131739uv>t>+

+ 4.448344730uv*t? — 12.51651111uv?t? + 2.559716007uv*t + 0.2868981952uv>+

- 3.865608217uvt® — 18.70371050uvt® + 14.88704132uvt? 4 23.94378706uvt>+

- 4.333409705uvt — 1.954761337uv — 0.1528426696ut” + 0.07806634840ut® —
2.244106275ut* + 1.817221500ut?® + 2.535123200ut® — 0.5798954908ut — 0.3852239752u—
3.53954705107t — 6.216856357v7 4 16.53555569v5¢% — 10.78477271v5¢ + 0.89261405220°
3 4 37.98428531051% — 14.544464450°t — 3.4539141750° + 28.47777799v*t* +

- 2.9178112900v*t? — 7.358099446v*t — 1.944166441v* + 7.486743724v3t°+

- 17.88091824v3#% — 20.64369889v°1% + 5.781887281v°t + 2.801486009v° —

- 2.282422116v%t5 — 2.37620645102t* — 5.756516944v%t3 + 2.2850693050% %+

- 0.1807740107v% — 0.1528426696vt” + 0.07806634840vt5 — 1.066251935vt° —
1.8172215000t3 + 2.5351232000t — 0.5798954908vt — 0.3852239752v

+ 0.6067608795t% + 2.504492501t° + 6.632189667t* + 3.925884209t> — 1.191716995t%—
168270210

x Gefunden mit semidefiniter Programmierung

x Ubrige Rechnungen sind relativ einfach

— 29.72556641u20°t> — 35.53845637u2v’t? + 37.13287924u%v°t — 50.62106262uv° —
37.62483034uvt? — 113.7068820u2vt3 — 8.326854722u>v*t? — 45.23470569u% v t+
12.09797900u2v* + 2.75711005262v3t> — 23.04651883uv3t* + 34.97617188u2 0343+
56.64805815uv3t? — 36.40483748uv3t + 4.218095336u%v3 — 31.31247252uv2t0+
14.32494116u>0*t° + 13.18700960u?v?t* — 37.71556777u?vt> — 39.18630288uv?t%+




Bekannte Kusszahlen

73 = 240 Odlyzko, Sloane und Levenshtein (1979)
T4 = 196060 mit linearer Programmierung
(relativ leicht, sehr elegant)

Musin (2008)
mit linearer Programmierung und Tricks

(nicht so leicht)




ber in 8 dimensions

i1ssing num

The k




Packungsgraph
G(n,(t,1)) = (V,E)
V=8"l={zeR":z'z=1}
{r,y} e E<=a'y e (t,1)

unabhangige Mengen in G(n, (¢, 1))
= mogliche Bertihrpunkte

Also: 7, = a(G(n,(1,1))) EENTOEESYE




Berechnen von « ist i.A. schwierig

Die ¥-Funktion ...

* wurde 1979 von Lovasz in der berithmten Arbeit

“On the Shannon capacity of a graph” eingefuhrt

Verallgemeinere 9 auf unendliche Graphen

x kann durch eine Hierarchie von grofSer werdenden SDPs,
die gegen o konvergieren, verbessert werden.

(Lovasz-Schrijver 1991, Lasserre 2001)



Das Original: fir |V| < oo
¥(G) =min ¢
Y €S/,
Yo,=t—1furz eV
Y, < —1 fir {,y} ¢

Verallgemeinerung: fir |[V| = oo

W(G) =inf ¢
Y € C(V X V)EO

positiv semidefinite, stetige Hilbert-Schmidt Kerne '



a(G) < ¥(G) =inf ¢
Y € C(V X V)EO
Y(z,2)=t—1frx eV
Y(z,y) < —1fur{z,yt ¢ E

Sei C' C V unabhangig
und Y, ¢ eine zulassige Losung von 9’ (G)

0 < 2 2. Y(zy)

xeC yel

— ZY(:E,x)—I— ZY(:E,y)

reC TFY
N— ——— S —

=|C|(t=1) <(=1)(C*=|C])

Cl(t—=1) = (IC]* = |C]) — |C] <1

A



Frage: Wie berechnet man ¢'(G)?

Antwort: Verwende Symmetrie von G

Aut(G(n, (t,1))): orthogonale Gruppe O(n)
On)={AcR"™:A"A=1,}
Falls Y € C(S™ ! x S™~ 1) zuldssig, dann auch Y

View) = [ ¥(ds,Ay)du(A)
AeO(n)

Also: Konnnen uns auf O(n)-invariante Kerne beschranken.

YA € O(n)Vz,y € S™ 1 Y(Azx, Ay) = Y (z, y)



Theorem von Schoenberg (1942)

Y € C(S™ 1 x S™ )ggdst O(n)-invariant g.d.w.




¢ als semi-infinites lineares Programm

9'(G(n, (t,1))) = inf

fo20,/1=20,...

S £, P((n=3)/2.n=3)/2) (1) — ¢ _ |

k=0

S £, PUn=3)/2.(0=3)/2) () < 1 fiir u € [~ 1,1
k=0

I(G(8,(1/2,1))) = 240 = 7
9(G(24, (1/2,1))) = 196560 = 7oy




Normalisierte Jacobi Polynome mit (o, «), @« = (n — 3) /2
Pr(t) = Py (t) =1,

PP (t) = PY* (1) = ¢,

n 1

Py (t) = Py (1) = 12 .

n—1 n—1
sage: x = PolynomialRing(QQ, ’x’).gen()
sage: n = 4
sage: a = (n-3)/2
sage: for k in range(0,5):
sage: print(jacobi_P(k,a,a,x)/jacobi_P(k,a,a,1))

1

X

4/3*x~2 - 1/3

2*%x"3 - X

16/5*%x"4 - 12/5%x"2 + 1/5



240 Punkte auf S7 :

alle moglichen Permutationen und Vorzeichenwechsel von

1 1 s\
A: Y 707070707070 2 :112
(\@ V2 ) (2)

alle geraden Vorzeichenwechsel von

B:<1 1 1 1 1 1 1 1>T 97 — 198
V8 V8 VB /B V8 VB VB VB

auftretende Skalarprodukte: —1,—1/2,0,1/2,1




T8 S 240
“Glucklicher” Ansatz .

Fit)=-14+p8(t+1) (t+%>2t2 (t— 5)

Eigenschaften von F':
F(-1)=F(-1/2)=F(0) =F(1/2) = —1
F(u) < —-1firue |—1,1/2]

Mit 8 = 222: F(1) =t —1=240 — 1 = 239

Uberpriife: F(u) = 22—0 [ P2 (u) mit f, >0

— Y (z,y) = F(2"y) zulassig fiir v’
— 13 < ¥ (G(8,(1/2,1))) < 240



