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1. EINLEITUNG

Das Finden gewisser Optimalwerte ist eine Problemstellung, die in den
verschiedensten Fachgebieten relevant ist. Beispielsweise stelle man sich
vor, dass ein Unternehmen bestrebt ist einen Produktions- oder Perso-
nalplan zu erstellen, der einerseits den Gewinn maximiert (beziehungs-
weise die Kosten minimiert), andererseits jedoch Restriktionen unter-
worfen ist wie zum Beispiel der Kapazitdt von Maschinen und Mitar-
beitern oder Rohstoffengpéssen. Solche Probleme sind effizient 16sbar,
wenn die Nebenbedingungen sowie die Zielfunktion linear sind. Eine
Verallgemeinerung solcher linearen Optimierungsprobleme sind semi-
definite Optimierungsprobleme, bei denen nach einer optimalen Ma-
trix gesucht wird, die positiv semidefinit ist. Semidefinite Optimierung
wird beispielsweise dazu verwendet, Annaherungen an Losungen nicht-
linearer Optimierungsprobleme zu ermitteln. Letztere sind nur schwer
16sbar und haben ebenfalls mannigfaltige Anwendungen.

Da die zuléssige Losungsmenge (beschrénkter) linearer Programme
Polytope bilden, ist auch deren Erforschung relevant. Stellt man bei-
spielsweise fest, dass das Polytop P, iiber dem ein Optimierungspro-
blem zu l6sen ist, viele Facetten hat, so werden auch viele Ungleichun-
gen bendtigt, um es zu beschreiben. Dies wiederum fiihrt dazu, dass
eine entsprechende Optimierung aufwendig ist. Kennt man dagegen ein
zweites Polytop @ in einer gegebenenfalls hoheren Dimension mit ei-
ner geringen Anzahl an Facetten, sodass sich (Q auf P projizieren lésst,
so lésst sich die Optimierung beschleunigen. Man optimiert lediglich
iiber das Polytop ) mit wenig Facetten und projiziert die Optimall6-
sung anschlieffend auf P. Das Finden eines bestmoglichen () motiviert
die Definition der linearen Erweiterungskomplexitdat. Handelt es sich
bei () dagegen um die zuléssige Losungsmenge eines semidefiniten Pro-
gramms, so spricht man von semidefiniter Erweiterungskomplexitét.

Nachdem in Kapitel 2 einige Grundlagen zur Fourieranalyse einge-
fithrt werden, wird Kapitel 3 ndher auf die semidefinite Erweiterungs-
komplexitat von Charakterpolytopen eingehen. Wie der Name bereits
suggeriert, handelt es sich bei einem Charakterpolytop um ein Poly-
top, dessen Ecken von den Charakteren einer Gruppe abhingen. Ge-
nauer geht es in Kapitel 3 darum eine Theorie zu entwickeln, um obere
Schranken an die semidefinite Erweiterungskomplexitét zu finden. Die-
ses Kapitel ist eine Verallgemeinerung der Resultate aus [4], in dem
nur abelsche Gruppen betrachtet werden. Kapitel 4 wird dagegen ein
Vorgehen zum Finden unterer Schranken an die lineare Erweiterungs-
komplexitat thematisieren. Hierbei stehen nachbarschaftliche Polytope
im Vordergrund. Die Resultate hierzu stammen aus [5]. Anschliefsend
werden die Resultate aus Kapitel 3 und 4 in Kapitel 5 fiir die Gruppe
Z/NZ und in Kapitel 6 fiir die Gruppe Dy, angewandt.



2. FOURIERANALYSE AUF ENDLICHEN GRUPPEN

Wie bereits zuvor angesprochen héngen Charakterpolytope von den
Charakteren einer (endlichen) Gruppe ab. Daher ist ein Grundver-
stdndnis tiber Fourieranalyse auf solchen Gruppen notwendig. Dieses
Kapitel ist daher eine kurze Einfiihrung in diese Thematik. Weiterrei-
chende Literatur hierzu sind unter Anderem [2] und [10].

Definition 2.1. (unitidre Darstellung)
Sei G eine endliche Gruppe.
1) FEine unitdre Darstellung (kurz: Darstellung) von G ist ein Grup-
penhomomorphismus 7: G — U(d,), wobei U(d,) die Menge
der unitdren (d, x d,)-Matrizen ist. d. heifft Grad von .
2) Sei M ein Unterraum von C. Eine Darstellung © heifit M-
invariant, falls w(x)m € M fir alle x € G,m € M gilt.
3) Eine Darstellung 7 heifst irreduzibel, falls {0} und C die ein-
zigen w-invarianten Unterraume sind.
4) Zwei Darstellungen m, 7" heiffen dquivalent, falls es eine Matriz
T e U(d,) gibt, sodass Tw(x) = 7' (x)T fiir alle x € G gilt.

Hat G genau k Aquivalenzklassen, dann gibt es k irreduzible, paarwei-
se nicht dquivalente Darstellungen, aber nicht mehr. Mit G wird eine
Menge von solchen k irreduziblen, paarweise nicht dquivalenten Dar-
stellungen bezeichnet. Aus Definition 2.1. wird schnell klar, dass jedes
7 € G durch 7 ersetzt werden kann.

Zu bemerken ist auferdem, dass in abelschen Gruppen jedes Grup-
penelement eine eigene Konjugationsklasse bildet.

Definition 2.2. (Standardskalarprodukt auf C? und C%*%)
Das Standardskalarprodukt (-,-) auf C% ist fiir alle x,y € C¢ gegeben
durch:

d
(wy) =y r=7"2=> x7
i=1
Auf C™? sei das Skalarprodukt {-,-) fir A, B € C™? gegeben durch:

d
(A,B) =Tr(B*A) = > Ay;Bi;.
ij=1
Die Matrixelemente von Darstellungen aus G lassen sich als Funktionen
von G nach C auffassen. Alternativ kann man m; ; auch als Vektor in C%
betrachten, indem man m; ; = (7(2);;), . setzt. Diese Vektoren bilden

nach dem Lemma von Schur eine Orthogonalbasis von C¢ beziiglich
des Standardskalarprodukts:

(Tigs Ty = 0, Vi,j € [dd, k1€ [do], T,
G|

d_(si,kdj,la Vi7j7k7l € [dﬂ']

<7Tz',j, 7Tk,l> =
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Daraus folgt aukerdem, dass die Anzahl der Matrixelemente in G mit
der Kardinalitdt von G tibereinstimmt, also Y. _~dz = |G|.

Wie bereits festgestellt haben abelsche Gruppen |G| irreduzible, nicht
aquivalente Darstellungen. Daher muss in diesem Fall stets d, = 1 gel-
ten.

Definition 2.3. (Fouriertransformation)
Sei G eine endliche Gruppe und f: G — C. Die (diskrete) Fourier-

transformierte von f ist fur ™ € G gegeben durch:
Z f 6 Cd X d
zeG

Nach der Fourier-Inversion kann man f durch seine Fouriertransfor-

mierte ausdriicken:
1 .
f(@) = @%dﬂ (f(m),m(a)).

Ferner besagt die Parsevalsche Gleichung, dass das Skalarprodukt zwei-
er Funktionen f,g: G — C durch das Skalarprodukt ihrer Fourier-
transformierten beschrieben werden kann:

.90 = |G|§d< >

Definition 2.4. (Faltung & Involution)
Sei G eine endliche Gruppe und f,g: G — C zwei Funktionen.

1) Die Involution f*: G — C wvon f ist definiert als

fr(@) = f@h).
2) Die Faltung f x g: G — C von f und g ist definiert als
Frg@)=> fly)g
yeG

Fiir die Fouriertransformation von Faltung und Involution sind weiter-
hin die folgenden Gleichungen bekannt:

Fr(m) = f(m) = f(m) . Freg(m) = f(m)a(m).

Definition 2.5. (Charakter)
Ser w eine Darstellung einer endlichen Gruppe G. Die Funktion
x: G — C gegeben durch

dr

x(x) = Tr(r(2)) = Y w(@)is

i=1

heifit (Gruppen-)Charakter beziglich .
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Manchmal wird die Menge der Charaktere beziiglich der Darstellungen
7 € G ebenfalls mit G bezeichnet. Welche Definition von G gemeint ist
wird aus dem Kontext offensichtlich sein. Ferner wird x, den Charakter
beziiglich der Darstellung 7 bezeichnen.

Charaktere sind sogenannte Klassenfunktionen. Das heifst, sie sind
auf Konjugationsklassen konstant. Des Weiteren halten auch die Cha-
raktere in G eine Orthogonalitiatsbeziehung ein:

G|, falls7m=nx'.
Wmmﬁ—{ly

0, anderenfalls.

Da es genau so viele Charaktere wie Konjugationsklassen gibt, ist G als
Menge von Charakteren eine Basis fiir den Unterraum, der aus allen
Klassenfunktionen besteht.

3. CHARAKTERPOLYTOPE UND SEMIDEFINITE LIFTS

Mit den Grundlagen die in Kapitel 2 erlautert wurden kann man sich
nun dem Ziel dieser Arbeit zuwenden: Der Untersuchung von Charak-
terpolytopen hinsichtlich deren Erweiterungskomplexitéten. In [4] wird
dieselbe Thematik speziell fiir Charakterpolytope beziiglich abelscher
Gruppen betrachtet, weshalb dieses Kapitel daran angelehnt ist.

Definition 3.1. (Semidefiniter Lift)

Sei P C C? ein Polytop, H* die Menge der hermiteschen, komplexen
(k x k)-Matrizen und HY der Kegel der positiv semidefiniten,
komplezen (k x k)-Matrizen. P hat einen positiv semidefiniten
Lift (kurz: PSD-Lift) der Grifle k, wenn es eine affine Abbildung
W HY — C? und einen affinen Unterraum L von HF ¢ibt, sodass:

P=y(H;NL).

Das kleinste k sodass P einen PSD-Lift der Grifie k hat, heifst sema-
definite Erweiterungskomplexitit von P, bezeichnet mit xcpsp(P).

Jede affine Abbildung ist eine lineare Transformation mit anschlieffen-
der Translation. Das bedeutet, eine Abbildung v: H¥ — C? ist genau
dann affin, wenn es eine Matrix A, € C*** und einen Vektor by gibt,
sodass fiir jedes X € HF gilt:

W(X) = AyX + by,

Im weiteren Verlauf (insbesondere in diesem Kapitel) ergibt es sich
gelegentlich, dass v eine lineare Abbildung ist. Setzt man jedoch b, = 0,
so wird klar, dass jede lineare Abbildung auch affin ist und somit zur
Konstruktion semidefiniter Lifts verwendet werden kann.
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Definition 3.2. (Charakterpolytop)
Sei G eine endliche Gruppe und S C G. Das Charakterpolytop P(G,S)
ist definiert durch:

P(G,S) = conv { (%Xﬂ(z)>xes ‘me @} .

Um ein obere Schranke an die semidefinite Erweiterungskomplexitat
eines solchen Charakterpolytops zu finden geniigt es bereits einen PSD-
Lift mit moglichst kleiner Gréfe zu konstruieren. Hierzu wird sich eine
alternative Darstellung von P (G, S), die eine Momentenmatrix verwen-
det, als niitzlich erweisen.

Definition 3.3. (Momentenmatrix)
Sei G eine endliche Gruppe und ¢ € CE. Die Matriz

M(() = (gx‘ly%’yec

heifft Momentenmatriz. Fir £ € CT T mit T C G lisst sich die ein-
geschrinkte Momentenmatriz definieren durch:

Mr(0) = (le1y), 7 -

Definition 3.4. (Positiver Typ)
Sei G eine endliche Gruppe und f: G — C. Man sagt f hat positiven
Typ, falls fiir alle g: G — C gult:

> gxgi(x)f(x) >0,

zeG
wobei g* die Involution von g und g * g*(x) die Faltung von g und g*
15t.

Nach Definition von Faltung und Involution hat eine komplexwertige
Funktion f positiven Typ, falls fiir alle Funktionen ¢ gilt:

0< > gyl fx) =Y 9w)g(=)fy="").
z,yeG y,z€G

Dabei wurde z := 2~y gesetzt. Mit g*(x) := g(+~!) und indem man
y' =yt 2/ = 271 setzt, erhilt man:

0< Y g W)g (™) =g M(f)g".
y' 2’ eG

Da diese Ungleichung fiir alle Funktionen g und somit auch fiir alle g*
gilt und man zudem jede Funktion in der Form ¢* darstellen kann, ist
die Tatsache, dass eine Funktion f positiven Typ hat dquivalent dazu,
dass die Momentenmatrix M (f) positiv semidefinit ist.

Das folgende Theorem zeigt, dass jedes Charakterpolytop einen se-
midefiniten Lift der Grofse |G| hat. Der Beweis dieses Theorems bedient
sich eines Resultats aus [2].



Theorem 3.5. (Bochner’s Theorem)
Sei G eine endliche Gruppe mit neutralem Element e und S C G. Es
qgilt:

P(G,S) = { ()yes: 3k ECY, b=k, firx €S, ke=1,
M(k) =0, k ist eine Klassenfunktéon}.

Beweis:
Es geniigt die Aussage fiir S = G zu beweisen. Fiir alle weiteren § C G
folgt das Theorem dann, indem man stets alle Eintrige zu Indizes aus
G'\ S abschneidet. Da es sich bei £ nun um einen Vektor in C¢ handelt,
wird dieser im folgenden als komplexwertige Funktion mit ¢(z) = £,
aufgefasst.
Nach der zuvor getroffenen Anmerkung erfiillt jedes ¢ aus der Menge

auf der rechten Seite in der Behauptung die folgenden Eigenschaften:

a) l(e) = 1.

b) ¢ hat positiven Typ.

c) { ist eine Klassenfunktion.

Zunichst wird nun gezeigt, dass Punkt b) dquivalent dazu ist, dass
é( ) = 0 fiir jede Darstellung 7 € G gilt. Dazu gelte zunichst f( ) =
und es sei g: G — C beliebig. Da die Matrix g(m)g(m)* fiir jede Wahl
von ¢ positiv semidefinit ist, folgt:

0% gy e (oot 6m) = g 3 e (507, )

TeG TeG

S g ()T

zeG

Nach der Definition von Faltung und Involution lassen sich diese mit
der Komplexkonjugation vertauschen. Durch Komplexkonjugation des
letzten Terms erhélt man somit:

0<> g*g"(x)l(x)

fiir alle g und daher auch fiir alle g: G — C. Es folgt also, dass /¢
positiven Typ hat.

Umgekehrt habe ¢ nun positiven Typ und sei 7 € G. Sei A € Si’{)
eine positiv semidefinite Matrix. Dann hat A eine Cholesky-Zerlegung
A = BB*. Definiere g: G — C durch:

dr
o) = G (B.7(x)).
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Dann gilt fiir jedes 7’ € G und alle 4, j € d

g<w’>i,j=2é<3m<as>> ZZBm Drr (@)

zeG :L‘EG’kl 1
ZBkl<7T”77Tkl>
]

Nach dem Lemma von Schur ist der letzte Term gleich B; ; falls 7 = 7’
ist oder anderenfalls gleich 0. Insbesondere gilt somit g(w) = B und
g(7") = 0 fiir jede Darstellung 7' € G \ {m}. Somit folgt g(m)g(m)* =
BB* = A und g(7')g(7")* = 0. Nun lésst sich &hnlich wie zuvor argu-
mentieren.

O<Zg*g |G\Zd <g>l<g é( )>

ze€G el

Da A beliebig gewahlt wurde, folgt also <A, / (7r)> > 0 fiir alle Matrizen

A e 8% Aufgrund der Selbstdualitéit des Kegels S% muss daher ()
positiv semidefinit sein. Ferner gilt ¢ () = 0 sogar fiir alle Darstellungen
7 € G, da 7 ebenfalls beliebig gewahlt wurde.

Nun ist gezeigt, dass Eigenschaft b) dquivalent dazu ist, dass £(7) = 0
fiir jedes 7 € G gilt. Weil die Charaktere einer Gruppe eine Basis des
Unterraums {f € C%: f ist eine Klassenfunktion} bilden und weil ¢
selbst auch eine Klassenfunktion ist, gibt es somit fiir jedes © € G
einen Koeffizienten o, mit:

{= Zaﬂxﬂ Zaﬂd Xﬂ

re@ re@

Wegen ((e) = 1 und x,(e) = Tr(n(e)) = Tr(Idy, ) = d, gilt:

1= Z O,
Weiter folgt fiir alle Darstellungen 7 € G und i, j € [d,]:

(1) < ) Z€ = ((, ;) = Zaﬂ X' g )

zeG n'e@

= Z Oyt Z <7T]/€7k,m>.

TI',EG kedw’
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Nun beachtet man, dass man in G die Darstellung 7 durch 7 ersetzen
kann. Dann folgt mit dem Lemma von Schur, dass im letzten Term alle
Summanden gleich 0 sind, fir die 7’ # 7 oder (k, k) # (4, j) gilt. Somit:

(2) (é(ﬂ')) = aﬂgém > 0.

i dr
Also ist /() eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente nichtnegativ
sind, weil /(r) = 0 gilt. Da die Zahlen |G|, d, > 0 erfiillen, folgt also,
dass ebenfalls a; > 0 fiir jedes ™ € G gilt. Somit ist gezeigt, dass
¢ € P(G,G) gilt. Umgekehrt wihle man nun ¢ € P(G,G). Dann gibt

es erneut Koeffizienten a,; > 0 mit:

lx) = Z aﬂxg—(x).
el "

¢ ist auf Konjugationsklassen konstant, da dies fiir jeden Charakter gilt.

AuRerdem ist: J
lie) = Zawd— = Zaﬂ = 1.

TeG meG

Aufserdem gilt erneut (1) und (2) (wobei man «, durch «,/d, ersetzt),
weil ¢ wieder eine Linearkombination von Charakteren ist. Daher gilt
wieder /() = a, |G| /d21d,, und dies ist insbesondere positiv semide-
finit, weil jede der Zahlen o, |G|, d, nichtnegativ ist. Also erfiillt jedes
¢ € P(G,G) die Eigenschaften a), b), ¢). Dies zeigt, dass die Inklusion
"C" ebenfalls erfiillt ist.

U

Theorem 3.5. konstruiert einen PSD-Lift fiir P(G,S), der unabhéngig
von § ist. Nun sollte man die Teilmenge S stérker in die Betrachtung
miteinbeziehen, um méglicherweise den vorhandenen PSD-Lift zu ver-
bessern.

Definition 3.6. (Fourier-Support)

Sei G eine endliche Gruppe und S C G. Dann nennt man eine Teil-
menge T C G einen Fourier-Support von S, falls die folgenden zwei
Kriterien erfillt sind.

1) Jede Konjugationsklasse, die einen Reprdsentanten in S hat,
hat einen Reprisentanten in SNT 1T,
2) Fiir jede Klassenfunktion k € CT folgt aus My (k) = 0, dass die
Matriz Y € (CU {x})*C, definiert durch
1, falls x =y.
Yoy =< ky, falls es z € G gibt mit 27 (z7'y)z=r € S.
*, anderenfalls.

zu einer positiv semidefiniten Matriz vervollstindigt werden kann.
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Enthélt die Menge S mehrere Gruppenelemente aus einer Konjugati-
onsklasse, dann resultiert dies darin, dass jeder Vektor aus dem Charak-
terpolytop in den zugehorigen Eintragen konstant ist. Das heifst also,
liegen z,y € § in der gleichen Konjugationsklasse, so gilt:

l, =1{,, fir alle ¢ € P(G,S).

In diesem Fall ist das Charakterpolytop also nicht volldimensional, son-
dern weist eine Prismastruktur auf. Betrachtet man eine Teilmenge
S’ C 8, sodass jede Konjugationsklasse K mit K NS # () genau einen
Repréasentanten in &’ hat, so lasst sich P(G, S) durch folgende lineare
Abbildung in P(G,S’) tberfiihren:

P(G,S) — P(G.8) : (la)yes — (la)yes -

Umgekehrt lasst sich auch P(G,S’) in P(G, S) iiberfiihren, indem man
entsprechende Eintrdge dupliziert. Da hier Lifts von Charakterpolyto-
pen von Interesse sind, ergibt es also Sinn, sich auf Teilmengen S zu
beschrianken, die je Konjugationsklasse héchstens ein Element enthal-
ten.

Ferner wird fiir das folgende Theorem angenommen, dass S abge-
schlossen unter Inversenbildung ist. Das heifst, fiir jedes Element x € §
ist auch das inverse Element 2! in S enthalten. Sollten x und z~! in
derselben Konjugationsklasse liegen, so geniigt es bereits, wenn nur das
Element x in S enthalten ist, um eine oben beschriebene Prismastruk-
tur zu vermeiden.

Theorem 3.7.

Seit G eine endliche Gruppe und S C G abgeschlossen unter Inversen-
bildung, sodass |K NS| < 1 fir jede Konjugationsklasse K C G gilt.
Set T ein Fourier-Support von §. Dann gilt:

P(G,S) = { (be)yes: 3k €CT T b, =k, firzeS, ke=1,

Mz (k) =0, k ist eine Klassenfunktéon}.

Beweis:
Zunéachst wird gezeigt, dass die Menge auf der linken Seite der Glei-
chung in der auf der rechten Seite enthalten ist. Hierzu lasst sich Theo-
rem 3.5. benutzen, um zu erkennen, dass jedes Element aus der Menge
auf der linken Seite die Form (/,).cs hat, sodass es ein k&' € C% gibt,
das die folgenden vier Eigenschaften erfiillt:

a) , =k furz e S.

b) k. = 1.
c) M(K') =
d)

k' ist eine Klassenfunktlon
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Zu zeigen ist, dass es ein k € C7'7 gibt, das ebenfalls a), b) und d),
jedoch statt c) die Eigenschaft M7 (k) = 0 erfiillt. Setzt man k, := k/,
fiir alle z € T~'T, so sind die Eigenschaften a), b) und d) fiir & klar
erfiillt. Zuséatzlich ist M7 (k) eine Hauptuntermatrix von M (k') und
diese ist nach c¢) positiv semidefinit. Folglich ist auch M7 (k) positiv
semidefinit.

Die Beweisstrategie fiir die umgekehrte Inklusion ist die Konstrukti-
on einer Momentenmatrix, aus der schlielich & hervorgeht. Dazu sei
Y eine Matrix mit Y, , = 1 fiir alle x € G und Y,, = k,, falls die
Konjugationsklasse, die 71y enthilt, einen Reprisentanten 7 € S hat.
Alle weiteren Eintrdge von Y sind nicht gegeben. Weil T ein Fourier-
Support von S ist, kdnnen einerseits Repréasentanten von S so gewéhlt
werdern, dass diese auch in 7!7 enthalten sind. Somit sind die be-
kannten Eintrage der Matrix Y wohldefiniert. Andererseits folgt aus
M7 (k) = 0, dass Y zu einer positiv semidefiniten Matrix vervollstan-
digt werden kann. Nun wird aus Y eine Matrix Z € C%*¢ konstruiert,
die eine Momentenmatrix ist, wie sich spéater herausstellt.

1
Zm = T 9 Y:eflzr s~ lyr
R |G|2 Z sy

r,s€G

Das néchste Argument ist wesentlich fiir den weiteren Beweis. Unter
anderem impliziert es, dass Z tatséchlich eine Momentenmatrix ist. Fiir
t,u e G gilt:

1
(3) thu,tyu = T2 Z }/sfltzur,sfltyur
|G| r,s€G
1
- W Z }{9/71,7;7"/75/71?!,,/ = Z$’y.

r'.s'eG

Dabei wurden die Substitutionen s’ := ¢~'s und 7’ := ur vorgenommen.
Definiert man nun k/, = Z., fiir x € G, so lasst sich die Momenten-
struktur von Z nachweisen:
Z’Ly @ e lea-ly = Leg—1ly = kfl.fly.

Nun bleibt zu priifen, dass k&’ die Eigenschaften a) - d) erfiillt. Um a)
zu zeigen, wird ein x € § gewahlt. Fiir alle Gruppenelemente r, s € G
gilt dann (s7'r)"'s7lzr = r~'zr. Da r~'zr in derselben Konjugati-
onsklasse wie = liegt und x selber in S liegt, sind die Matrixeintriage
Ys-1, s-1,, bekannt. Zudem ist dieser Eintrag identisch zu k,. Dies folgt
aus der Konstruktion von Y. Es gilt also:

1 | 1
klz = Z€7I = ? Ytsflr,sflccr = ? Z ky = ? |G‘ by = L,.
G 6 6" e 1G]
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Eigenschaft b) folgt leicht aus der Tatsache, dass die Matrix Y nur
Einsen als Hautdiagonalelemente enthélt.

1 1
k;:Ze’e: W Z Yjsflr,sfl’r: W Z 1=1

r,s€G r,s€G

Betrachtet man fiir feste r,s € G die Matrix (Y/)W = Yot sy
so fallt auf, dass diese aus der Matrix Y entsteht, indem man Zeilen
und Spalten gleichermafsen permutiert. Da Y positiv semidefinit ist, ist
somit auch Y positiv semidefinit. Es folgt, dass Z als Summe positiv
semidefiniter Matrizen, multipliziert mit einem nichtnegativen Skalar,
selbst ebenfalls positiv semidefinit ist. Da bereits gezeigt wurde, dass es
sich bei Z um die Momentenmatrix M (k') handelt, folgt die Eigenschaft

c).
Fiir die Eigenschaft d) ist zu zeigen, dass k, = k/_, _ fiir alle Ele-
mente x,r € G gilt. Dies ist mit (3) leicht zu zeigen:
k; = Ze,:v (3:) Zr—lr,r—lxr = Ze,r—lxr =k,

r—lxr:

g

Theorem 3.7. liefert eine Darstellung von P(G, S) mittels einer Menge
von hermiteschen, positiv semidefiniten (| 7] x |T|)-Matrizen. Die An-
forderungen, dass es sich dabei um Momentenmatrizen handelt, dass
k eine Klassenfunktion ist und dass k., = 1 gilt, lassen sich in Form
von linearen Matrixgleichungen ausdriicken. Aufserdem lasst sich der
Vektor ¢ linear aus der Matrix My (k) extrahieren:

0 =ky = (Mr(K). V€S,

e,xr ’

Somit liefert Theorem 3.7. einen PSD-Lift der Grofse |T|. Insbesondere
folgt also:

XCPSD(P(G, S)) S |T|

Bisher wurden Charakterpolytope als konvexe Mengen in C® un-
tersucht. Fiir den Fall, dass man an reellen Polytopen interessiert ist,
lasst sich ein reelles Pendant fiir Charakterpolytope definieren. Dazu
partitioniert man die Gruppe G in drei Teilmengen G_;, Gy und Gy,
sodass (5 alle selbstinversen Elemente enthilt. Die {ibrigen Elemente
liegen als inverse Paare x, =1 vor. Fiir jedes Element z € G, liegt
das zugehorige inverse Element 7! in G_;. Diese Zerlegung ist nicht
eindeutig, da man fiir jedes der inversen Paare x, 2! frei entscheiden
kann, welches Element in G; und welches in G_; liegt. Ebenso lésst sich
die unter Inversenbildung abgeschlossene Teilmenge S partitionieren:

Si = Gl ﬂS, 1€ {—1,0, 1}
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Sei nun x der Charakter zu der irreduziblen Darstellung 7 € G. Dann
gilt fiir jedes x € G:

(™) =Tr(r(z")) =Tr (W(LL‘)T) =Tr(n(z)) = x(x).

Das bedeutet, wenn ¢ in P(G, S) liegt, so sind alle Eintréige zu Elemen-
ten aus Sy reell und die Eintrdge zu Elementen aus S_; und §; bilden
komplex konjugierte Paare. Daher ist die Linearitéit der folgenden Ab-
bildung sichergestellt:

Rs: C° — R 0 ((0)aesy, (Relly], Tm[ly])es,) -

Es ist hier zu bemerken, dass die Abbildung Rs auf P(G,S) von der
Partition von G abhéngt.Eine Verdnderung der Partition von G fiihrt
dazu, dass fiir einige = € G die Rollen von y(z) und x(z) vertauscht
werden. Dies bedeutet fiir die Abbildung Rs, dass Eintrdge der Form
Im[l,] mit umgekehrtem Vorzeichen vorliegen. Allerdings konnen die
Abbildungen Rs zu verschiedenen Partitionen linear ineinander {iber-
fiihrt werden. Man betrachte dazu blof eine Abbildung, die einen Vek-
tor auf sich selbst mit umgekehrten Vorzeichen in einigen Komponenten

abbildet. Eine solche Abbildung ist in der Tat linear.

Definition 3.8. (Reelles Charakterpolytop)
Seit G eine endliche Gruppe und S C G abgeschlossen unter Inversen-
bildung. Das reelle Charakterpolytop PR(G,S) ist gegeben durch

PHG,S) =Rs (P(G,S)).

Da die Abbildung Rs linear ist, lasst sie sich mit Hilfe einer Transfor-
mationsmatrix B darstellen. Zudem ist die Komposition der Abbildung
Rs mit einer affinen Abbildung ¢: v — Ayz + by, wieder affin, denn:

Rg(?/)(x)) = Rs(Awl’ + bw) = BAw$ + Bb¢
Weil PR(G,S) das Bild von P(G,S) unter R ist, liefert jeder semide-

finite Lift eines (komplexen) Charakterpolytops somit ebenfalls einen
semidefiniten Lift des zugehorigen reellen Charakterpolytops.
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4. LINEARE LIFTS

Die Untersuchung semidefiniter Lifts im vorherigen Kapitel liefert ei-
ne Methode zur Konstruktion von Lifts mit kleiner Grofe. In diesem
Kapitel wird jedoch keine Konstruktion guter linearer Lifts angegeben.
Ganz im Gegenteil wird sich fiir eine gewisse Klasse von Polytopen
(den sogenannten nachbarschaftlichen Polytopen) herausstellen, dass
jeder lineare Lift dieser Polytope eine bestimmte Mindestgrofe einhal-
ten muss. Ein Bezug zu Charakterpolytopen ist vorhanden, wird aber
erst spater ausgefithrt werden. Die Resultate dieses Kapitels stammen
aus [5].

Definition 4.1. (Linearer Lift)

Sei P C RY ein Polytop. Man sagt P hat einen linearen Lift, wenn
es ein Polytop Q C R® und eine affine Abbildung 1: R® — RY gibt,
sodass P = 1(Q) gilt. Der lineare Lift hat Gréfle k, falls in der Dar-
stellung von Q@ k Ungleichungen auftauchen. Das kleinste k sodass P
einen linearen Lift der Gréfie k hat, heif$t lineare Erweiterungskomple-
zitdt von P, bezeichnet mit xcrp(P).

Ubertriigt man Definition 3.1. vom semidefiniten Fall direkt auf den
linearen Fall, so ist ein affiner Unterraum L von R< zu finden, sodass
gilt: -

P=v (R;O N L) .
Weil P ein Polytop ist, ist es insbesondere beschréankt und somit ist
auch @) := R¢,NL ein Polytop. Die Anforderung, dass () in L enthalten
ist, lasst sich durch lineare Gleichungen ausdriicken. Daher wird Q
durch e Ungleichungen beschrieben. Somit ist die Definition der Grofe
linearer Lifts vertréaglich mit Definition 3.1.

Definition 4.2. (Schlupfdarstellung)
Sei P ={z € R*: Az < b} ein Polytop mit A € R™*¢ und b € R™.
(1) Fiir x € R nennt man b — Ax den zugehdrigen Schlupfvektor.
(2) Die Abbildung o: RY — R™ gegeben durch o(x) = b— Az heift
Schlupfabbildung.
(3) Das Polytop P := o(P) heifst Schlupfdarstellung von P.

Da o eine affine Abbildung ist, ist o(P) ein Polytop. Genauer gesagt
ist o(P) = conv{b — Av;: i € [n]}, wobei vy,...,v, die Ecken von P
sind. Zu bemerken ist auferdem, dass die Schlupfabbildung und somit
auch P von der Darstellung Az < b abhiingt. Allerdings liegt P immer
in RZ,, denn jede Ecke von P hat die Form o(v;) = b — Av; > 0.
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Definition 4.3. (Schlupferzeugende Menge)

Sei T = {t1,...,t.} C RZ, eine Menge nichtnegativer Vektoren und
P = {z € R?: Az < b} ein Polytop. T heifit schlupferzeugende Menge
von P, wenn es fir jedes x € P Koeffizienten Ay, ..., A\, > 0 gibt, mit:

=1

Aquivalent hierzu kann man sagen, dass 7T eine schlupferzeugende Men-
ge von P ist, falls P in der konischen Hiille von 7" enthalten ist.

Das néchste Ziel ist das Herstellen einer Verbindung zwischen schlup-
ferzeugenden Mengen und linearen Lifts. Hierfiir ist eine Folge einiger
aufeinander aufbauender Lemmata notig. Diese Folge wird mit einer
Variante des Lemmas von Farkas begonnen, die unter Anderem in [11]
zu finden ist.

Lemma 4.4.
Sei A eine reelle Matriz und b ein reeller Vektor, sodass das Unglei-
chungssystem Ax < b eine Losung xo hat. Dann gilt:

'z <6, fiir alle Losungen x von Az < b.

< FEs gibt y >0 mit y" A= c" und y"b < 4.

Beweis:
Zunichst sei y > 0 mit den Eigenschaften y? A = ¢fund y7b < §. Dann
gilt fiir jedes z, das Ax < b erfiillt:

A:cgb:>yTA:c§yTb:>ch§yTb§5.

Fiir die entgegengesetzte Folgerung sei ¢’z < 6 fiir alle Losungen von
Ax < b. Zwecks Widerspruch sei angenommen, dass es kein y > 0 gibt
mit y7 A = ¢ und y7b < §. Dies ist dquivalent dazu, dass das folgende
Gleichungssystem keine nichtnegative Losung hat:

o §) =@ o).

Mit dem Lemma von Farkas folgt nun die Existenz eines Vektor (27 )
mit den Eigenschaften:

(0 1) ()= (o) ma @ 9 (5) <o

Aus der ersten Eigenschaft folgt insbesondere p > 0. Zunéchst wird
der Fall u = 0 betrachtet. Damit folgt also:

Az>0und ¢’z < 0.
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Mit zy aus der Voraussetzung und fiir eine geniigend grofe reelle Zahl
a gilt:

A(rg — az) = Azg — aAz < b und
c(rg — az) = clwg — aclz > 6.

Das ist ein Widerspruch dazu, dass jede Losung von Ax < b auch
c'z < § erfiillt. Nun wird der Fall i > 0 behandelt. Dann folgt:

Az +pb>0und ¢’z + pd <0

<:>A<_—Z>§bundcT(_—Z>>5.
Il Il

Dies ist erneut ein Widerspruch. Es folgt somit die Behauptung.
O

Lemma 4.5.

Sei P = {x € R%: Az < b} ein Polytop mit dim(P) > 1. Gilt die
Ungleichung ¢’z < § fiir alle x € P, dann ist diese Ungleichung eine
nichtnegative Kombination der Zeilen von Ax < b.

Beweis:

Wegen dim(P) > 1 ist P # (). Insbesondere hat das Ungleichungssys-
tem Ax < b eine Losung. Somit folgt aus Lemma 4.4. die Existenz eines
y > 0, sodass yT A = ¢ und yTb < 6 gilt. Das Polytop P besteht nicht
nur aus einem Punkt, da seine Dimension > 1 ist. Daher gibt es einen
Index 7 mit:

min{A] z: z € P} < max{A] x: x € P} = ;.

Dabei bezeichnet A;, die i-te Zeile der Matrix A. Man definiere nun
b; := min{A],z: 2 € P}. Insbesondere gilt also fiir jedes = € P:

b, < Azj*:c = —Az*x < .

Nach der Wahl von b, gibt es auRerdem keine Zahl 0, sodass —Ag:*x <
—b < U, fiir alle z € P gilt.

Durch erneutes Anwenden von Lemma 4.4. gibt es nun ein 3’ > 0
mit y"A = —Al und b < —b). Man erhilt fir jedes z € P die
folgende Ungleichungskette:

— Al x=yTAx < yTb < -V,

Wie bereits wegen der Wahl von ¥ festgestellt, kann keine der Unglei-
chungen fiir alle z € P strikt sein. Somit folgt y'7'b = b. Anders gesagt
ist die Ungleichung —A7? x < —b/ eine nichtnegative Kombination der
Zeilen von Az < b. Durch hinzuaddieren der Ungleichung Ag:*x < b;
erhélt man:

Jk

0< b — b,
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Die rechte Seite ist nicht Null, denn:
b; = min{A],z: x € P} <max{A],z: v € P} = b;.

Somit kann man mit dem Faktor (§ — y70)/(b; — b}) > 0 skalieren und
anschlieRend die Ungleichung ¢’z = y? Az < y*b addieren. Man erhilt
schlieflich die Ungleichung ¢’z < § als nichtnegative Kombination der
Zeilen von Ax < b.

U

Lemma 4.6.

Sei P = {xr € R%: Az < b} ein Polytop mit dim(P) > 1. Wenn
P f Facetten hat, dann hat P (mit der Darstellung Ax < b) eine
schlupferzeugende Menge der Grifie f.

Beweis:

Sei m die Anzahl der Ungleichungen in Ax < b und r die Anzahl
der nicht redundanten Ungleichungen. Ohne Verlust der Allgemeinheit
seien die ersten r Zeilen nicht redundant. Damit gilt:

P ={z € R%: Ay.x < by},

wobei Apj.x < by die ersten r Zeilen von Ax < b sind. Ferner er-
fiillt jedes x € P die m — r letzten Ungleichungen. Nach Lemma 4.5.
ist somit jede dieser Ungleichungen eine nichtnegative Linearkombi-
nation der ersten r Ungleichungen. Formal ausgedriickt existieren fiir
ie{r+1,...,m}und k € [r] Koeffizienten t;; € R, sodass fiir die
i-te Ungleichung A, ,x < b gilt:

(4) A@* = Z Ak,*tk,i und bz = Z bktk,i-
k=1 k=1
Setzt man fiir 7 € [r]:

.1 fallsi=k
"0, falls k € [r]\ {i}

so ist (4) fiir alle ¢ € [m] erfiillt. Man kann die Koeffizienten somit zu
Vektoren 14, ...,t. € RY, zusammenfassen. Es ist nun zu zeigen, dass
jeder Schlupfvektor b — Az € P als nichtnegative Linearkombination
der Vektoren ty,...,t, dargestellt werden kann. Man betrachte dazu
fiir x € P die Kombination

T

Z(bk — Aky*l')tk.

k=1
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Fiir die i-te Komponente dieser Kombination gilt:

Z(bk — Ap )t = Z bitr,; — (Z Ak,*tk,i> x & b — A
k=1 k=1

k=1

Falls es Ungleichungen in Ax < b gibt, die fiir alle x € P mit Gleich-
heit erfiillt sind, so sind die zugehdrigen Koeffizienten by, — Ay .z stets
Null. In dem Fall kénnen die zugehorigen Vektoren ¢, ignoriert werden,
da sie in keiner Linearkombination auftauchen. Ubrig bleibt also eine
schlupferzeugende Menge, die fiir jede nicht redundante Ungleichung,
die nicht immer mit Gleichheit erfiillt ist, einen Vektor enthélt. Somit

enthélt sie genau f Elemente.
OJ

Lemma 4.7.
Sei P = {x € R: Ax < b} ein Polytop. Es gilt:

P = aff(P) NRY,.

Beweis: }
Per Definition haben alle Elemente in P die Form b — Az mit Az <b.
Demnach ist jeder Vektor aus P nichtnegativ. Auferdem ist aff(P) der
kleinste affine Raum, der P enthélt. Somit ist P C aff(P) N RY,. Fiir
die umgekehrte Inklusion betrachte man den Vektorraum
Im(—A) = {—Az: z € R}
Entsprechend ist Im(—A) + b als verschobener Vektorraum ein affiner
Raum. Ferner erfiillt dieser die folgenden Gleichheiten:
(Im(—A) +b)NREy = {b— Az: v € RY b — Az > 0}
— {o(z): z € P} = P.

Also ist Im(—A) + b ein affiner Raum, der P enthilt. Da aff(P) der
kleinste affine Raum ist, der P enthilt, gilt somit die Inklusion
aff(P) C Im(—A) + b. Es folgt:

aff(P) NRZ, C (Im(—A) + b)) NRY, = P.
Insgesamt folgt somit die Mengengleichheit.

Theorem 4.8.

Sei P = {x € RY: Az < b} ein Polytop mit dim(P) > 1. Die minimale
Grofie einer schlupferzeugenden Menge in Abhdngigkeit einer beliebigen
Darstellung von P betrdigt xcpp(P).
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Beweis:
Zunéchst ist zu zeigen, dass jede schlupferzeugende Menge der Grofe
r einen linearen Lift der Grofe r liefert. Sei dazu T'= {t4,...,t,} eine

schlupferzeugende Menge,

Q = {)\ A€ RTEO’ Z)\Ztl S aff(]—:’)}

i=1
und ¢: R" — R™ gegeben durch
P A Y At
i=1

Dann folgt:

V(Q) = {Z Aitii ANERL,, Y Aiti € aff(ﬁ)}
=1 1=1

= aff(P) N cone{ty, ..., t}.

Bedenkt man, dass t,...,t,. nichtnegative Vektoren sind, so ist klar,
dass cone{ty,...,t.} eine Teilmenge von RZ, ist. Es folgt, also:

P(Q) = aff(P) N RYy Ncone{ty, ... t}

Femme 47 B cone{ty,...,t,} = P.
Die letzte Gleichung folgt, weil T" eine schlupferzeugende Menge ist und
P somit in der konischen Hiille von T" enthalten ist. Das heifst also, dass
() zusammen mit v einen linearen Lift liefert. Durch die Ungleichungen
A > 0 hat dieser lineare Lift eine Grofse von mindestens r. Es bleibt zu

zeigen , dass die Nebenbedingung Y, A;t; € aff(P) durch Gleichun-
gen beschrieben werden kann. Hierzu sei V' C R™ ein Vektorraum und
v € R™, sodass aff(P) = V 4+ v. {wy,...,wx} sei eine Orthonormal-
basis von V. Nach dem Basisergénzungssatz lasst sich diese zu einer
Orthonormalbasis {wy, ..., w,,} von R™ erweitern. Anders ausgedriickt
gilt:

V +v = (spanf{wgsr, ..., wm})" +0
={reR™ wizr=0,Vi=k+1,..., m}+v
Iy eR™ wly=wlv, Vi=k+1,...,m}.

Somit lésst sich die Nebenbedingung umformulieren zu:

Z)\jwith:wiTv, Vi=k+1,...,m.
j=1

Der lineare Lift hat also tatsachlich Groe 7.
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Nun ist zu zeigen, dass jeder lineare Lift der Grofse r auch eine schlupf-
erzeugende Menge der Grofse r liefert. Dazu sei der Lift durch @) C R®
und die Abbildung ¢/ gegeben. Dann ist o(¢(Q)) = o(P) = P. Da o
und ¢’ affine Abbildungen sind, gibt es Matrizen A,, Ay und Vektoren
by, by, sodass:

o(x) = Asx + by, V'(x) = Apx + by
= cot)(x) = A, Ay + Ayby + b,.

Somit ist 0 o)’ ebenfalls eine affine Abbildung. Es folgt, dass @ einen
linearen Lift von P zusammen mit der Abbildung ¢ := o o )’ liefert.
Wegen der Affinitdt von ¢ gibt es eine Matrix C' € R™*¢ und g € R™
mit

U(y) =g—Cy.
Da )(Q) = P C RZ,, gilt g — Cy > 0 fiir jedes y aus . Folglich ist
die Ungleichung Cy < ¢ fiir alle y € Q erfiillt. Das heift @ hat eine
Darstellung der folgenden Form:

o-frex (9= ()}

Diese Darstellung von ) kann erneut verwendet werden um die Schlupf-
darstellung von () zu betrachten. Hierzu sei 7 die zugehorige Schlupfab-
bildung. Ist p die Abbildung, die einen Vektor auf seine ersten m Ko-
ordinaten abbildet, so ist ¢y = po 7, denn:

(5) pOﬂw:p(<§>—(g>é>=g—0y=¢@)

Da () nach Voraussetzung einen linearen Lift der Grofe r liefert, enthalt
die Darstellung von ) genau r Ungleichungen. Da sich die Behauptung
auf Lifts minimaler Grofe bezieht, kann man davon ausgehen, dass
keine tiberfliissigen Ungleichungen in der Darstellung von @) vorliegen.
Das heifst, dass ) genau r Facetten hat. Nach Lemma 4.6. hat @) ei-
ne schlupferzeugende Menge {t1,...t,}. Das Ziel ist es nun zu zeigen,
dass {p(t1),...,p(t.)} eine schlupferzeugende Menge von P ist. Da-
zu sei x € P und der entsprechende Schlupfvektor o(x) € P. Wegen
¥(Q) = P gibt es ein y € Q mit ¥(y) = o(x). Weil {t,...,t,} ei-
ne schlupferzeugende Menge von Q ist, lisst sich jedes Element aus Q
(wie zum Beispiel 7(y)) als nichtnegative Kombination der ¢; darstellen.
Also gibt es nichtnegative Koeffizienten Aq, ..., \, mit:

T(y) = Z Al
k=1

Es ist offensichtlich dass p linear ist. Zusammen mit (5) ergibt sich:

o(x) =9(y)=pot(y)=p (Z )\ktk) = Z Aep(te)-
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Zuletzt bleibt zu bemerken, dass t1, ..., t, als Elemente einer schlupfer-
zeugenden Menge nichtnegativ sind. Folglich sind auch p(t;), ..., p(t,)
nichtnegativ. Insgesamt bilden diese also eine schlupferzeugende Menge
von P der Grofe r.

OJ

Im Beweis von Theorem 4.8. taucht nirgends die Darstellung Ax < b
von P auf. Insbesondere bedeutet dies, dass die minimale Grofse einer
schlupferzeugenden Menge beziiglich jeder beliebigen Darstellung von
P mit xcpp(P) iibereinstimmt.

Gemaf dieses Resultats geniigt es schlupferzeugende Mengen zu un-
tersuchen, um Aussagen iiber die lineare Erweiterungskomplexitét tref-
fen zu konnen. Solche schlupferzeugende Mengen lassen sich wiederum
mittels sogenannter Schlupfmatrizen charakterisieren.

Definition 4.9. (Schlupfmatrix)
Sei P = {x € R?: Ax < b} ein Polytop mit A € R™*4 b € R™. Seien

vy, ...,0, die Ecken von P. Die Schlupfmatriz von P ist eine Matrix
S € RIS™. Fiir j € [n] ist ihre j-te Spalte S, ; definiert durch:
S*,j =b— A’Uj.

Wie bereits nach Definition 4.2. angemerkt, haben die Ecken von P die
Form b— Av;. Das heiftt also, dass P die konvexe Hiille der Spalten von
S ist.

Lemma 4.10.

Sei P = {x € R%: Az < b} ein Polytop und S die zugehirige schlup-
ferzeugende Matriz. Es gilt:

S=TU mitT € RI;", U € RYY"
<= Die Spalten von T" sind eine schlupferzeugende Menge von P.

Beweis:
Zunéchst sei S = TU. Dann gilt fiir i € [m], j € [n]:

T
Sij = TislUk,.
k=1
Betrachtet man Spalten anstelle einzelner Eintrége, so folgt:

.
Sij = E T, iUy
k=1

Wie zuvor bemerkt ist P die konvexe Hiille der Spalten von S. Also gibt
es fiir jedes x € P nichtnegative Koeffizienten Ay, ..., A\, mit Zj Aj=1
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und:

T

2= NSi=> NY TiU=)_ (Z AjUk,j> Ty
=1 =1 k=1 g=1

k=1

Wegen Uy ;,A; > 0 kann also jedes = € P als nichtnegative Linear-
kombination der Spalten von T" dargestellt werden. Da die Spalten von
T ebenfalls nichtnegativ sind, bilden diese also eine schlupferzeugende
Menge von P.

Umgekehrt seien die Spalten von 7" nun eine schlupferzeugende Men-
ge von P. Die Spalten von S haben die Form b — Av; € P mit v; € P.
Insbesondere lassen sich die Spalten von S als nichtnegative Linearkom-
bination der Spalten von T" ausdriicken. Es gibt also p 5, ..., ptr; > 0,
sodass:

T
Sij = E T k-
k=1

Definiert man die Matrix U durch Uy ; := pg; > 0, so folgt:

T
Sej = E T, U,
k=1

beziehungsweise anders ausgedriickt: S = TU, wobei T, U nichtnegati-
ve Matrizen sind.

g

Lemma 4.10. liefert nun eine weitere Moglichkeit zur Untersuchung der
linearen Erweiterungskomplexitdat. Dazu ist ein moglichst kleines r zu
finden, sodass sich die Schlupfmatrix in das Produkt zweier nichtnega-
tiver Matrizen 7' € RZ;" und U € RL}" zerlegen ldsst. Das kleinstmog-
liche r nennt man auch den nichtnegativen Rang von S. Diesen exakt
zu bestimmen ist jedoch schwierig. Bereits die Frage ob der nichtne-
gative Rang dem iiblichen Rang entspricht ist NP-schwer (siche [12]).
Daher wird nun nach einer Technik gesucht, die den nichtnegativen
Rang nach unten abschétzt.

Definition 4.11. (Rechteckiiberdeckung)
Sei M € RLG™ eine Matriz.

(1) Der Support von M ist die Menge der Indizes, deren zugehdoriger
Fintrag nicht Null ist.

supp(M) := {(4,j) € [n] x [m]: M;; > 0}.

(2) Eine Menge der Form I x J mit I C [n] und J C [m] heifit
Rechteck, falls I x J C supp(M).
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(3) Eine Rechteckiiberdeckung von M st eine Menge von Rechte-
cken {Ry,..., Ry}, sodass:

k
U R; = supp(M).
i=1
(4) Die minimale Kardinalitit einer Rechteckiiberdeckung von M
wird mit re(M) bezeichnet.

Zu der Definition ist zu bemerken, dass jedes Rechteck in einer Recht-
eckiiberdeckung in dem Support von M enthalten sein muss. Auferdem
sollte man sich vor Augen halten, dass ein Rechteck nicht immer im
intuitiven Sinne wie ein Rechteck aussieht, da I und J nicht zwingend
aus aufeinanderfolgenden Zahlen bestehen miissen. Erst wenn man alle
Zeilen die nicht durch I indiziert und alle Spalten die nicht durch J
indiziert werden ignoriert, erhdlt man ein Rechteck wie man es sich
intuitiv vorstellt.

Theorem 4.12.
Sei P = {x € RY: Az < b} ein Polytop mit dim(P) > 1 und S € R™*"
die zugehdrige Schlupfmatrix. Es gilt:

I'C(S) S XCLP(P).

Beweis:
Nach Theorem 4.8. gibt es eine schlupferzeugende Menge von P mit
Kardinalitét xcpp(P). Weiter folgt mit Lemma 4.10., dass es Matrizen
T e RT" und U € RIY" gibt, mit » = xcpp(P) und S = TU. Zu
zeigen ist, dass S eine Rechteckiiberdeckung mit r Rechtecken hat.
Hierzu beobachtet man, dass fiir alle i € [m], j € [n] gilt:

Sii = TiklUrj =Y (TokUrs),; -

k=1 k=1

Es folgt also S = ), T\ xUk. Weil T und U nichtnegative Matrizen
sind, bildet der Support der Matrix T} ;U . ein Rechteck. Genau ge-
nommen ist:

supp(Le xUs«) = {(2,7): Tik, Urj > 0} = supp(Ti i) X supp(Ug ).

Unter erneuter Beachtung der Tatsache, dass 7" und U nichtnegative
Matrizen sind, folgt:
supp(S) = | supp(ThsUs.)-
k=1
Dies liefert eine Rechteckiiberdeckung mit r Rechtecken. Somit ist
re(S) <r =xcpp(P).
0
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Theorem 4.12. liefert eine Abschiatzung der linearen Erweiterungskom-
plexitit, sofern man die Zahl rc(S) oder eine untere Schranke an rc(.S)
kennt. Die Relevanz von Rechteckiiberdeckungen an dieser Stelle recht-
fertigt das folgende Lemma.

Lemma 4.13.

Sei M = R™™ eine Matriz. Das Hinzufiigen einer Spalte (oder Zeile),
deren Support die Vereinigung der Supports bereits bestehender Spalten
(oder Zeilen) ist, verdndert rc(M) nicht.

Beweis:
Sei x € R" und M, ;,,..., M, ; € R™ Spalten von M, sodass:

k
supp(z) = ) supp(M, ,).
=1

Es ist klar, dass jede Rechteckiiberdeckung der Matrix (M ZL‘) min-
destens rc(M) Rechtecke bendtigt, da bereits die Teilmatrix M diese
Anzahl an Rechtecken fiir eine Uberdeckung benétigt. Es bleibt also
zu zeigen, dass es eine Rechteckiiberdeckung von (M a:) mit genau
rc(M) Rechtecken gibt. Hierzu sei { Ry, ..., Rwc(ar) } eine Rechteckiiber-
deckung von M. Fir ¢ € [rc(M)] betrachte man R; = I; x J; und
setze:

(3

I; x J;, anderenfalls.

Nach wie vor wird so die Teilmatrix M tiberdeckt. Da der Support der
letzten Spalte x die Vereinigung der Supports der Spalten mit den Indi-
zes ji, . . ., Jx ist, wird diese ebenfalls durch die Rechtecke R}, . . ., R;C( M)

iiberdeckt. Dies folgt aus der Konstruktion von Rj. Somit hat (M z)
ebenfalls eine Rechteckiiberdeckung der Grofe rc(M). Der Beweis lésst

sich analog durchfithren, wenn man x als Zeilenvektor zu M hinzufiigt.
g

Definition 4.14. (Nichtinzidenzmatrix)

Sei P ein Polytop und M € {0,1}7*9, wobei F und G Mengen von
Seiten von P sind. Dabei seien alle Facetten von P in F und alle
Ecken von P in G enthalten. Dann heifit M Nichtinzidenzmatriz von

P, falls fir alle f € F und g € G gilt:

0, fallsgC f.
Myg =
1, anderenfalls.
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Nach Theorem 4.12. liefern die Schlupfmatrizen von P (beziiglich ver-
schiedener Darstellungen) iiber ihre minimale Rechteckiiberdeckung ei-
ne untere Schranke an xcpp(P). Fiir eine Rechteckiiberdeckung ist je-
doch nur relevant, welche Eintrége nicht Null sind und nicht wie genau
die Eintrdge aussehen. Zur Vereinfachung kann man also alle Nicht-
nulleintrage von Schlupfmatrizen zu Eins setzen ohne etwas an den
Rechteckiiberdeckungen zu éndern.

Das néchste Lemma zeigt, dass zur Betrachtung von Rechteckiiber-
deckungen Nichtinzidenzmatrizen und Schlupfmatrizen dquivalent zu-
einander sind.

Lemma 4.15.
Sei P = {x € R%: Az < b} ein Polytop mit dim(P) > 1. Setzt
man alle Nichtnulleintrige der Schlupfmatrizen von P zu Eins, so gilt
bis auf Hinzufiigen und Entfernen von Zeilen und Spalten wie in
Lemma 4.13.:

{S: S ist Schlupfmatrix von P}
= {M: M ist Nichtinzidenzmatrix von P}.

Beweis:

Zunéchst betrachte man eine Schlupfmatrix S und eine Nichtinzidenz-
matrix M und nehme an, dass deren Zeilen jeweils von den Facetten
und deren Spalten jeweils von den Ecken von P indiziert werden. Im
Falle der Schlupfmatrix bedeutet dies, dass jede Zeile der zugehorige
Darstellung Ax < b eine Facette induziert. Dann wird schnell klar,
dass S und M iibereinstimmen, denn fiir jede Facette f, die durch die
Ungleichung A; .z < b; beschrieben wird und fiir jede Ecke v gilt:

Sgp=1 b —A;,,v>0
—=vé¢f <= My, =1

Im Weiteren soll nun gezeigt werden, dass die Annahme, dass Zeilen
durch Facetten und Spalten durch Ecken indiziert werden, stets oh-
ne Beschriankung der Allgemeinheit getroffen werden kann. Es werden
daher die folgenden Fille betrachtet.

a) S enthélt eine Zeile, sodass die zugehorige Zeile in der Darstel-
lung Az < b keine Facette induziert.

b) M enthélt eine Zeile, die durch eine Seite indiziert wird, die
keine Facette ist.

c) M enthélt eine Spalte, die durch eine Seite indiziert wird, die
keine Ecke ist.

Hierbei ist zu bemerken, dass die Spalten von Schlupfmatrizen immer
nach Definition durch Ecken indiziert werden.
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Zuniichst betrachte man den Fall a). Sei ¢!z < § eine Zeile der Dar-
stellung Az < b, die keine Facette von P induziert. Das heifit, dass
alle Facetten und somit P selbst durch andere Zeilen beschrieben wer-
den. Somit ist die Ungleichung ¢’z < § fiir alle z € P erfiillt. Nach
Lemma 4.5. ist die Zeile ¢’z < § dann eine nichtnegative Linearkom-
bination der iibrigen Zeilen. Entsprechend ist der Schlupf § — ¢’z eine
nichtnegative Linearkombination des Schlupfs der iibrigen Zeilen. Der
Einfachheit halber seien die ersten k Zeilen von Ax < b die, deren Ko-
effizienten in der Linearkombination nicht null sind. Bedenkt man, dass
jeder Schlupf nichtnegativ ist und auch die Kombination der Zeilen nur
nichtnegative Koeffizienten benutzt, folgt fiir jede Ecke v von P, dass
§—cTv > 0 genau dann gilt, wenn es ein i € [k] gibt, mit b; — A; ,v > 0.
Daher ist der Support der Zeile § — ¢Tv die Vereinigung der Supports
von b; — A, ,v. Geméf Lemma 4.13. kann die Zeile § — c'v also entfernt
werden.

Betrachte als néchstes Fall b). Sei My, eine Zeile, die durch die
Seite f indiziert wird, wobei f keine Facette ist. Dann gibt es Facetten
fi,---, fr von P, mit der Eigenschaft:

k
f= m fi.
i=1
Es gilt nun:
Myg=1l=g¢f
< 3Jiclkl:g€ fi
= Jielk]: My ,=1.
Es folgt also, dass der Support der Zeile My, die Vereinigung der Sup-
ports der Zeilen My, , ist. Erneut kann die Zeile My, geméf Lemma
4.13. ignoriert werden.

Fall c¢) lasst sich &hnlich wie Fall b) behandeln. Sei M, , eine Spal-
te, die durch die Seite ¢ indiziert wird, wobei g keine Ecke ist. Seien
g1, - - -, gr alle Ecken, die in g enthalten sind. Dann folgt:

Mpg=1<=g¢f
—3Jiclkl:a¢f
< 3Jielk]: My, = 1.
Wieder ist der Support der Spalte M, 4 die Vereinigung der Supports
der Spalten M, , und kann geméaf Lemma 4.13. ignoriert werden. Es

folgt die Behauptung.
O

Der Beweis von Lemma 4.15. liefert nicht nur die Aussage, dass Schlupf-
matrizen und Nichtinzidenzmatrizen bei der Ermittlung minimaler
Rechteckiiberdeckungen aquivalent sind. Er zeigt sogar, dass man sich
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stets auf Schlupfmatrizen und Nichtinzidenzmatrizen beschranken kann,
deren Zeilen durch Facetten und deren Spalten durch Ecken indiziert
werden. Die Seitenstruktur des Polytops P und somit insbesondere sei-
ne Facetten und Ecken sind unabhéngig von der Darstellung Ax < b.
Zusammen mit der Aussage von Lemma 4.15. bedeutet das also, dass
die Kardinalitét einer minimalen Rechteckiiberdeckung fiir alle Schlupf-
matrizen und Nichtinzidenzmatrizen von P iibereinstimmt. Aus diesem
Grund kann die minimale Rechteckiiberdeckung auch treffender mit
repp(P) anstelle von repp(S) bezeichnet werden.

Im Weiteren wird das Problem der Rechteckiiberdeckung speziell
fiir nachbarschaftliche Polytope untersucht, um deren lineare Erwei-
terungskomplexitat abschitzen zu konnen.

Definition 4.16. (Nachbarschaftlichkeit)

Sei P C R? ein Polytop und V die Menge der Ecken von P. Fiir
k € [d] heifst P k-nachbarschaftlich, falls fir jede Teilmenge U C V
mit |U| = k gilt, dass conv(U) eine Seite von P ist.

P heifst nachbarschaftlich, falls P ng -nachbarschaftlich ist.

Theorem 4.17.
Sei P C R? ein nachbarschaftliches Polytop. Weiter sei V. die Menge
der Ecken von P mit n = |V|. Dann gilt:

cen(P) = O (min{n, (le) +1) (5] +2) }) |

2

Beweis:

Um die folgenden Argumentationen etwas iibersichtlicher zu gestalten,
sei k = |d/2]|. Aus der Nachbarschaftlichkeit von P folgt, dass jede
k-elementige Teilmenge von V' eine Seite induziert. Sei F die Menge
dieser Seiten. Man betrachte nun eine Nichtinzidenzmatrix von P, die
fiir jede Facette und fiir jede Seite aus F je eine Zeile hat. Die Spalten
seien mit den Ecken von P indiziert. Des Weiteren sei M die Teil-
matrix, die man erhélt, wenn man sich auf die Zeilen zu Seiten aus
F beschrankt. Da jede Rechteckiiberdeckung der Nichtinzidenzmatrix
auch eine Rechteckiiberdeckung von M liefert, ist rc(M) nach Lemma
4.15. und 4.13. eine untere Schranke an rc(P) und somit nach Theorem
4.12. auch an xcpp(M). Es geniigt also zu zeigen, dass jede Rechteck-
iiberdeckung von M entsprechend viele Rechtecke bendtigt.

Sei R = I x J ein inklusionsmaximales Rechteck von M, also J C V.
Wegen der Maximalitat von R gehoren alle solche Seiten aus F zu I, die
nur Ecken aus V' \ J enthalten. Wie man sieht, geniigt es die Spalten-
indizes J anzugeben, um ein inklusionsmaximales Rechteck eindeutig
zu definieren. Da man an dieser Stelle an minimalen Rechteckiiber-
deckungen interessiert ist, kann man im Weiteren ohne Verlust der
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Allgemeinheit annehmen, dass Rechtecke inklusionsmaximal sind. So-
mit ist eine Rechteckiiberdeckung von M gegeben durch eine Menge
J={J,...,Ji} €2V, sodass gilt:

6) VFeF, veV\V(F) Itet]:ve Jyund V(F)CV\ J.

Dabei bezeichnet V(F') die Menge der Ecken von F'. Die Eigenschaft
(6) besagt, dass jeder Eintrag Mp,, der Eins ist, durch ein Rechteck J,
iiberdeckt ist. Man betrachte nun eine minimale Rechteckiiberdeckung,
gegeben durch J = {Jy,..., J;}. Sei v € V und

Jw) :={Je:v e Jy, L€ [t]}.

Betrachte zunéchst den Fall, dass {v} € J(v) ist. Das heifst, es gibt ein
Rechteck, das alle Einseintrage in der Spalte zu v, aber keine weiteren
Einseintrage von M iiberdeckt. Entsprechend kann der Spaltenindex
v aus allen weiteren Rechtecken entfernt werden, ohne die Eigenschaft
einer Rechteckiiberdeckung zu verletzen. Es folgt dann {{v}} = J(v).
Alle v, die diese Eigenschaft haben, werden nun zusammengefasst:

X ={veV:{v}eJ}und s:=|X]|.

Es geniigt nun die Anzahl der Rechtecke abzuschétzen, die die Spalten
zu Ecken aus V' \ X iiberdecken. Alle weiteren Spalten werden durch
s Rechtecke tiberdeckt. Ist V' '\ X leer, so ist V' = X und die zugeho-
rige Rechteckiiberdeckung von M hat ein Rechteck fiir jede Spalte. In
diesem Fall ist rc(M) = n. Da diese Uberdeckung stets moglich ist, ist
rc(M) < n eine triviale Schranke.

Ist dagegen V' \ X nicht leer, so findet man v € V' \ X. Da v nicht
in X enthalten ist, ist die Menge {v} nicht in J enthalten. Daher be-
stehen alle Mengen aus J(v) aus mindestens zwei Elementen (v und
eine weitere Ecke). Insbesondere sind alle Mengen aus J(v) in V' '\ X
enthalten. Es folgt [V \ X| > k + 1, denn sonst liefle sich eine Seite
F € F konstruieren, indem man die Ecken aus V'\ (X U {v}) zusammen
mit weiteren beliebigen Ecken # v wéhlt, bis & Ecken ausgewéhlt wur-
den. Jedes J, das dann v enthilt, liegt in J(v) und enthélt damit auch
eine Ecke von F. Dies widerspricht (6). Da nun also |V \ X| > k + 1
gilt, findet man verschiedene Ecken vy, ... ,vp41 € V' \ X.

Ignoriert man in J nun alle Mengen der Form {v}, so gilt fiir je-
des ¢ € [k + 1], dass es mindestens k + 2 — ¢ Mengen in J gibt, die
vy enthalten, aber keine der Ecken vy, ..., v, 1. Anderenfalls gibe es
héchstens k+ 1 — ¢ solcher Mengen, aus denen man je ein Element # v,
wéhlen kann. Zusammen mit den Elementen vy, ..., v,_; (und evtl. wei-
teren Ecken, bis man k Ecken gewéhlt hat) definieren diese eine Seite
F € F. Da jedes J € J, das v, enthélt, auch eine Ecke von F' enthélt,
widerspréche dies (6). Insgesamt erhélt man also die folgende untere
Schranke an die Anzahl der Mengen in 7 und somit auch an die Anzahl
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der Rechtecke in einer minimalen Rechteckiiberdeckung:
k+1 k+1

. b+ 1)(k+2) _ (k+1)(k+2
s+Zk+2—z:3+Zj:S+( )2< )5 | )2( )
(=1 j=1

Dabei zdhlt der Summand s die Mengen der Form {v} und das ¢-te
Summenglied die Mengen, die v, enthalten, vy, ..., v,_1 aber nicht. Be-
achtet man wie bereits im Fall V' '\ X = () geschildert, dass rc(M) <n
stets gilt, folgt die Behauptung.

0

Betrachtet man speziell nachbarschaftliche Polytope, die n = ©(d?)
erfiillen, dann liefert Theorem 4.17. eine untere Schranke von (n) an
die lineare Erweiterungskomplexitat.
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5. BETRACHTUNG DER ZYKLISCHEN GRUPPE Z/NZ

Kapitel 3 liefert in dem Sinne theoretische Resultate, als dass die Grup-
pe G und die Teilmenge S allgemein gehalten wurden. Nun ist es an
der Zeit diese Theorie anzuwenden, indem spezifische Wahlen getroffen
werden. Zunéchst wird der Fall betrachtet, dass G eine zyklische Grup-
pe ist, also G = Z/NZ mit einem N > 3. Siehe hierzu auch [4]. Diese
Gruppe ist abelsch, weshalb jedes Gruppenelement eine eigene Konju-
gationsklasse bildet. Um das Charakterpolytop aufstellen zu kénnen,
ist festzustellen, wie die Charaktere der Gruppe aussehen. Diese sind
wohl bekannt und gegeben durch:

Xo(T) = "N, fiira € {0,...,N —1}.
Die Herausforderung besteht nun darin, einen méglichst kleinen Fourier-
Support zu finden. Dazu sei zunéchst in Erinnerung gerufen, dass Theo-
rem 3.7. eine unter Inversenbildung abgeschlossene Menge S fordert.
Dies ermoglicht es den Cayley-Graph Cay(GS) zu betrachten.

Definition 5.1. (Cayley-Graph)

Sei G eine Gruppe und S C G unter Inversenbildung abgeschlossen.
Der Cayley-Graph Cay(G,S) ist ein ungerichteter Graph mit Knoten-
menge G, in dem zwei Gruppenelemente x,y genau dann adjazent sind,
wenn z7ly € S ist.

Um einen Fourier-Support 7 zu finden ist noch eine weitere graphen-
theoretische Definition, sowie ein darauf aufbauendes Theorem notig.

Definition 5.2. (chordale Uberdeckung)
Sei H = (V, E) ein ungerichteter Graph.
(1) Fine Kante {v;,v;} € E heifit Sehne eines Kreises
C = v1,v2,...,0,,v1 wenn die Knoten v; und v; in C nicht
aufeinander folgen.
(2) H heifit chordal, wenn jeder Kreis der Linge > 4 in H eine
Sehne hat.
(3) Ist H ein chordaler Obergraph eines Graphen H' = (V, E'), also
E' C E, so heift H chordale Uberdeckung von H'.

Chordale Graphen kann man sich als triangulierte Graphen vorstellen.
Ist ein Kreis in einem chordalen Graphen kein Dreieck, so hat er eine
Sehne. Durch diese Sehne wird der Kreis in zwei kleinere Kreise zerlegt,
die wiederum entweder Dreiecke sind oder Sehnen haben. Dies fiihrt
dazu, dass jeder Kreis in einem chordalen Graphen in Dreiecke zerlegt
ist. Fiir das folgende Theorem wird auf [7] verwiesen.

Theorem 5.3. (Matrixvervollstiandigung)

Sei H = (V, E) ein chordaler Graph und Y € (CU {x})"*V eine Ma-
triz. Ferner seien nur solche Eintrige Y, ., gegeben, fir die v = w oder
v,w e E gilt. Die unbekannten Fintrage werden mit x gekennzeichnet.
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Dann ldsst sich Y genau dann zu einer positiv semidefiniten Matrix
vervollstindigen, wenn fiir jede inklusionsmazimale Clique C von H
die Matriz Y|C,C] positiv semidefinit ist. Dabei ist Y'|C,C] die Haupt-
untermatriz von 'Y , die man durch Betrachtung aller Zeilen und Spalten
erhdlt, die durch Knoten aus C indiziert werden.

Um Theorem 5.3. beweisen zu konnen, werden noch 2 Lemmata be-
notigt. Die erste Aussage gilt fiir alle Graphen, die keinen minimalen
Kreis der Léange 4 enthalten. Insbesondere gilt diese Aussage also auch
fiir chordale Graphen, da alle Kreise der Lange mindestens 4 in chor-
dalen Graphen per Definition nicht minimal sind. In [7] wird sogar die
Aquivalenz bewiesen, wohingegen hier eine Implikation ausreichend ist.

Lemma 5.4. Sei H = (V, E) ein Graph, der keinen minimalen Kreis
der Linge 4 enthdlt und seien u,v € V mit {u,v} ¢ E. Dann hat
der Graph H+ {u,v} = (V, EU{u,v}) genau eine inklusionsmazimale
Clique, die u und v enthdlt.

Beweis:

Seien C,C’" verschiedene Cliquen in H + {u,v}, die beide sowohl u
als auch v enthalten. Zu zeigen ist, dass C U C' ebenfalls eine Cli-
que ist. Dann folgt, dass C,C’ nicht inklusionsmaximal sind und die
Behauptung folgt als Kontraposition. Man wéhle nun z € C,2 € C’
und zeige, dass die Kante {z, 2’} in H 4+ {u, v} enthalten ist. Der Fall
{z, 2"} N{u,v}| > 1ist trivial, denn dann liegen z, z’ beide in C oder
beide in C'. Insbesondere enthélt H+{u, v} die Kante {z, 2'}. Also kann
man nun annehmen, dass z, 2’ beide verschieden zu u, v sind. Somit ist
z,u,2' v,z ein Kreis in H + {u,v} der Lénge 4. Da dieser Kreis die
Kante {u, v} nicht benutzt, ist dies auch ein Kreis in H. Nach Voraus-
setzung hat H keinen minimalen Kreis der Lange 4. Daher muss {u, v}
oder {z, 2’} eine Kante in H sein. Da u, v so gewéhlt sind, dass sie in H
nicht adjazent sind, folgt {z, 2’} € E. Es folgt also weiter, dass C U ('
eine Clique ist.

g

Lemma 5.5. Sei H = (V, E) ein chordaler Graph, der nicht vollstindig
ist. Dann gibt es u,v € V- mit {u,v} ¢ E, sodass H + {u,v} ebenfalls
chordal ist.

Beweis:

Da H nicht vollstandig ist, gibt es zwei Knoten u/,v' € V, die nicht
adjazent sind. Daher gilt dist(«’,v") > 2. Auf einem kiirzesten Weg von
u’ nach v’ findet man dann zwei Knoten v und v mit dist(u,v) = 2.
Der Knoten auf diesem kiirzesten Weg, der zwischen v und v liegt, wird
nun mit w bezeichnet. Sei C' ein minimaler Kreis in H + {u,v}. Es ist
zu zeigen, dass die Liange von C' dann nicht > 4 ist. Hierzu wird eine
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Fallunterscheidung vorgenommen.

1. Fall: w ¢ C oder v ¢ C.

Dann kommt die Kante {u,v} nicht in C' vor. Somit ist C' auch ein
minimaler Kreis in H. Wegen der Chordalitdt von H hat C dann eine
Lange kleiner als 4.

2. Fall: u,v € C' und w € C.

Der minimale Kreis, der u,v und w enthélt ist C' = v, w, u,v. Dieser
hat Lénge 3, also kleiner als 4.

3. Fall: u,v € C und w ¢ C.

Falls der Kreis C' die Kante {u, v} nicht enthélt, so ldsst sich C' durch
Verwendung der Kante {u,v} abkiirzen. Da C als minimal angenom-
men wurde, kann man also davon ausgehen, dass die Kante {u,v} in
C' enthalten ist. Ersetzt man die Kante {u,v} durch die Kantenfolge
{u,w},{w, v}, so erhélt man einen Kreis C’ in H. Man unterscheidet
nun erneut 3 Fille, die in Abbildung 1 dargestellt sind. Seien vy, ..., v,
alle Knoten in C"\ {u,v,w}. Ist w mit keinem der Knoten vy, ..., v,
benachbart, so ist C’ in H ebenfalls minimal. Wegen der Chordalitit
von H hat C’ eine Linge von < 4, also C' = u,v,w,u. Da der Kreis
C'in dem Fall nur aus einer Kante (der Kante {u,v}) bestehen wiirde,
also eigentlich kein Kreis ist, tritt dieser Fall nicht ein.

Ist w mit genau einem Knoten der Form v; benachbart, so findet man
den Kreis w,v;,v;_1,...,v1,u,w. Da w nur zu einem einzigen Knoten
dieser Form benachbart ist und C' minimal war, ist auch dieser Kreis in
H minimal, hat also eine Lénge von hochstens 3. Somit hat dieser Kreis
die Form w, v;, u, w und insbesondere ist ¢ = 1. Dasselbe Argument fiir
den minimalen Kreis w, v;, v;11, ..., v, v, w liefert ¢ = r. Es folgt, dass
der Kreis C' die Form C' = u,v, vy, u und die Lange 3 hat.

Sei w nun mit £ > 2 Knoten der Form v; benachbart. Weil H chordal
ist, muss der Kreis C’ aus kleineren Kreisen der Grofse 3 bestehen.
Weil der Kreis C' aufterdem als minimal angenommen wurde, haben
die Knoten vy,...,v,,u,v keine Kanten untereinander. Es folgt, dass
w mit allen Ecken vq,...,v, und natiirlich auch mit u,v benachbart
sein muss. Nun betrachte man das Paar {u, vy} (wobei in C' u mit v;
und v; mit vy benachbart ist). Da die Knoten vy, ..., v,, u, v wie bereits
erwihnt keine Kanten untereinander haben, ist {u,vs} keine Kante in
H. Da sie den gemeinsamen Nachbarn w haben, gilt dist(u,ve) = 2.
Man betrachtet daher nun H + {u,vs} statt H + {u,v}. Die Fille 1
und 2 verhalten sich dann analog. Tritt Fall 3 erneut ein, so betrachtet
man wieder einen minimalen Kreis C' in H + {u, vy}, der u, vo enthélt,
aber nicht w. Nun ist der minimale Kreis jedoch bekannt, ndmlich
C' = u, vy, v9, u. Dieser hat nun ebenfalls eine Léange von 3, also kleiner
als 4.

O
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(%} v () (%] v
(%) w (%1 w (%) > w
U1 U U U1 U

ABBILDUNG 1. Der Kreis C’ im 3. Fall. Im linken Bild ist
w zu keinem v; benachbart, im mittleren Bild zu genau
einem und in rechtem Bild zu mehreren. Die gestrichelte
Linie ist die Kante, die zu H hinzugefiigt wird. Der linke
Fall tritt nicht ein, weil H chordal ist.

Mittels der Lemmata 5.4. und 5.5. ist nun der Beweis von Theorem 5.3.
moglich.

Beweis zu Theorem 5.3.:

Zunéchst sei angenommen, dass Y zu einer positiv semidefiniten Ma-
trix vervollstédndigt werden kann. Dann ist jeder Hauptminor der ver-
vollstandigten Matrix nichtnegativ. Es folgt dass fiir jede inklusions-
maximale Clique C auch jeder Hauptminor von Y[C,C] nichtnegativ
ist. Somit ist Y[C,C] »= 0. Insbesondere sind die Hauptuntermatrizen
der Form Y'[C,C]| bereits vor der Vervollstindigung bekannt. Umge-
kehrt sei nun Y[C,C] = 0 fur alle inklusionsmaximalen Cliquen C. Ist
H vollstandig, so ist nichts zu zeigen, da Y dann bekannt ist und V'
eine maximale Clique ist. Es ist also Y = Y[V, V] = 0. Nehme nun
an H ist nicht vollstdndig. Da H chordal ist, folgt nach induktivem
Anwenden von Lemma 5.5.; dass es eine Folge von chordalen Graphen
(H;) icls] gibt, sodass alle Graphen H; Knotenmenge V' haben und H;
aus H; entsteht, indem eine Kante zu H; hinzugefiigt wurde. Dabei sei
H, = H und H; der vollstindige Graph. Es ist nun zu zeigen, dass
die Behauptung, wenn sie fiir H; gilt, auch fiir H;_; gilt. Da bereits
bekannt ist, dass die Behauptung fiir H, gilt, folgt per Induktion, dass
sie auch fiir H gilt. Sei also {u,v} die Kante, die in F(H;) enthalten
ist, aber nicht in F(H;_1). Nach Lemma 5.4. gibt es genau eine inklusi-
onsmaximale Clique C = {v1,...,v,} in H;, die u und v enthélt. Ohne
Verlust der Allgemeinheit induziere v; die j-te Spalte bzw. Zeile in Y
fur j € [p] und es seien u = vy, v = v,. Y[C,C] ist also die fiihren-
de (p x p)-Hauptuntermatrix. Betrachtet man diese Situation fiir den
Graphen H,_;, so ist der Eintrag Y;, (und daher auch Y, ;) in dieser
Untermatrix unbekannt. Alle weiteren bekannten Hauptuntermatrizen
bleiben unberiihrt, da keine andere inklusionsmaximale Clique die Kno-
ten u und v enthélt. Mochte man also von der Situation fir H,;_; in
die Situation fiir H; iibergehen, so ist lediglich der unbekannte Eintrag
Y1, € C zu wihlen, sodass Y[C,C] > 0 gilt. Da es sich bei Y|[C,C]
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ohne den Eintrag Y;, (und Y, ;) um eine Bandmatrix mit Bandbreite
2p — 1 handelt und jede Hauptuntermatrix wiederum positiv semidefi-
nit ist, folgt nach (3|, dass ein entsprechender Eintrag fiir Y7 , gefunden
werden kann. Man erhélt somit die Aussage, dass wenn eine Matrix-
vervollstandigung beziiglich H; durchgefiihrt werden kann, auch eine
beziiglich H;_; moglich ist.

O

Aus Theorem 5.3. folgt eine alternative Eigenschaft fiir 7 C G, die
impliziert, dass 7 ein Fourier-Support von S ist. Dies wird im folgenden
Lemma gezeigt.

Lemma 5.6.

Sei G eine abelsche Gruppe, S C G unter Inversenbildung abgeschlos-
senund T C G. Weiter sei A eine chordale Uberdeckung von Cay(G,S).
Fiir jede inklusionsmazimale Clique C in A gebe es ein ¢ € G, sodass
xcC =A{xcx: x €C} CT. Dann ist T ein Fourier-Support von S.

Beweis:

Zu zeigen sind die Eigenschaften 1) und 2), die in Definition 3.6. aufge-
listet werden. Betrachte dazu eine Kante {z,y} von A. Da jede Kante
eine Clique bildet, ist jede Kante auch in einer inklusionsmaximalen
Clique enthalten. Nach Voraussetzung gibt es also ein x¢, sodass zex
und zcy in 7 enthalten sind. Somit:

(7) xly = x’lscgl:ccy = (a:cx)flxcy eT'T.

Fir y € S gilt offensichtlich e~y € S. Somit ist {e,y} eine Kante
von Cay(G,S), also auch eine Kante der chordalen Uberdeckung A.
Aus (7) folgt nun dass y € T 'T gilt und somit wurde gezeigt, dass
S C 7T ist. Beachtet man, dass jedes Gruppenelement eine eigene
Konjugationsklasse bildet, so ist gezeigt, dass T die Eigenschaft 1)
erfiillt.

Fiir die Eigenschaft 2) wird angenommen, dass M7 (k) = 0 fir jedes
k € C7 gilt. Betrachte die folgenden, nur teilweise bekannten Matrizen
Y, Y € (CU {x})&*¢:
(1, falls x = y.
Yoy =1 ku1y, falls 27ly € S.
| *, anderenfalls.
(1, falls 2 = y.
Y, , = { ku-1y, falls {z,y} Kante in A.
| *, anderenfalls.

Die Matrix Y ist identisch zu der Matrix aus Punkt 2) in der Definition
des Fourier-Supports, da wieder jedes Element eine eigene Konjugati-
onsklasse bildet. Da bereits gezeigt wurde, dass S C T 7 gilt, sind die
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bekannten Eintrdge von Y wohldefiniert. Selbiges gilt fiir Y’ wegen (7).
AuRerdem folgt aus 7'y € S, dass {z,y} eine Kante von Cay(G,S)
und somit auch von A ist. Daher sind bekannte Eintrage von Y auch
in Y’ bekannt und in beiden Matrizen identisch. Will man also zei-
gen, dass sich Y zu einer positiv semidefiniten Matrix vervollsténdigen
lasst, so kann man dies erreichen, indem man Y’ positiv semidefinit
vervollstandigt. Betrachte dazu eine inklusionsmaximale Clique C und
das nach Voraussetzung existierende Element zs € G, das zcC C T
erfiillt. Fiir die zugehorige induzierte Teilmatrix Y’[C, C] gilt:

Y,[C7C] = (kwfly)x,yec - (k(wcw)’lzcy)x,yec - (kflz')zﬂz’eﬂﬂcc’

Weil z.C C T ist, ist Y'[C,C] eine Hauptuntermatrix von Mz(k). Da
diese als positiv semidefinit angenommen wurde, ist Y’[C, (] fiir jede
inklusionsmaximale Clique C von A positiv semidefinit. Aus Theorem
5.3. folgt, dass Y/ und somit auch Y zu einer positiv semidefiniten Ma-
trix vervollstdndigt werden kann. 7 erfiillt daher auch die Eigenschaft
2) und ist folglich ein Fourier-Support von S.

O

Im folgenden besteht das Ziel nun darin, eine chordale Uberdeckung A
von Cay(Z/NZ,S) und eine moglichst kleine Menge 7 C G zu finden,
sodass es fiir jede Clique C in A ein z¢ € G gibt, das z¢C C T erfiillt.
Dazu wird sich hier auf Teilmengen S der Form S = {—d, —d+1,...,d}
beschréankt.
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5.1. Ein semidefiniter Lift fiir S = {—1,0,1}.
Zunéchst wird angenommen, dass & = {—1,0,1} vorliegt. Dies ldsst
sich dann im néchsten Abschnitt verallgemeinern. Im Cayley-Graph
Cay(Z/NZ,{—1,0,1}) sind zwei Elemente aus Z/NZ genau dann durch
eine Kante miteinander verbunden, wenn ihre Differenz —1, 0 oder 1
ist. Somit ist der Cayley-Graph hier der Kreis auf N Knoten, bezeich-
net mit C'y. Um eine chordale Hiille zu erhalten, wird nun zunéchst
Cyy1 trianguliert und anschliefend hieraus auch eine Triangulierung
flir Cy gewonnen. Dazu seien k; < ... < k; die Positionen der Einsen
in der Bindrdarstellung von N. Das heifst, es gilt N = 22:1 2Fi - Aufer-
dem sei k die grofte ganze Zahl, fiir die 2F < N ist. Wenn N also eine
Zweierpotenz ist, dann ist £ = k; — 1 und anderenfalls ist £ = k;. Man
trianguliere Cy 41 auf der Knotenmenge {0, ..., N} nun wie folgt:
Fiige die Kanten {0, —2%} und {0, N —2*} hinzu. Da N —2% = —2k—1
ist, bildet {0, —2%, N — 2%} nun eine Clique. Um den kompletten Graph
zu triangulieren, miissen nun nur noch die beiden Teilgraphen H; und
Hy auf den Knoten {0, —1,..., -2} und {0,1,..., N —2*} trianguliert
werden. Diese beiden Teilgraphen bilden nun Kreise kleinerer Gréfse,
die rekursiv trianguliert werden kénnen. Dabei werden die Bezeich-
nungen der Knoten {0, —1, ..., —2*} verschoben zu {—2f~1 .. . 2k-1}
Die Bezeichnungen von {0,1,...,N — 2F} wird verschoben zu
{—2k=1 .. N — 3251} Die beschriebene Triangulierung ist in Ab-
bildung 2 dargestellt.

Lemma 5.1.1.
Die beschriebene Triangulierung von C'y 1 liefert den folgenden Fourier

Support T von § = {-1,0,1}.

T:{O}U{:tZi:i:O,...,k}U{ZQkﬂ':izl,...,l—l}.
j=1

Auferdem gibt es fir jede Clique C ein x¢c € Z/NZ mit xzcC C T, so-
dass kein Element aus C durch die Verschiebung um x¢ tiber die Kante
{—2% N — 2%} hinweg verschoben wird.

Beweis:
Der Beweis erfolgt per Induktion iiber N > 2.

Induktionsanfang: N = 3
Fir N =3ist Kk =1, k; = 0 und ks = 1. Somit hat das 7 aus der
Behauptung die Form 7 = {—2,—1,0, 1,2} = Z/4Z. Damit enthilt T
alle Knoten von C}. Fiir jede Clique C der Triangulierung (hier sind
die Cliquen {0,1,2} und {2,3,0}) gilt daher 0+ C C 7. Insbesondere
muss kein Element iiber die Kante {—2% N — 2F} = {-2,1} = {2,1}
hinweg verschoben werden.
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N — 2k _2k—1

_2k 2k71

ABBILDUNG 2. Die beschriebene Triangulierung von
Cny1. Links wird die Clique {0, —2%, N — 2%} eingefiigt
und Cy4q so in die Teilkreise H; (blau) und Hy (rot)
zerlegt. Rechts der néchste Rekursionsschritt nach Um-
nummerierung von H; und Hs.

Induktionsvoraussetzung;:
Die Behauptung gelte fiir ein N > 2.

Induktionsschritt:
Durch Einfiigen der Kanten {0, —2%} und {0, N — 2*} entsteht die Cli-
que C = {0, —2%, N — 2*}. Dabei gilt:

k-1, falls N eine Zweierpotenz ist.

N—2F=¢ 11
2% anderenfalls.
j=1

C ist in T (definiert wie in der Behauptung) enthalten und muss so-
mit nicht um ein z¢ # 0 verschoben werden. Insbesondere wird also
auch kein Element dieser Clique iiber die Kante {—2% N — 2*} hin-
weg verschoben. Nun miissen die verbleibenden Teilgraphen H; und
Hs betrachtet werden.

Zunachst wird der Teilgraph H; untersucht, dessen Knoten sich zu
{—2F=1 .. 2k} verschieben lassen. H; bildet einen Kreis auf 2% + 1
Knoten. Fiir diesen ist N’ = 28 k' = k — 1 und k| = k. Nach Indukti-
onsvoraussetzung hat H; somit einen Fourier-Support

T ={0}u{+2":i=0,...,k—1}
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und fiir jede Clique C’ gibt es ein entsprechendes x¢/, sodass kein
Element iiber die Kante {—2F~1 2*=1} hinweg verschoben wird. Die-
se Kante ist im ganzen Graph Cy; die zu Anfang hinzugefiigte Kante
{0, —2%}. Das heifit, jede Verschiebung um z¢ funktioniert in H; und
Cn 41 gleichermafen. Beachte nun, dass 7' die Nummerierung der Kno-
ten von H; benutzt, welche gegeniiber der Nummerierung in C'y;q um
—2k=1 yerschoben ist. Demnach ist (Zlfc/ + 2’“‘1) +C" C T. Insgesamt
kann also jede Clique in H; so verschoben werden, dass ihre Element in
T liegen und kein Element iiber die Kante {—2%, N — 2¥} verschoben
wird.

Der Teilgraph H, lasst sich d&hnlich betrachten. Hier sind die Knoten
verschoben zu {—2F1 ... N — 3. 281} Somit bildet H, einen Kreis
auf N — 2¥ + 1 Knoten. Setze daher N’ = N — 2¥ und k" < k — 1 ist
die grokte ganze Zahl mit 2¢" < N”. Aufierdem unterscheiden sich die
Binardarstellungen von N” und N nur im signifikantesten Bit. Somit
ist k7 = k; fir ¢« = 1,...,01 — 1. Die Induktionsvoraussetzung liefert
folgenden Fourier-Support von Hy:

T”:{O}u{ﬂi;z’:o,...,k;”}u{Z2kj;z‘:1,...,l—2}.
Jj=1

Beachte dabei, dass {£2: i = 0,...,k"} C {£2": 1 =0,...,k — 1} gilt.
Nach derselben Argumentation wie zuvor bei der Betrachtung von H;
kann jede Clique so verschoben werden, dass sie in 7" enthalten ist
und kann anschliefend um —2*~! weiter verschoben werden, sodass sie
in 7 liegt. Mit Lemma 5.6. folgt die Behauptung.

O

Mittels einer kurzen Argumentation lasst sich nun aus der Triangulie-
rung von Cyy; auch eine Triangulierung von C'y bilden.

Theorem 5.1.2.
Cy hat einen chordalen Obergraphen, sodass folgendes T ein Fourier-
Support von § = {—1,0, 1} ist.

T:{O}U{iZi:izO,...,k—l}U{Z2kf:z':l,...,l—Q}.
j=1

Beweis:

Seien die Knoten in Cy als {—2% ...,0,...,N — 2¥ — 1} numme-
riert. Definiere einen neuen Knoten N — 2% und unterteile mit diesem
die Kante {—2F N — 2¥ — 1} in die Kanten {—2% N — 2*} und
{N —2¥ N —2¥ —1}. Durch die Unterteilung erhélt man einen Kreis
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Cyny1 auf N + 1 Knoten, der nach Lemma 5.1.1. eine chordale Uberde-
ckung hat, welche folgenden Fourier-Support liefert:

Tz{O}U{iT:i:O,...,k}U{ZQkﬂ':izl,...,l—l}.
j=1

Bemerke, dass jede Clique von Cy4; auch in C'y vorkommt, aufser die
Clique C = {0, -2 N — 2¥}, die zu Beginn der Konstruktion erzeugt
wird. Aus dem Beweis von Lemma 5.1.1. geht hervor, dass alle Cliquen
von C'nyq aubser C in

T’UT”:{O}U{iT:¢:0,...,k—1}u{z2kj‘i=1,~--,l—2}
j=1

enthalten sind. Durch Aufhebung der vorgenommenen Kantenunter-

teilung erhélt man somit einen chordalen Obergraphen von Cy. Mit

Lemma 5.6. folgt, dass T ein Fourier-Support von § = {—1,0, 1} ist.
O

Theorem 5.1.2. liefert zusammen mit Theorem 3.7. einen PSD-Lift
fiir Charakterpolytope beziiglich zyklischer Gruppen. Dieser PSD-Lift
hat die Grofse |7| < 3log, N. Dies folgt daraus, dass per Definition

k,l <log, N gilt. Somit ist:
{22’%: izl,...,l—2}
j=1

Im néchsten Abschnitt soll dieses Resultat nun verallgemeinert werden.

7] < {0} + [{£2:i=0,....,k—1}| +
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5.2. Ein semidefiniter Lift fiir S = {—d,...,d}.

S habe nun die Form § = {—d,...,d} mit einem d € Z/NZ, so-
dass d | N. In diesem Fall sind zwei x,y € Z/NZ im Cayley-Graph
Cay(Z/NZ,S) genau dann durch eine Kante verbunden, wenn
|z —y| < d gilt. Anders ausgedriickt existiert die Kante {z,y} ge-
nau dann, wenn es im Graph Cy einen Pfad von x nach y gibt, der
hochstens d Kanten benutzt. Die folgende Definition dient daher einer
iibersichtlicheren Notation.

Definition 5.2.1. (Potenz)

Sei H = (V, E) ein Graph und sei d € N. Die d-te Potenz von H ist
ein Graph H® = (V,E'), in dem zwei Knoten u,v € V genau dann
adjazent sind, wenn es in H einen {u,v}-Pfad mit héchstens d Kanten
qibt.

Somit hat der Cayley-Graph die Form Cay(Z/NZ,S) = C%. Wie in
Abschnitt 5.1. ist nun eine Triangulierung des Cayley-Graphen mit
moglichst kleinem Fourier-Support gesucht. Um zeigen zu kénnen, dass
sich diese gesuchte Triangulierung auf die Triangulierung in Abschnitt
5.1. zuriickfiihren lasst, wird folgende Definition benotigt.

Definition 5.2.2. (starkes Produkt)
Seien H = (V, E) und H = (V' E') zwei Graphen. Das starke Produkt
HX H" von H und H' ist ein Graph mit Knotenmenge V x V', in
dem zwei Knoten (u,u’), (v,v") € V- x V' genau dann durch eine Kante
verbunden sind, falls mindestens eine der folgenden Aussagen erfillt
18t:

(1) u=v und {v/,v'} € F'.

(2) v =0 und {u,v} € E.

(3) {u,v} € E und {u',v'} € F'.

Im Folgenden ist das starke Produkt eines Graphen H = (V| E) mit
einem vollstdndigen Graphen K,, = (V',V'xV’) besonders interessant.
In diesem Fall sind zwei Knoten (u, ), (v,v") € VxV'in HXK,, genau
dann adjazent, wenn u = v oder {u,v} € E, denn in K,, sind zwei
beliebige Knoten entweder identisch oder durch eine Kante verbunden.

Lemma 5.2.3.
Seien N,d € N, sodass d | N. Dann ist C% ein Teilgraph von CnjaX¥ Ky
auf derselben Knotenmenge.

Beweis:

Um von einem Teilgraphen reden zu kénnen ist es notig, die Knoten von
C’j‘f, mit den Knoten von Cy/q M Ky zu identifizieren. Die Knoten von
C% liegen in der Form Z/NZ = {0,...,N — 1} vor, wohingegen die
Knoten von Cy/q X Ky als Z/%Z x {0,...,d — 1} vorliegen. Definiere
nun die Abbildung ¢ durch:

¢: Z)NZ x {0,...,d =1} — Z/NZ, (q,7) > qd +r.
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Wenn man Z/57Z = {0,... 5 — 1} auffasst, dann wird schnell klar,
dass ¢ jedem Knoten von Cy/q X K, eindeutig einen Knoten von (o)
zuordnet.

Seien nun 4,i' € Z/NZ in C% miteinander verbunden. Dann gilt
li —i'| < d. Seien (q,7),(q',r") die zwei Knoten von Cy/q X Ky, fiir die
i =¢(q,r) und i' = ¢(¢’, ") gilt. Dann folgt:

A2 |i—i| =lgd+r—qd—r|=|(g—q)d+(r ).

Dar—1">0—(d—1) ist und wegen der Ganzzahligkeit von ¢, ¢’ folgt
einerseits:

d>(q=q)d+(r—r)>(q-q¢)d-d+1
= 2d—1>(qg—¢)d
1
=2--2q¢-qd = 12q-¢.
Andererseits folgt mit r — ' < (d —1) — 0:
—d<(g—q)d+(r—r)<(¢g—q)d+d-1
— —2d+1<(q—¢)d
1
— —2+8§q—q' = —1<q¢—¢.
Insgesamt gilt also |¢ — ¢’| < 1. Somit sind die Knoten ¢, ¢’ in C/4 ad-
jazent. Daraus folgt, dass die Knoten (q,7), (¢, r’) in Cn/qX K4 ebenfalls

adjazent sind, was zu zeigen war.

g

Es stellt sich nun die Frage, ob das starke Produkt mit einem vollstandi-
gen Graphen die chordale Eigenschaft eines Graphen erhélt. Wenn diese
Frage mit Ja beantwortet werden kann, dann folgt mit Lemma 5.2.3.
aus der Existenz einer chordalen Hiille von Cy/4 auch die Existenz einer
chordalen Hiille von C%. Tatséchlich beantwortet das folgende Lemma
die Frage mit Ja.

Lemma 5.2.4.
Sei H = (V, E) ein Graph und d € Z. Dann gilt:
(1) Ist H = (V, E') ein Teilgraph von H, dann ist H' K K, ein
Teilgraph von H X K.
(2) Ist H chordal, dann ist auch H X Ky chordal.
(3) Alle mazimalen Cliquen von HX K4 haben die Form CxV (K,),
wobei C eine maximale Clique von H ist.

Beweis:

Zu (1):

Seien (u,v) und (u/,v") in H'X K, adjazent. Dann gilt entweder u = v/’
oder {u,u'} € E'. Da H' ein Teilgraph von H ist, ist entweder v = u’
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oder {u,u'} € E. Das heit, dass (u,v) und (¢/,v") auch in H X K,
adjazent sind.

Zu (2):

Sei H chordal und sei (uy,v1),..., (w1, v41) = (u1,v1) ein Kreis in
H X K; der Lange [ > 4. Nach der Definition des starken Produktes
gilt entweder u; = u;yq oder {u;,u;11} € F fir jedes i € {1,...,1}.
Wenn es ein i € {1,...,l} gibt mit u; = u;4;, dann folgt somit ent-
weder u; = wu;o oder {u;,u; 12} € E. Das bedeutet, dass (u;,v;) und
(Wiz2,Vire) in H X Ky durch eine Kante verbunden sind. Somit hat der
Kreis (ug,v1),. .., (w41, v41) eine Sehne.

Wenn es kein i € {1,...,l} gibt mit u; = w;;1, dann folgt, dass
{u;,uis1} € FE fir jedes i € {1,...,l} gilt. Somit ist wuy,...,u; ein
Kreis in H der Lénge [ > 4. Da H chordal ist, gibt es somit eine Seh-
ne {u;,u;} in diesem Kreis. Daraus folgt, dass (u;,v;) und (u;,v;) in
H X K, durch eine Kante verbunden sind. Somit liegt auch in diesem
Fall eine Sehne im Kreis (u1,v1),. .., (w41, v141) vor. Per Definition ist
H X K, somit chordal.

Zu (3):

Sei k < d|V| und sei C" = {(us,v;): i =1,...,k} eine maximale Clique
in H X K; Dann gilt fir alle ¢,7 € {1,...,k} entweder
uw; = u; oder {u;,u;} € E. Fiir jedes ¢ € {1,...,k} gilt auferdem,
dass {u;} x V(K4) C C'ist. Anderenfalls gébe es ein v € V(K;), sodass
(ui,v) ¢ C'. Da aber stets entweder u; = u; oder {u;,u;} € E gilt, wire
C' U {(uj,v)} eine Clique. Dies widerspriche der Maximalitédt von C'.
Somit gilt C' = C x V(K,4) mit C = {uy, ..., u,}. Beachte, dass C keine
Multimenge ist, sondern doppelt vorkommende Elemente nur einfach
gezahlt werden. Somit sind je zwei Knoten aus C in H durch eine Kante
verbunden. Das bedeutet C ist eine Clique in H. Wegen der Maxima-
litdt von C’ gibt es auferdem keinen weiteren Knoten v € V(H), der
zu allen Knoten aus C adjazent ist. Somit ist die Clique C ebenfalls
maximal.

g

Aus den letzten beiden Lemmata kann nun gefolgert werden, dass sich
die Triangulierung von C% auf die Triangulierung von C 'N/a zuriickfiih-
ren lasst. Der Folgende Satz trifft dariiber hinaus eine Aussage, wie
sich dabei der Fourier-Support iibertragt.
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Theorem 5.2.5. )
Seien N,d € N, sodass d | N. Hat Cy,q eine chordale Uberdeckung, der
gemajfl Lemma 5.6. einen Fourier-Support T C Z/%Z liefert, dann hat

C% eine chordale Uberdeckung, der gemdff Lemma 5.6. den folgenden
Fourier-Support liefert:

T ={dk+r:keT,re{0,...,d—1}}.
Insbesondere ist |T'| < d|T|.

Beweis:

Sei A eine chordale Uberdeckung von C ~n/a und T ein Fourier-Support
von S. Das heifit, fiir jede maximale Clique C von Cy/q gibt es ein
ke € Z/%Z mit ke +C C T.

Nach Lemma 5.2.3. ist C’j{, ein Teilgraph von Cy /X K, auf denselben
Knoten. Da Cyyq ein Teilgraph von A ist, folgt nach Lemma 5.2.4. (1),
dass C¢ ebenfalls ein Teilgraph von A X K, auf denselben Knoten ist.
Da A chordal ist, ist nach Lemma 5.2.4. (2) AKX K, ebenfalls chordal.
Insgesamt ist A X K, also eine chordale Uberdeckung von C%.

Sei C’' nun eine maximale Clique von AKX K. Nach Lemma 5.2.4. (3)
gibt es eine maximale Clique C von A, sodass C' = C x V(K,). Identi-
fiziert man die Knoten von Cj‘\l, mit den Knoten von Cy/q X Ky so wie
im Beweis von Lemma 5.2.3., so erhélt man:

C'={qd+r.qeCref0,...,d—1}}.
Setzt man nun ke = dke € Z/NZ, so folgt:
ker +C' ={dkc+qd+r:qeC,re{0,....,d—1}}
={(kc+q)d+r:qeC,ref0,...,d—1}} CT".

Die Inklusion am Ende der Gleichungskette gilt, weil fiir jedes ¢ € C
gilt, dass k¢ + ¢ € T ist. Somit ist gezeigt, dass es fiir jede maximale
Clique C’ von A X K, ein ke gibt, sodass ker +C' C T7. T ist somit
per Definition Fourier-Support von S.

O

Kombiniert man Theorem 5.2.5., Theorem 5.1.2. und Theorem 3.7., so
erhélt man einen PSD-Lift fiir Charakterpolytope der Form
P(Z/NZ,{ —d,...,d}).

Korollar 5.2.6.

Seien N,d € N, sodass d | N. Dann hat P(Z/NZ,{ —d,...,d}) einen
PSD-Lift mit Grifle < 3dlogy(%).

Beweis:

Wie bereits festgestellt gilt Cay(Z/NZ,{—d,...,d}) = C%. Nach Theo-
rem 5.1.2. und den anschliefenden Bemerkungen am Ende von Ab-

schnitt 5.1. hat Cy/4 eine chordale Uberdeckung, die einen Fourier-
Support 7 mit |T| < 3log, (%) liefert. Nach Theorem 5.2.5. folgt also,
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dass Cay(Z/NZ,{—d,...,d}) eine chordale Uberdeckung hat, die wie-
derum einen Fourier-Support 77 mit |77 < d|77| < 3dlog,() liefert.
Schlieklich folgt aus Theorem 3.7., dass P(Z/NZ,{ —d,...,d}) einen
PSD-Lift mit Grofe < 3dlog,(%) hat.

U

Wie sich herausstellt liefert Korollar 5.2.6. nicht nur einen PSD-Lift fiir
gewisse Charakterpolytope, sondern auch fiir das zyklische Polytop.
Genauer gesagt handelt es sich dabei um &dquivalente Polytope. Um
dies zu zeigen, wird das Charakterpolytop wie in 3.8. beschrieben in
das reelle Charakterpolytop umgeformt. Speziell im Fall G = Z/NZ
und § = {—d,...,d} hat ein Charakter y, € S die Form

iTax 2 2
Yo(z) = " %° :cos( 7;\?96) —i—isin( 7;\C;I> ,a€{—d...,d}.

Somit folgt nach geeigneter Sortierung der Elemente von S:

( 1
cos (2rx/N)
sin (27z/N)

PYZ/NZ,{—d,...,d}) = conv :x € Z/NZ

cos (27r:dx/N)
sin (2rdx /N) )

\

Da jedes Element aus diesem reellen Charakterpolytop eine 1 in der
ersten Komponente hat, kann diese Komponente ignoriert werden. Dies
entspricht einer Projektion nach R??, die die Struktur des Polytopes
erhélt.

Dieses reelle Charakterpolytop wird auch das trigonometrische zy-
klische Polytop genannt und mit T'C' (N, 2d) abgekiirzt. Bislang liefert
Korollar 5.2.6., dass dieses einen PSD-Lift der Grofe < 3dlog, (%)
hat, sofern d | N gilt. Im Folgenden wird nun gezeigt, dass TC'(N, 2d)
dieselbe Seitenstruktur wie das zyklische Polytop

12
2
C(N,2d) = conv i< <ty ER

2d
ti

hat. Auch wenn das zyklische Polytop augenscheinlich von der Wahl der
Parameter tq,...,ty abhéingt, sind doch alle zyklischen Polytope mit
gleicher Dimension und gleicher Anzahl an Ecken kombinatorisch dqui-
valent [13]. Aus einer kombinatorischen Aquivalenz zwischen TC(N, 2d)
und C(N, 2d) wiirde also ein PSD-Lift fiir C(N, 2d) folgen.
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Theorem 5.2.7.
Seien N,d € N, sodass d | N. Dann hat C(N,2d) einen PSD-Lift mit
Grife < 3dlogy(%).

Beweis:
Sei y: R — R?? die Momentenkurve in R??. Das heit, y ist gegeben
durch:

y(t)=(t £ )

also sind y(ty),...,y(tn) die Ecken von C(N,2d) mit t; < ... < ty.
Sei T' := {t1,...,ty} und 7" C T mit |7"| = 2d. Die Gale evenness
condition besagt, dass conv{y(t): ¢t € T'} genau dann eine Facette von
C(N,2d) ist, wenn fiir je zwei Elemente s < s’ € T\ T" die Menge
{teT": s <t< ¢} gerade viele Elemente enthélt (siche [13]). Kodiert
man die Seiten von C(N,2d) durch die enthaltenen Ecken, so sind
durch die Gale evenness condition alle Facetten von C'(N, 2d) bekannt.
Insbesondere sind auch die Schnitte mehrerer Facetten und somit alle
Seiten von C'(N, 2d) bekannt. Das Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Ga-
le evenness condition auch fiir TC'(V, 2d) gilt. Nach der Definition von
TC(N,2d) kénnen die Ecken von TC(N, 2d) durch Z/NZ = {1,...,N}
kodiert werden. Dies erlaubt eine Bijektion ¢ zwischen den Knoten
von C'(N,2d) und TC(N,2d) mittel ¢(¢;) = i. Bemerke, dass sowohl
t1 <...<tyalsauch 1 < ... < N ist. Somit folgt aus der Gale even-
ness condition fiir TC(N,2d), dass C'(N,2d) und TC(N,2d) dieselbe
Seitenstruktur haben.

Der einzige Unterschied zum Beweis der Gale evenness condition fiir

C(N,2d) besteht darin, dass

(i) st = i)

eine Vandermonde-Matrix ist und die zugehorige Determinante somit
genau dann verschwindet, wenn es zwei verschiedene Indizes
i,j € {1,...,2d} gibt, sodass t; = t; gilt. Dieselbe Aussage erhélt
man jedoch fiir TC(N,2d), wenn man die folgende Gleichung aus [9]
benutzt:

1 1 . 1
cos(#y) cos(fz) - cos(baai1)
sin (6 sin (6 -+ sin(@

o o | O 00 (B
cos(dfy) cos(dfy) --- cos(dbagiq)
sin(dfy) sin(dfy) ---  sin(dfagiq)

=4* ] sin (%(9]- - 91-)) .

1<i<j<2d+1
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Da die Ecken von T'C/(N,2d) betrachtet werden, ist 6; = 27x;/N fiir
i=1,...,2d+ 1, wobei die z; € Z/NZ sind. Somit folgt:

1
B)=0+=3J1<i<j<2d+1: Sin<§(9j_9i)>:0

T T,

«—d1<i<j<2d+1: si (—J— 1):0
<1<y < + sin N N
T,

N

A <i<j<2d+1: 7%’:
Man erhéalt also die Aussage, dass je 2d + 1 verschiedene Ecken von
TC(N,2d) affin unabhéngig sind (man sagt auch T'C(N,2d) ist sim-
plizial). Von hier an ist der tibrige Beweis identisch zu dem Beweis der
Gale evenness condition fiir C'(V, 2d), siehe dazu [13]. In [1] ist diese

Argumentation speziell fiir TC(N, 2d) ausgefiihrt.
g

Somit liefert Theorem 5.2.7 schliefllich eine obere Schranke fiir die se-
midefinite Erweiterungskomplexitéit des zyklischen Polytops:

2N
XCPSD(C(N, d)) S 3; 10g2 (7> s

falls d gerade und ¢ | N.
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5.3. Lineare Lifts fiir Z/NZ.

Nun kann man das zyklische Polytop auch unter dem Gesichtspunkt
der linearen Erweiterungskomplexitiat betrachten. Wie bereits im 4.
Kapitel gesehen geniigt es zu zeigen, dass das zyklische Polytop nach-
barschaftlich ist, um eine untere Schranke an die lineare Erweiterungs-
komplexitat zu finden.

Lemma 5.3.1.
C(N,2d) ist nachbarschaftlich.

Beweis:

Um dieses Lemma zu zeigen ist zu beweisen, dass jeweils d-viele Ecken
von C'(N,2d) in einer gemeinsamen Stiitzhyperebene liegen. Da be-
reits im Beweis von Theorem 5.2.7. gezeigt wurde, dass C'(V, 2d) und
TC(N,2d) die gleiche Seitenstruktur haben, wird dies nun fiir TC(N, 2d)
gezeigt. Definiere dazu eine Funktion ¢: R — R?? durch:

o(t) = (cos(t) sin(t) --- cos(dt) sin(dt)).
Per Definition liegen alle Ecken von T'C/(N,2d) auf der Kurve ¢. Fiir
t1,...,tqa €[0,27) sei p: R — R eine weitere Funktion gegeben durch:
d
p(t) = H(l —cos(t —t;)) = Z (—1)|I|Hcos(t—tj).
Jj=1 IC{t1,.-stq} jel
Weil der Kosinus durch 1 beschrénkt ist, gilt p(¢) > 0. Die Gleichheit
tritt genau dann ein, wenn ¢ € {tq,...,t;} ist. Auferdem gilt fiir das

Produkt zweier solcher Kosinusterme:
1 1
cos(t — t;) cos(t —t;) = 5 cos(t; —t;) + 5 cos(2t —t; — t;).

Man bemerke hierbei, dass cos(t; — t;) konstant ist. Etwas allgemeiner
gilt also fiir Konstanten «, 3, k € R:

cos(kt — av) cos(t — B) = %cos(ﬁ — )+ % cos((k+ 1)t —a — ).

Durch sukzessives Anwenden dieser Formel lasst sich p nun in die fol-
gende Form bringen:

d

p(t) =a+ Zaj cos(jt + f;).

j=1
mit geeigneten Konstanten o, o5, 3; € R, 7 =1,...,d. Weiter gilt nun:
cos(jt + B;) = cos(jt) cos(8;) — sin(jt) sin(3;).
Es folgt somit erneut mit geeigneten reellen Konstanten:
d

p(t) = a+ Z o cos(jt) + [ sin(jt).
=1
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Die gesuchte Hyperebene hat daher die Form
H= {IL‘ERM: (f By -+ af B)) z=-a},
denn da jede Ecke von T'C(N,2d) auf der Kurve ¢ liegt und somit die
Form (), t € [0,27) hat, gilt:
(@4 B - ay By -e(t) =p(t) —a>—a,
mit Gleichheit genau dann, wenn t € {t1,...,t4}. Somit definieren die
d beliebig gewdhlten Ecken ti, ... t4 eine Seite von TC(N,2d) und es

folgt die Behauptung.
O

Die Nachbarschaftlichkeit von C(NV, 2d) liefert zusammen mit Theorem
4.17. eine untere Schranke fiir die Grofe linearer Lifts des zyklischen
Polytops:

xeun(C(N,2d)) = Q (min {N, (d+1)(d+2) }) .

2
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6. BETRACHTUNG DER DIEDERGRUPPE Ds,

Nachdem im letzten Kapitel die abelschen Gruppen Z/NZ ausfiihrlich
untersucht wurden, sind nun Charakterpolytope von nicht-abelschen
Gruppen von Interesse. Hierzu ist es sinnvoll zunéchst eine Gruppe zu
betrachten, die ein gewisses Mak an Kommutativitat aufweist. Was ge-
nau damit gemeint ist wird klar, wenn man sich die Diedergruppe D,
ansieht. Es handelt sich hierbei um eine Gruppe der Ordnung 2n, wobei
n € N>3. Die Gruppenelemente lassen sich mit Drehungen und Spiege-
lungen eines reguldren n-Ecks identifizieren. Es gentigt bereits eine Dre-
hung a, sowie eine Spiegelung x festzulegen. Dann sind die n Drehungen

gegeben durch a, a?, a3, ..., a® = e. Dabei ist e das neutrale Element.

Ebenso liegen alle Spiegelungen vor durch ax, a’z, a’x, ..., a"x = .

Formal kann man dies wie folgt notieren:
D, = <a,x |a" =a2%=e, var ' = a’1>.

Die Diedergruppe weist in dem Sinne eine gewisse Kommutativitat auf,
dass je zwei Drehelemente a’ und o/ miteinander kommutieren, denn
a‘a’ = a7 = d/a’. Fiir Verkniipfungen zweier Spiegelungen oder Ver-
kniipfungen von Drehungen mit Spiegelungen gilt dies im Allgemeinen
nicht. Um Diedergruppen auf Charaktere und Konjugationsklassen zu
untersuchen, ist eine Fallunterscheidung nach der Paritit von n notig.
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6.1. Der Fall n ungerade.

Fiir ungerade n weist Ds,, (n+ 3)/2 Konjugationsklassen auf. Zunéchst
bildet das neutrale Element e alleine eine Konjugationsklasse. Weitere
(n—1)/2 Konjugationsklassen haben die Form {a’, a"~*}. Ubrig bleiben
sdmtliche Spiegelungen, die zusammen ebenfalls eine Konjugationsklas-
se bilden, {z, azx, a*x, ..., a" 'z}.

D, besitzt zwei eindimensionale irreduzible Darstellungen. Diese
sind somit gleichzeitig Charaktere der Diedergruppe. Bei dem ersten
handelt es sich um den trivialen Charakter yg, der alle Gruppenele-
mente auf 1 abbildet. Der zweite Charakter x; bildet alle Drehungen
auf 1 und alle Spiegelungen auf —1 ab:

xi(a@?) =1 und yi(a’z) = —1, fiir j € {0,...,n —1}.

Alle weiteren irreduziblen Darstellungen sind zweidimensional. Die zu-
gehorigen Charaktere haben fir k =1,..., (n—1)/2 die folgende Form:

Xet1(a?) = 2cos(2mkj/n) | .. . -
Xkt1(a/z) = 0 fir j € {0,...,n—1}.

Die Charaktere und Darstellungen von Dsy,, sowohl fiir ungerade als
auch gerade n, sind in [8] aufgelistet und sind leicht zu verifizieren.
Hiermit ldsst sich nun das Charakterpolytop aufstellen. Ahnlich wie bei
der Betrachtung zyklischer Gruppen werden hier hauptséachlich Teil-
mengen S der Form S = {a™%,...,a%} oder § = {a™¢,...,a% 2} mit
d e [”T_l] betrachtet. Da das Element z als Spiegelung selbstinvers
ist, ist § unter Inversenbildung abgeschlossen. Da inverse Paare jedoch
Konjugationsklassen bilden und man nur an solchen § interessiert ist,
die je Konjugationsklasse nur ein Element enthalten, wird im Folgen-
den S = {a!,...,a%} oder § = {a',...,a% z} gewihlt. Das neutrale
Element e = a° wird nicht betrachtet, da die entsprechende Kompo-
nente wie bei der Betrachtung von Z/NZ stets gleich Eins ist. Durch
das Entfernen dieser Komponente wird das Charakterpolytop in einen
Raum mit kleinerer Dimension projiziert ohne die Seitenstruktur zu
dndern. Das Polytop P(Dsy,, {a,...,a%,x}) ist die konvexe Hiille der
folgenden Punkte:

1 1 cos(22EL)

: . : n—1

. , . , . , kE .
L] eos(2etn) =]
1 -1 0

Mochte man das Element x aus S entfernen, so ist nur die letzte Kom-
ponente der Ecken zu streichen. Um nun die Theorie aus dem 3. Kapitel
anwenden zu konnen, muss nach einem entsprechenden Fourier-Support
gesucht werden. Fiir den Fall, dass S das Element x nicht enthélt, ist
das vorherige Kapitel hilfreich.
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Theorem 6.1.1.
Sein ungerade und S = {a’: i € [d]} fiir ein d | n. Dann hat P(Day,, S)
einen PSD-Lift der Grife < 3dlogy(%).

Beweis:
Man betrachte zundchst die Matrix Y, die in Definition 3.6. angegeben
wird. Diese hat folgende Form:

yz(f} ;).

Dabei sind die Eintrage, die mit x gekennzeichnet sind, unbekannt. Die
Zeilen und Spalten von A werden mit e, a, a?, ..., a® ! indiziert. Die
Hauptdiagonalelemente von A sind 1 und zudem sind nur solche Eintra-
ge Agi o bekannt, fiir die a7’ € S oder a’a™ € S gilt. Die Elemente,
die A indizieren, bilden eine Gruppe, ndmlich die Gruppe Z/nZ. Folg-
lich kann T erneut so gewéhlt werden, wie im letzten Kapitel (Theorem
5.1.2. und Theorem 5.2.5.) beschrieben. Da T ein Fourier-Support be-
ziglich G = Z/nZ und S = {—d,...,d} ist, folgt aus Mr(k) = 0,
dass sich die folgende Matrix X € (C U {x})2/"2xZ/"2 7y einer positiv
semidefiniten Matrix vervollstédndigen lasst.

1, falls y = z.
Xy:=1S k1, fallsy 'z € S.
*, anderenfalls.

Die Bedingung X, , = k,, falls r € S und y 'z in der gleichen Konjuga-
tionsklasse liegen, wurde hier ersetzt durch X, , = k-1, fallsy 'z € S,
da jede Konjugationsklasse von Z/nZ nur ein Element enthéalt. Diese
Matrix X stimmt mit der Matrix A iiberein. Somit lasst sich A zu ei-
ner positiv semidefiniten Matrix vervollstdndigen. Fiillt man den obe-
ren rechten und den unteren linken Block von Y mit Nullen auf, dann
wird auch Y positiv semidefinit vervollstdndigt. Es folgt, dass T ein
Fourier-Support beziiglich Dy, und S = {a!,. .., a?} ist. Mit 3.7. folgt
die Behauptung.

O

Nun zu dem gegenteiligen Fall, dass & keine Drehungen, sondern aus-
schlieRlich Spiegelungen enthélt. Da alle Spiegelungen eine Konjuga-
tionsklasse bilden und es geniigt, wenn & hochstens ein Element je
Konjugationsklasse enthélt, reicht es den Fall S = {z} zu betrachten.

Theorem 6.1.2.
Sei n ungerade und S = {x}. Dann hat P(Ds,,S) einen PSD-Lift der
Grofe 2.
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Beweis:
Die Matrix Y, die zu vervollstdndigen ist, hat nun die folgende Form:

A k.J
y = (k_ e ) |
Dabei ist k, € C bekannt, J ist die (n x n)-Einsmatrix und A ist eine
(n x n)-Matrix, deren Hauptdiagonalelemente 1 und deren weitere Ele-
mente unbekannt sind. Man wéhle 7 = {e,z}. Dann ist S C 7 'T.
Wenn nun aus M7 (k) = 0 folgt, dass Y positiv semidefinit vervoll-

standigt werden kann, dann ist die Behauptung mittels Theorem 3.7.
bewiesen. Der Schliissel dazu ist die folgende Gleichung;:

Mr(k)® J = (ki ’“1) @ = (k_JJ ’“f]J).
Die Matrix auf der rechten Seite dieser Gleichung ist eine Vervoll-
standigung von Y, wobei alle unbekannten Eintrdge von Y zu 1 ge-
setzt werden. Bekanntermafen ist .J positiv semidefinit. Weiter ist das
Kroneckerprodukt zweier semidefiniter Matrizen wieder positiv semi-
definit. Aus M7 (k) = 0 folgt also, dass Y positiv semidefinit vervoll-
standigt werden kann, was zu beweisen war.

g

Es ist zu bemerken, dass in dem zuletzt betrachteten Fall die Bedingung
M7z = 0 dquivalent dazu ist, dass |k,| < 1 gilt. Man erhélt somit also
auch einen linearen Lift fiir das Charakterpolytop. Es iiberrascht nicht,
dass dieser Lift eine kleine, konstante Grofe hat, denn man betrach-
tet eine Teilmenge S, deren Elemente in nur einer Konjugationsklasse
liegen.

Nach der Betrachtung von semidefiniten Lifts ist nun auch inter-
essant, welche Aussagen iiber lineare Lifts von P(Dsy,, S) getroffen wer-
den konnen. Hierzu wird wie zuvor zunéachst der Fall betrachtet, dass
S das Element x nicht enthélt.

Theorem 6.1.3. Sei n ungerade und S = {a’: i € [d]}. Dann ist
P(Dyy,, S) nachbarschaftlich.

Beweis:
Der Ansatz dieses Beweises entspricht im Wesentlichen dem von Lem-
ma 5.3.1. Sei ¢: R — R? gegeben durch:

o(t) = (cos(t) cos(2t) --- cos(dt)).
Man beachte, dass alle Ecken von P(Ds,,S) die Form ¢(t) mit

te{@:ogkgngl}

n
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haben. Insbesondere gilt ¢ € [0, 7):

2rk 27?"7_1 T
t=—< =7 —— <.
n n n
Man wéhle nun m := |d/2] viele Ecken ¢(t1), ..., ¢(t;,) von P(Dy,, S),
also t1,...,t, € [0,m). Zu zeigen ist, dass es eine Stiitzhyperebene H

gibt, die diese und keine weiteren Ecken enthélt. Dazu sei p: R — R
eine Funktion, gegeben durch:

m

p(t) = [J(1 = cos(t — t;))(1 — cos(t +t;)).

j=1

Auf dem Intervall [0, 7) sind ¢4, . .., ¢,, alle Nullstellen von p und da der
Kosinus durch Eins beschrankt ist, ist p eine nichtnegative Funktion.
Durch Anwendung derselben Produkt- und Summenformeln wie im
Beweis von Lemma 5.3.1. erhélt man fiir geeignete Konstanten o, oy, §;:

2m

9) p(t) =a+ Z aj cos(jt) + B, sin(jit).

j=1

Dabei ist zu bemerken, dass die Summe hier 2m statt nur m Summen-
glieder hat, da die Definition von p als Produkt nun auch 2m statt nur
m Faktoren hat.

Als néchstes ist auffillig, dass p eine symmetrische Funktion ist, denn
fir alle j € [m] und alle ¢ € R folgt aus der Symmetrie des Kosinus:

(1 —cos(—t—1t;))(1 —cos(—t+1t;)) = (1 —cos(t+t;))(1—cos(t —t;)).
Das heift, dass p die Gleichung p(t) = (p(t) + p(—t))/2 erfiillt. Unter
Verwendung der Darstellung (9) von p ergibt sich:

2m
2a0 + ) 2aj cos(jt) + B;sin(jt) — f; sin(jt)
j=1

p(t) = 5

2m

=a+ Zozj cos(jt).

j=1
Man findet somit die Hyperebene:
H:{ZEGRZmZ (Oél ()égm)~.17=—04},

mit der Eigenschaft, dass alle Punkte auf der Kurve ¢|jg 2x) zusammen
in einem Halbraum enthalten sind und exakt m dieser Punkte in H
enthalten sind. Damit definieren jeweils m Ecken von P(Dy,,S) eine
Seite.
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g

Das folgende Korollar gibt eine untere Schranke an lineare Lifts von
P(Dy,,S) fiir den Fall, dass S das Element z nicht enthélt. Es folgt
mit Hilfe von Theorem 6.1.3. und Theorem 4.17. unmittelbar.

Korollar 6.1.4. Sei n ungerade und S = {a': i € [d]}. Es gilt:

cep(P(Dan.S)) = O (m{” 1 (] +1) (5] +2) }) |

2 2

Die Aussage verwendet die Tatsache, dass das Charakterpolytop hier
"TH Ecken hat. Im Allgemeinen hat das Charakterpolytop noch eine
weitere Ecke, aber da man sich hier auf ein & beschrinkt, dass nur
Drehelemente enthélt, fallen die Ecken zu den Charakteren yo und x;
zusammen. Da sowohl das Charakterpolytop in diesem Fall, als auch
das Charakterpolytop fiir die Gruppe Z/ "T“Z nachbarschaftlich sind
und beide Polytope auch dhnlich definiert sind, lasst sich vermuten,
dass es sich dabei um kombinatorisch dquivalente Polytope handelt.
Die Software Polymake hat die folgende Vermutung fiir alle ungeraden
n < 51 und alle geraden d < ”T’l bestétigt.

Vermutung 6.1.5. Seien n ungerade und d gerade. Dann sind
P(Dap,{a': i € [d]}) undP(Z/nTHZ, {_§7 ce % ) kombinatorisch dqui
valent.

Ein dhnliche untere Schranke an die lineare Erweiterungskomplexitét
wie in Korollar 6.1.4. erhélt man, wenn man das Spiegelungselement x
zu S hinzufiigt, zumindest sofern man gerade d betrachtet.

Theorem 6.1.6. Sein ungerade und S = {a', ... ,ad,x} mit d gerade.
Es gilt:
d+1 1 d+1 9
xcLp(P(Dan, S)) = <min{”;3’ (L5 + )Q(L H )})
Beweis:

Sei &’ := {a',...,a%} = S\ {x}. Dann erhilt man P(D,,,S’), in-
dem man die letzte Koordinate aus P(Dsy,, S) entfernt. Nach Theorem
6.1.3. ist P(D2,, S") nachbarschaftlich. Das heifst fiir je |d/2] = d/2 vie-
le Ecken o7, . .. ,U&/Q gibt es eine Hyperebene H := {y € R?: a’y = §},
sodass nur die Ecken v}, ... v} /2 in H enthalten sind und alle weite-
ren Ecken in einem gemeinsamen Halbraum liegen (0.B.d.A. sei H~ der
Halbraum). Letzteres bedeutet, dass a’w’ < 4 fiir alle Ecken
w' & {v,..., vy} gilt. Zudem folgt aus der Nachbarschaftlichkeit von
P(Dy,,S") auch die k-Nachbarschaftlichkeit fir £ < d/2, denn Schnitte
von Seiten sind wieder Seiten. Da je d/2 viele Ecken eine Seite kodie-
ren, kodieren auch Schnitte beliebiger d/2-elementiger Teilmengen der
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Ecken wieder Seiten. So findet man, dass jede Menge k-vieler Ecken
mit k£ < d/2 eine Seite kodiert.

Auch nach Hinzufligen einer Dimension ist |(d + 1)/2] = d/2. Seien
V1, ..., 02 € R beliebige aber verschiedene Ecken von P(Ds,, S).
Fiir i € [d/2] sei v} € R? die Projektion von v; auf die ersten d Kom-
ponenten.

Zunachst wird der Fall betrachtet, dass keine der Ecken vy, ..., vg/
zu den Charakteren y, oder x; gehort. Wie bereits festgestellt gibt es
a' € R? und 6§ € R mit:

dtv, =6, Vield/2],
atw' < 8, V Ecken w' ¢ {v],... V)
Setzt man a = (a’ 0)7 € R, so folgt:
atvi =ad v, =9, Vield/2],
a"w=a"w' <, V Ecken w & {v1,...,v4},
wobei auch w’ die Projektion von w auf die ersten d Komponenten ist.
Somit gibt es eine Stiitzhyperebene von P(Ds,, S), die genau die Ecken
U1, ..., 04/ enthalt.

Als néchstes betrachte man den Fall, dass sowohl die Ecke zu dem
Charakter o als auch die zu x; unter den Ecken vy,...,v4/2 zu fin-
den sind. In diesem Fall fallen zwei der Ecken vy, ..., v} /o Zusammen,
denn eingeschréankt auf die ersten d Komponenten sind die Ecken zu
Xo und y; der Einsvektor. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien
va/2—1 und vg/o die Ecken, die in der Projektion auf die ersten d Kom-

ponenten zusammenfallen. Wegen der (d/2 — 1)-Nachbarschaftlichkeit
von P(Dy,,S’) findet man ¢’ € R? und § € R mit:

d
atv, =46, Yic [——1},
2
aTw' <6, ¥V Ecken w' ¢ {vi,...,v'%_l}.

Setzt man erneut a = (a’ 0)7, so folgt analog zum vorherigen Fall, dass

U1, ..., V42 eine Seite kodieren.
Zuletzt wird der Fall betrachtet, dass sich genau eine der beiden
Ecken zu den Charakteren xo und x; unter den Ecken vy, ..., v4/2 be-

findet. Angenommen dabei handelt es sich um die Ecke zu yg, also dem
Einsvektor. Der andere Fall lisst sich analog behandeln. Sei vg/o diese
Ecke. Wie im vorherigen Fall folgt aus der (d/2—1)-Nachbarschaftlichkeit
die Existenz eines ¢’ € R? und § € R, sodass:

d
atv, =106, Vic [5—1},

aTw' <6, ¥V Ecken w' ¢ {v’l, . ,v;_l} )
2
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Setzt man nun a := <@/ 6 — G/TU%), so folgt:

d
a'vi=a"v, =95, Vic [5—1],

a've =ad"vy +6 —dTv, =0,
2 3 3
T, _ T,
aw=a"w < VEckenw ¢ {vi,...,vq0}

Um zu sehen, dass a’w < § auch fiir die Ecke zu dem Charakter y;
gilt, bedenke man, dass dann w’ = e = v/, /9 erfiillt ist. Somit:

atw=d"), — 5§+ d") < 6.
2 2

Die letzte Ungleichung folgt, weil a’Tw’ < ¢ fiir alle w’ & {v],. .. Vg )
gilt. Erneut kodieren wvy,...,v4/2 eine Seite. Insgesamt folgt, dass
P(Ds,,S) nachbarschaftlich ist und die Behauptung folgt unmittel-
bar aus Theorem 4.17.

O

Fiir ungerade d lasst sich mit diesem Ansatz die Nachbarschaftlichkeit
von P(Dy,, S) nicht nachweisen. Daher kann mit diesem Vorgehen auch
keine untere Schranke an lineare Lifts ermittelt werden. Eine Ausnahme
hierfiir ist die Wahl d = (n —1)/2. Dies ist die groftmogliche Wahl von
d, denn so gilt bereits S = Dy,. In diesem Fall ist P(Ds,, S) ein Polytop
mit Dimension d+1 = (n+1)/2 und (n+ 3)/2 Ecken. Das heifst, dass
das Charakterpolytop ein Simplex und insbesondere nachbarschaftlich
ist. Dies liefert dieselbe Aussage wie in Theorem 6.1.6.

Auferdem kann der Fall d = 1 ignoriert werden, denn in diesem Fall
ist das Charakterpolytop zweidimensional und somit nachbarschaftlich,
da jede Ecke eine Seite ist.

Fiir alle ibrigen ungeraden Wahlen von d besteht dagegen die durch
numerische Berechnungen gestiitzte Vermutung, dass P(Ds,,S) nicht
nachbarschaftlich ist. Um dies nachzuweisen sind L%J = d%l Ecken
zu finden, deren konvexe Hiille keine Seitenflache bilden. Kandidaten
hierfiir sind die Ecken zu den Charakteren y; mit i € {2,4,...,d+ 1}.
Im Folgenden seien vy, ..., v(441)/2 diese Ecken, also:

cos(2m(2j — 1) - 1/n)
cos(2m(2j —1)-2/n)

COS(27T(2j:—1).d/n> e [¥] '

0
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Des Weiteren wahle man die Ecken wy, ..., wgy o durch:

cos(2mj - 1/n)
cos(2mj - 2/n)

w; = : , Jeld—1],
cos(2mj - d/n)
0
cos(2m(d+1)-1/n) 1 1
cos(2m(d+1)-2/n) : :
Wq = : v Wapr = | 1|, Wayz = |
cos(2m(d+ 1) -d/n) 1 1
0 1 ~1

Die Ecken gehoren also zu den Charakteren xo, X1, .-, Xd; Xdr2. Wie
bereits festgestellt, sind hier alle ungeraden Wahlen von d mit d < "T’l
relevant. Somit folgt d+2 < (n+1)/2 und tatséchlich ist der Charakter
X(n+1)/2 definiert. Numerisch lasst sich feststellen, dass wi, ..., wqyo
affin unabhéngig sind, indem man iiberpriift, ob

1 .. 1
det 0
¢ (w1 s wd+2) 7
erfiillt ist. Beispielsweise liefert die Software Matlab fiir diese Determi-
nante mit n = 51 und d = 21 den Wert =~ —11,2519 < 0. Das heift,

dass conv{wy, ..., wgso} ein Simplex ist. Daher lésst sich das Innere
dieser konvexen Hiille wie folgt beschreiben:

d+2 d+2
int(conv{ws, ..., wei2}) = {Z)\jwj: Z)\j =1,)\>0, V j}.
j=1

J=1

Findet man nun ein Element der konvexen Hiille von vy, ..., vg41)/2,
das ebenfalls im Inneren der konvexen Hiille von wy, . .., wq.o liegt, so
folgt, dass conv{vi,...,v+1)/2} auch das Innere des Charakterpoly-
tops schneidet und somit keine Seite sein kann. Daraus folgt insbeson-
dere, dass das Charakterpolytop nicht nachbarschaftlich ist.

Es ist also zu zeigen, dass es Koeffizienten p,. .., fia41)/2 > 0 und
A,y g2 > 0, sowie ein € > 0 gibt, sodass:
=N d+2 G d+2
Doy = Y Nwy =y — > Aw; =0,
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1
E d+2

2
Z,LL]:Z)\le und )\1,...,/\d+226.
j=1 j=1

Unter Verwendung der Software Matlab zur Erstellung dieses linearen
Programms und LPSolve zur anschliefenden Losung, erhélt man erneut
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fiir den Fall n = 51 und d = 21 die folgenden auf 6 signifikante Stellen
gerundeten Werte:
1 = 0, 267395 t2 = 0,240028 ps = 0,192738
g = 0,137418 5 = 0,859163 - 1071 i = 0,461908 - 107
w7 = 0,207097 - 107" pg = 0,736926 - 1072 g = 0,191035 - 1072
o = 0,305884 - 10~ 1y, = 0,193293 - 10~*

A = 0,222556-107° A\, = 0, 256816 A3 = 0, 222556 - 107°
A = 0,218181 s = 0,222556-107°  \g = 0, 165285
A7 =0,222556- 107>  \g =0, 110567 g = 0,222556 - 107°

Ao = 0,642963 - 1071 Ay = 0,222556 - 107° Ao = 0,317165- 107!
Mg = 0,222556 - 10° Ay = 0,127671-107" A5 = 0,222556 - 107°
Mg = 0,393123 - 1072 A7 = 0,222556 - 107° A5 = 0,822549 - 1073
Mg = 0,222556 - 107° Ay = 0,903739 - 107* Ay = 0,222556 - 107°
Ao = 0,677511- 107" Ny3 = 0,677511- 107"

e =0,222556-10""

Dies begriindet die folgende Vermutung, die ebenfalls durch die Soft-
ware Polymake bestatigt wird.

Vermutung 6.1.7. Sei n ungerade, 1 < d < "T_l ungerade und
S ={a',...,a%,x}. Dann ist P(Ds,,S) nicht nachbarschaftlich.

Im Folgenden sind die numerisch berechneten, gréfttmoglichen Wer-
te von €, sodass solche Koeflizienten pi1, ..., fiay1)/2 und Ay, ..., Agpo
existieren, fiir einige Félle tabellarisch aufgelistet.
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d\n |9 |11 |13 |15

3 0,107633 0,5296 - 1071 [0,3636 - 1071 [ 0,2903 - 107"
5 — — 0,5206- 1071 ] 0,1615- 107"
d\n || 17 |19 |21 | 23

3 0,2508-1071 [0,2268-10"" [0,2110-10~" [ 0,2000 - 107"
5 0,7978-107% [ 0,5027 -107% | 0,3646 - 1072 | 0,2887 - 102
7 0,3090 - 1071 [ 0,6448 -107% | 0,2346-107% | 0,1167 - 102
9 — — 0,2051-107" | 0,3047 - 1072
d\n | 25 | 27 29 | 31

3 0,1920-1071 [0,1859-10~1 [0,1812-10"" [ 0,1775- 10"
5 0,2422-1072 | 0,2115-10"2 [ 0,1900 - 10=2 | 0,1744 - 1072
7 0,7031-1073 [ 0,4797-1073 | 0,3565- 1073 | 0,2817 - 103
9 0,8432-1073 [0,3363-1072 | 0,1689 - 1073 | 0,9904 - 10~*
11 [[0,1462-107 T [0,1618-1072 [ 0,3508-102 [ 0,1141-1073
13 [ — — 0,1095-107T | 0,9359 - 1073
d\n || 33 | 35 |41 | 51

3 0,1745-10"1[0,1721-10"F [0,1669 - 10~ [ 0,1621 - 10"
5 0,1625-107% [ 0,1533-107% | 0,1353-107% | 0,1198 - 102
7 0,2329-1073 [ 0,1991-1073 | 0,1430-10~3 | 0,9004 - 10~*
9 0,6483 -10~* [ 0,4597-10~* [ 0,2255-10~* | 0,2672 - 1073
11 ]/ 0,4817-107* [0,2436-10~* | 0,6135-107° | 0,5322 - 10~*
13 [10,1630-1073 [0,4389-10~* [ 0,3516-10~° | 0,1607 - 10~*
15 [10,8516-107% [ 0,5780-1073 [ 0,5746 - 107" | 0,8464 - 10~°
17 [ — — 0,4475-10~* 10,1068 - 107°
19 || — — 0,5574-107%2 10,2921 - 107©
21 [ — — — 0,2226 - 10~°
23 [ — — — 0.8738 - 10T
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6.2. Der Fall n gerade.

Fiir gerade n éndert sich die Anzahl der Konjugationsklassen von Ds,
gegeniiber dem Fall fiir ungerade n. Zunéchst bildet e wieder eine eigene
Konjugationsklasse und die Drehungen a, a?, ..., a" ! teilen sich wie-
der in Konjugationsklassen der Form {a’,a" 7} auf. Hier ist jedoch zu
bemerken, dass unter diesen Konjugationsklasse auch die Klasse {a™/2}
ist, die lediglich Grofse 1 hat. Die Spiegelungen bilden in diesem Fall nun
nicht mehr eine Konjugationsklasse, sondern teilen sich in zwei Klassen

auf. Eine ist {z, a®z, ... , a" %z}, die andere ist entsprechend gegeben

durch {az, az, ..., a"'z}. Die Anzahl der Konjugationsklassen be-
tragt somit (n+6)/2. Fiir den geraden Fall besitzt Ds, vier eindimen-
sionale irreduzible Darstellungen, die somit die Charaktere sind. Sie

liegen wie folgt vor:
XO(GQj) =1, xo(a QJH) ( ) ( )
(@) =1, xa(a¥™) = xi(a ]m) , xi(@¥ ) = -1,
x2(a®) =1, X2(a2]+1) (a¥x) ( )
x3(a?) =1, xz(a®*) (a¥z) = (

| |
>0
o

wobei j € {0, ..., (n —2)/2}. Alle weiteren irreduziblen Darstellungen
sind zweidimensional und die entsprechenden Charaktere haben die
gleiche Form, wie im ungeraden Fall. Das heifst, fir k = 1,...,(n—2)/2
gilt:

Xeis(a?) = 2cos(2wkj/n) | .. . -
Xit3(alx) = 0 fur j € {0,...,n —1}.

Erneut geniigt es fiir die Definition des Charakterpolytops hochstens
ein Element je Konjugationsklasse zu betrachten. Im Weiteren wird
es sich dabei fiir die beiden Konjugationsklassen, die die Spiegelungen
enthalten, um z und az handeln. Fiir den Fall S = {a' ..., a%, ax} ist

das Charakterpolytop P(Da,,S) die konvexe Hiille folgender Vektoren:

1 1 —1 -1 cos( 2k

1 1 1 1 cos(222)

: : : : : n—2

. , . , . , . , . , k; 6 .
1 1 (—1)¢ (—1)4 cos(22E4) { 2 }
1 -1 1 —1 0

1 -1 —1 1 0

Man kann sich auch hier auf d € [n/2] beschrénken, um sicherzustellen,
dass & nicht mehrere Elemente derselben Konjugationsklasse enthélt.
Ist man an Teilmengen & interessiert, die x oder ax nicht enthalten,
so sind die entsprechenden Komponenten aus den Ecken zu streichen.
Dabei korrespondiert die vorletzte Komponente zu x und die letzte zu
ar.
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Es wird nun wieder eine Fallunterscheidung danach vorgenommen, ob
S Drehungen oder Spiegelungen enthélt, um das Finden eines Fourier-
Supports untersuchen zu konnen. In dem Fall, dass S weder x noch ax
enthélt, kann erneut auf die Resultate von Kapitel 5 zuriickgegriffen
werden. Tatséchlich ist der Beweis des folgenden Theorems identisch
zu dem von Theorem 6.1.1. und wird daher hier nicht erneut gefiihrt.

Theorem 6.2.1.
Sei n gerade und S = {a': i € [d]|} fiir ein d | n. Dann hat P(Da,,S)
einen PSD-Lift der Grife < 3dlogy(%).

Als néchstes werden S betrachtet, die nur Spiegelungen enthalten.
Demnach kann S nur Elemente aus zwei Konjugationsklassen enthal-
ten, also S C {z,ax}.

Theorem 6.2.2.
Sein gerade und S C {z,ax}. Dann hat P(Da,,S) einen PSD-Lift der
Grofle < 4.

Beweis:
Die zu vervollstandigende Matrix Y hat dieses Mal die folgende Form:

A B
v - <§ A) |
Dabei sind die Hauptdiagonalelemente von A gleich 1. Die weiteren Ein-
trage von A sind unbekannt. Die Form von B héangt davon ab, welche
der Elemente x und ax in § enthalten sind. Zunéchst sei angenommen,
dass & = {z} ist. Indiziert man die Zeilen und Spalten von B mit
{1,...n}, so sind genau die Eintrdge B;; bekannt, fiir die ¢ 4+ j gerade

ist. Weiter sind diese alle identisch. Nun kann man B zu einem Vielfa-
chen der Einsmatrix vervollstdndigen und erhélt die folgende Matrix:

A k. J
Y= (EJ A ) '
Dabei ist k, € C bekannt. Vervollstandigt man Y nun wie im Beweis
von Theorem 6.1.2., so findet man einen Fourier-Support der Grofe 2,
also < 4.

Gilt § = {azx}, so sind nun genau die Eintrédge von B bekannt, die
zuvor unbekannt waren. Aufserdem sind die bekannten Eintrage wieder
identisch. Also kann man hier die gleiche Vervollstdndigung vornehmen
und findet wieder einen Fourier-Support der Grofe 2.

Falls S = {z, ax} ist, so ist die Matrix B vollstdndig bekannt. Erneut
sind alle Eintrage B, ;, fiir die ¢ + j gerade sind, identisch. Bezeichne
diese mit k,. Ebenso sind alle {ibrigen Eintrage identisch und seien mit
k.. bezeichnet. Es bleibt nur die Matrix A zu vervollstdndigen, wobei
nur die Hauptdiagonale von A bekannt ist. Sei dazu T = {e, a, x, az}.
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Man vervollstédndige A nach demselben Muster wie die Matrix B, also:

1, falls 7 4+ 5 gerade.
Ai,j =
ko, sonst.

Durch Permutation der Zeilen und Spalten der vervollsténdigten Ma-
trix Y erhélt man die folgende Matrix Y”:

J o kad  kyd ke 1k, Ky ks
ko T kgpd kuJ ke 1 k, k
/_ _(1 _ v axr T — _a - axr T
Y=\ %s % J kJ o1 k| ®
Faed  kod  kod J Fow ko ko 1
=M (k)

Dabei haben die Blocke von Y’ die Gréfse (n/2) x (n/2). Es folgt somit
aus M7 (k) = 0, dass Y’ zu einer positiv semidefiniten Matrix vervoll-
standigt werden kann. Da Y’ durch Zeilen- und Spaltenpermutation
aus Y entsteht, kann also auch Y positiv semidefinit vervollstandigt
werden. 7 ist daher ein Fourier-Support von & und mit Theorem 3.7.
folgt die Existenz eines PSD-Lifts der Grofse 4.

O

So wie im Fall fiir ungerade n lésst sich eine Aussage fiir lineare Lifts
von P(Ds,,S) treffen, wenn S die Elemente x und az nicht enthilt.
Der Beweis des folgenden Theorems kann identisch zu dem von Korollar
6.1.4. gefithrt werden.

Theorem 6.2.3. Sein gerade und S = {a': i € [d]}. Es gilt:
d 1 d 9
xcp(P(Dan, S)) = Q (rmn{”;?? (5] + )2(L2J +2) }) |

Ebenso wie im vorherigen Abschnitt lasst sich hier vermuten, dass die
Charakterpolytope beziiglich Dy, und Z/ ”T“Z die gleiche Seitenstruk-
tur haben. Die folgende Vermutung wurde von der Software Polymake
fiir alle geraden n < 50 und alle geraden d < 7 bestétigt.

Vermutung 6.2.4. Seien n,d gerade. P(Z/™ 27, {-%,...,4}) und
P(Dap,{a’: i € [d]}) sind kombinatorisch dquivalent.

Ahnlich wie in Kapitel 6.1. stellt sich heraus, dass ein analoges Vor-
gehen fiir die Félle {x,ax} N'S # 0 nicht moglich ist, um eine untere
Schranke an lineare Lifts zu finden. Der Grund hierfiir ist eine fehlende
Nachbarschaftlichkeit von P(Ds,,S) in genau diesen Fillen. Dies wird
nun zunéchst fiir den Fall gezeigt, dass S entweder das Gruppenelement
x oder ax enthalt.
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Theorem 6.2.5. Sein gerade, 2 <d < 2 und S = {a', ... ,at, x} oder
S ={d',...,a% ax}. Dann ist P(Ds,,S) nicht nachbarschaftlich.

Beweis:

Der erste Schritt ist zu zeigen, dass die Ecken zu den Charakteren
X0, X1, X2 und Y3 eine Seite kodieren. Seien vy, ...,v3 € R diese
Ecken. Man definiere den Vektor b € R durch:

b=(0 100 --- 0)"
und betrachte die Hyperebene
H={r e R": pTx =1}

Betrachtet man die Ecken

1 1 -1 -1
1 1 1 1

Vo = 1 , U1 = 1 , Ug = —1 , Uz = -1 )
1 1 +1 -1

so wird sofort klar, dass diese vier Ecken in der Hyperebene H enthalten
sind, da die zweite Komponente jeder dieser Vektoren 1 ist. Die zweite
Komponente jeder weiteren Ecke hat die Form:

(271'/{-2) {n—ﬂ
cos , k€ .
n 2

Diese Komponente ist genau dann gleich 1, wenn es ein ganzzahliges r
gibt mit:

2k - 2 2k
=2nr &— — =T.
n n

Wegen k > 0 folgt » > 0. Gleichzeitig folgt aber aus k& < n/2, dass
r < 1 sein muss. Somit existiert kein ganzzahliges r, das diese Bedin-
gung erfiillt und daher gibt es keine Ecke aufser vy, . .., v3, deren zweite
Komponente gleich 1 ist. Da 1 aber eine obere Schranke an den Kosi-
nus ist, ist H eine Stiitzhyperebene an P(Ds,,S), die genau die Ecken
vo, - - -, v3 enthélt. Also ist conv{vy,...,v3} eine Seite. Im Folgenden
wird nur noch der Fall x € § betrachtet. Der Fall ax € S kann sehr
dhnlich behandelt werden. Nun léasst sich durch nachrechnen schnell
verifizieren, dass folgende Relation gilt:

(10) Uo—Ul—U2+U3:O.

Da sich die Koeffizienten in dieser Gleichung zu 0 aufsummieren belegt
dies, dass die Ecken vy, . . . , v3 affin abhéngig sind, also ist die Dimension
von conv{vy,...,v3} < 2. Nebenbei bemerkt ist die Dimension genau
2, denn der Raum der Koeffizienten, die (10) erfiillen, ist:

{(c —c —c C)T:CGR},
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also eindimensional. Wiirde man eine der Ecken vy, ..., v3 aus der Be-
trachtung entfernen, so wiirde man den entsprechenden Koeffizienten
zu Null setzen und finden, dass (10) nur erfiillt ist wenn alle Koef-
fizienten gleich Null sind. Daher sind je 3 der Ecken vy, ...,vs affin
unabhéngig.

Nach dem Theorem von Radon kénnen die Ecken vy, ..., v3 in zwei
disjunkte Mengen V;, V5 partitioniert werden, sodass convl/ und convVs
einen nichtleeren Schnitt haben. Zunéchst sei angenommen, dass eine
der beiden Partitionen aus nur einem Element besteht. Dann gibt es
eine Ecke unter vy, ..., vs, die als Konvexkombination der anderen dar-
gestellt werden kann. Beispielsweise sei vy darstellbar als:

Vo :)\1U1+)\202+)\3U3, )\1,)\2,>\3 2 O, )\1"‘)\2—'—)\3 =1.

Beschreibt man dies durch ein lineares Gleichungssystem, so erhélt man
nach Ausloschen trivialer Gleichungen:

1 1 1 A 1
1 -1 —1]-[x]=]1
1 1 -1 A3 1

Geht man davon aus, dass nicht vy sondern eine andere der Ecken als
Konvexkombination der anderen darstellbar ist, so muss in dem Glei-
chungssystem lediglich die rechte Seite mit der entsprechenden Spalte
getauscht werden. In allen Féllen erhélt man eine eindeutige Losung,
bei der zwei der Koeffizienten 1 und der iibrige Koeffizient —1 ist. Da
also stets einer der Koeffizienten negativ ist, kann keine der Ecken

v, - . ., U3 eine Konvexkombination der {ibrigen sein. Es folgt, dass die
Partitionen V; und V5 jeweils 2 Elemente enthalten und der Schnitt
von convV; mit convVs im Inneren der Seite conv{vy, ...,vs3} enthalten

ist. Insbesondere bedeutet dies, dass convl; und convV, selbst keine
Seiten sind. Daher ist P(Dsy,,S) nicht 2-nachbarschaftlich. Weil jedes
nachbarschaftliche Polytop auch 2-nachbarschaftlich ist folgt die Aus-
sage des Theorems.

O

Es ist leicht zu sehen, dass dieses Resultat fiir d = 2 nicht gilt. Fiir
d = 2 ist P(Ds,,S) ein 3-dimensionales Polytop, welches also nachbar-
schaftlich ist, wenn je |3/2] = 1 Ecke eine Seite kodiert. Tatséchlich
ist jede Ecke eine Seite.

So wie in Kapitel 6.1. fiir den Fall S = {a!,. .., a? z} ldsst sich hier
fiir den Fall S = {a!,...,a% z,az} vermuten, dass das Charakterpoly-
top nicht nachbarschaftlich ist. Dazu stellt man zunéchst fest, dass nur
die Betrachtung von d € {2,3,...,(n — 2)/2} relevant ist. Fiir d = 1
ist dim(P (D2, S)) = d + 2 = 3. Somit liegt Nachbarschaftlichkeit be-
reits vor, wenn jede Ecke eine Seite ist, was stets erfiillt ist. Fiir den
Fall d = n/2 hat P(Dsy,,S) Dimension (n+ 4)/2 und (n + 6)/2 Ecken
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und ist somit ein Simplex. Insbesondere ist das Charakterpolytop dann
nachbarschaftlich.

Ein weiterer Spezialfall scheint fiir d = (n — 2)/2 vorzuliegen, falls
4 1 n gilt. Fir diesen Fall ist P(Ds,,S) laut der Software Polymake
(d + 2)/2-nachbarschaftlich. Fiir alle weiteren Fille betrachte man die
folgenden Ecken:

cos(2m(2j — 1) -1/n)
cos(2m(2j — 1) -2/n)

V; = y

cos(27(2y _ 1)-d/n)
0
0

fur j € [(d+1)/2] falls d ungerade ist, bzw. j € [(d+2)/2] falls d
gerade ist. Des Weiteren betrachte man die folgenden Ecken:

cos(2m(j+1)-1/n

)
cos(2m(j +1)-2/n)
w; = : , je|d—1],
’ cos(2m(j 4+ 1) -d/n) jel ]
0
0
1 1 —1 —1
1 1 1 1
we=|: . W1 = : . Wgio = : . Wirs = :
d ) d+1 ] d+2 11 d+3 1
1 —1 1 -1
1 —1 —1 1

Erneut zeigt numerisches Berechnen einer Determinante wie im vor-
herigen Abschnitt, dass wy, ..., wsy3 affin unabhéngig sind und somit
die Ecken eines (d + 2)-dimensionalen Simplex bilden. Matlab liefert
beispielsweise fiir den Fall n = 50 und d = 20:

det(l o >%—0.27735-1067é0.
w1 wd+3

Um zu zeigen, dass P(Da,,S) nicht nachbarschaftlich ist, sind nun
wieder Koeffizienten g1, ..., pij@ay2)/2) = 0 und Ay, ..., Agy3 > 0, sowie
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ein € > 0 zu finden, sodass:

[ d+3

D myv = ) Ay =0,
j=1 j=1

L4£] d+3

Z /LJ:ZA]:]_ und >\17...,)\d+328.
j=1 j=1

Die Software LPSolve liefert fiir n = 50 und d = 20 die folgenden
Werte, die wieder auf 6 signifikante Stellen gerundet sind:

p = 0,825453 - 1072y = 0,666691 - 107" g = 0, 148774

s = 0,208082 ps = 0,215333 te = 0,173196

w7 = 0,108531 ps =0,512285- 107" g =0,167182- 107"
pio = 0,306437 - 107> gy = 0,150014 - 1072

A =0,317009- 1071 Ay =0,121709-107° X3 =0,107754

A =0,121709-107° A5 = 0, 183790 ¢ = 0,121709 - 107°
A7 = 0, 218808 As = 0,121709-107° A9 = 0, 199102
Ao = 0,121709 - 107° Xy = 0, 141618 Mg = 0,121709 - 107°

Mg =0,775411- 107" A4 =0,121709 - 107° Ay5 = 0,309092 - 107+
Mg = 0,121709 - 107° A7 = 0,786766 - 1072 Mg = 0,121709 - 107°
Mg = 0,893056 - 1072 N\gg = 0,121709 - 107° Ay = 0,121709 - 1075
Ao = 0,121709 - 107° Ny = 0,121709 - 107°

e=0,121709 - 10~°

Diese Resultate bestéitigen zusammen mit der Software Polymake die
folgende Vermutung.

Vermutung 6.2.6. Sein gerade, 1 < d < % und S = {a', ... cat x ax).
Weiter sei d # ™52, falls 4 t n. Dann ist P(Day, S) nicht nachbarschaft-
lich.

Auch fiir diesen Fall sind im Folgenden die berechneten, gréfstmdoglichen
Werte von ¢ fiir einige Fille tabellarisch aufgelistet.
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d\n | 8 | 10 |12 | 14

2 0,125 0,7295-10"1 [ 0,3868 - 1071 [ 0,2120 - 10T
3 0,111111 0,2205-10"T [ 0,5947 -10~% | 0,2061 - 102
4 — — 0,7692-10"T [ 0,2740 - 10T
5 — — 0,7143-10°1 [ 0,7612- 1072
d\n | 16 |18 | 20 | 22

2 0,1235-10"1 [0,7618-10"% [0,4939-10"% ] 0,3338 - 1072
3 0,8478-1072 [0,3942-10~2 | 0,2009 - 10~2 | 0,1100 - 103
4 0,7874-1072 10,2550 - 1072 | 0,9516 - 10~2 [ 0,3990 - 103
5 0,1205-1072 [ 0,2676-10"2 | 0,7480-10~* | 0,2465 - 1074
6 0,5556 - 10~1 [ 0,1311-10"F [ 0,2355-10"% | 0,5171 - 1073
7 0,5263-10"1 [0,3503-10"2 | 0,3678 - 10~2 | 0,5742 - 10~ *
8 — — 0,4348 - 1071 | 0, 7248 - 102
9 — — 0,4167-10"T [ 0,1897 - 102
d\n || 24 | 30 | 34 | 40

2 0,2336-107210,9380-1072 [ 0,5644 - 1073 [ 0,2922 - 1073
3 0,6377-10"*[0,1601-10~* | 0,7426 - 10~° | 0,2755 - 10~°
4 0,1835-1072 [0,2649-10~* | 0,9182-10"° | 0,2366 - 10~°
5 0,9195-107° [0,7992-107% [0,2109 - 1075 [ 0,3844 - 107"
6 0,1381-1072 [ 0,5791-10"° | 0,1074-107° | 0,1284-107°
7 0,1175-10"* | 0,2724-107% [ 0,3740-10=7 | 0,3085 - 10~®
8 0,8962-1072 [ 0,7053-10"° | 0,6085-107% [ 0,2996 - 10~7
9 0,1422-107% [ 0,5071-10"% [ 0,3079- 107 | 0,1003 - 108
10 [0,3571-10°1 [0,4943-10"* | 0,1533-10"° | 0,2542- 10"
11 [ 0,3448-10°1 [0,5801-10"° [ 0,1142-107% [ 0,1167 - 1078
12 | — 0,2887-10"2 [0,1968 - 10~ | 0,7700 - 107
13 | — 0,7403-1072 [0,2343-107° | 0,4929 - 10~8
14 | — — 0,1988-10"%2 [0,9383-107°
15 | — — 0,5071-1073 | 0,8883- 10"
16 | — — — 0,6403 - 10~ *
17 | — — — 0,1047 - 1071
18 | — — — 0,2083- 1071
19 | — — — 0,2041-1071T
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7. ZUSAMMENFASSUNG DER RESULTATE

Aufgrund der vielen verschiedenen Félle die im Zuge dieser Arbeit be-
trachtet wurden ist an dieser Stelle eine Ubersicht der wichtigsten an-
gewandten Resultate angebracht.

e Korollar 5.2.6.:
Fiir das Charakterpolytop P := P(Z/NZ,{—d,...,d}) mit
d| N gilt:

N
xcpsp(P) < 3dlog, (E) :

e Theorem 5.2.7.:
Fiir das zyklische Polytop P := C(N,2d) mit d | N gilt:

N
xcpgp(P) < 3dlog, (E) :

Dies folgt, weil C(N,2d) und P(Z/NZ,{—d,...,d}) kombina-
torisch dquivalent sind.
e Lemma 5.3.1. und Theorem 4.17.:

xeup(C(N,2d)) = Q (min {N, (d+ 1)2(d +2) }) .

e Theorem 6.1.1. und Theorem 6.2.1.:
Fiir das Charakterpolytop P := P(Dy,,{a’: i € [d]}) mit d | n
gilt:

xcpsp(P) < 3dlog, (g) :

e Theorem 6.1.2.:

Ist n ungerade, so hat P(Dy,,{z}) einen PSD-Lift der Grofe 2
e Korollar 6.1.4.:

Ist n ungerade, so gilt fiir P := P(ng {a € [d]}):

xerp(P) = 0 (mm{”;l, (L] + })

e Theorem 6.1.6.:
Ist n ungerade, d gerade und P := P(Ds,,{da, ..., a%,x}), so
gilt:

XCLP(P):Q(M{M (1%2] +1) (1% J+2)}>‘

2 7 2

e Theorem 6.2.2.:
Ist n gerade und ist & C {z,ax}, dann hat P(Dy,,S) einen
PSD-Lift der Grofe < 4.
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e Theorem 6.2.3.:
Ist n gerade, so gilt fiir P := P(Da,, {a': i € [d]}):

XCLP(P):Q(M{M (L%JH)(L%H?)})

2 7 2
e Theorem 6.2.5.:
Ist n gerade, 2 < d < 2 und § = {a',...,a%, 2} oder
S ={a',...,a% ax}, so ist P(Ds,,S) nicht nachbarschaftlich.
Des Weiteren wurden in dieser Arbeit die folgenden Vermutungen an-
gestellt:
e Vermutung 6.1.5.:
Ist n ungerade und d gerade, dann sind P(Ds,, {a': i € [d]})
und P(Z/*57,{-4,...,4}) kombinatorisch dquivalent.
e Vermutung 6.1.7.:
Ist n ungerade und 1 < d < "T_l ungerade, dann ist
P(Dqgy,,{a',...,a%,z}) nicht nachbarschaftlich.
e Vermutung 6.2.4.:
Sind n, d gerade, dann sind P(z/"27,{-%,...,4}) und
P(Dap,{a': i € [d]}) kombinatorisch dquivalent.
e Vermutung 6.2.6.:
Ist n gerade, 1 < d <

P(Dyy, {a, ... a% x,ax

und d # 252 falls 4 { n, dann ist
nicht nachbarschaftlich.

~— 3
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