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KAPITEL 1

Kiirzeste Wege

Das Ziel dieses Kapitels ist es, kiirzeste Wege in einem vorgegebenen Netzwerk zu
verstehen und zu berechnen.
Ein typisches Anwendungsgebiet der Bestimmung kiirzester Wege in einem Netz-
werk sind Navigationsgeréte.

BEISPIEL 0.1. Als einfiihrendes Beispiel fiir ein Netzwerk betrachten wir das (sehr
stark vereinfachte) Straflennetz(werk) zwischen den finf Stidten Koln (K), Ham-
burg (HH), Miinchen (M), Frankfurt (F) und Berlin (B):

HH 287
424
K
190 584
F
391
M

Die Zahlen geben hier die Entfernungen zwischen den Stddten an. Fin Ziel konnte
zum Beispiel sein, den kiirzesten Weg von Koln nach Berlin zu finden, welcher in
diesem Netzwerk auch leicht zu erkennen ist, wenn wir alle mdglichen Wege von
Koln nach Bonn aufzdhlen und uns dann den kiirzesten auswdhlen.

K— F— M— B:1165

K — F— B: 740

K — HH — B: 711

In grofleren Netzwerken sind kiirzeste Wege jedoch nicht so einfach zu finden. Man
kann dann in der Praxis nicht mehr alle M6glichkeiten ausprobieren, weil es davon
im Allgemeinen zu viele gibt, um dies in angemessener Zeit zu schaffen.

BEISPIEL 0.2. In folgendem Graphen haben wir 3n+1 Knoten, jedoch eine Anzahl

von Wegen zwischen s und t, die exponentiell in n ist.
Ungefihre Rechenzeit

ay as as G
(bei  bendtigten 107
Sekunden  pro  Aus-
§ e ¢ wertung eines Wegs):
n ‘Rechenzez’t
b, by by b, 20| 0,001s

40| 18 min
2 -2 -2 e 2=2" 60 | 36 J.
mogliche Wege 80 | 38 Mio. J.

Bevor wir uns mit mathematischen Methoden zur Bestimmung kiirzester Wege
beschéftigen konnen, miissen wir uns zunichst mit einigen Grundbegriffen vertraut
machen. Wir miissen vor allem definieren, was wir unter einem kiirzesten Weg
verstehen.
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1. Gerichtete Graphen

DEFINITION 1.1. Fin gerichteter Graph (Netzwerk) D = (V, A) ist ein Paar, beste-
hend aus einer endlichen Menge V', der Menge der Knoten von D, und aus einer
endlichen Menge

AC{(v,w) eV xV:v#uw},

der Menge der gerichteten Kanten von D.
Mit anderen Worten: Ein gerichteter Graph beschreibt eine irreflexive Relation auf
V xV.

DEFINITION 1.2. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph.
(1) PEine Kantenfolge P in D ist ein Tupel der Form

P = (v07a17U17 (12,’02, ) a’Whvnl)

mit den Eigenschaften vg,...,vm €V, a1,...,am € A und a; = (vi—1,v;)
firi=1,...,m. Der Knoten vy heifst Startknoten von P und der Kno-
ten v, heifft Endknoten von P. Wir sprechen auch von einer vg-vy,-
Kantenfolge.

(2) FEine Kantenfolge P heif$t einfacher vo-v,,,-Weg oder kurz Weg, falls

Hvos ... om}t =m+1
gilt, d.h. die in P auftretenden Knoten sind alle paarweise verschieden.
DEFINITION 1.3. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph. Eine Kantenfolge P in D
heifst (einfacher, gerichteter) Kreis, falls vo = vy, und
Hvo, ..., om}t =m
gilt.
DEFINITION 1.4. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph.
(1) FEine Funktion
l: A—R,

heifst Kantenldngenfunktion.
(2) Mt

((P) = Zﬂ(ai).

bezeichnen wir in Kurzschreibweise die Lange einer Kantenfolge P.
(3) Fiir zwei Knoten s und t in V definieren wir

dist(s,t) = inf{l(P) : P ist ein (einfacher) s-t-Weg}.

als den Abstand (die Distanz) von ¢ ausgehend von s.
(4) Ist eine Kantenfolge P ein (einfacher) s-t-Weg mit £(P) = dist(s, t), dann
heifst P ein kiirzester s-t- Weg.

BEMERKUNG 1.5.

(1) Es kann durchaus vorkommen, dass Kanten eine negative Linge besitzen.
Modernes Beispiel: Modellierung von Batterieverbrauch tiber Fahrtstre-
cken, und Verwendung von ,Aufladekanten um entsprechende Stationen
in das modellierte Netzwerk zu integrieren.

(2) Manchmal existiert kein Weg von s nach t und somit ist dist(s,t) = oo.
Dies erkldirt, warum wir in der Definition des Abstandes ein Infimum und
kein Mazximum angegeben haben.
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(3) Wenn es einen Weg von s nach t gibt, dann auch einen kiirzesten. Dieser
ist jedoch nicht notwendigerweise eindeutig.

(4) Die Distanz eines Knoten zu sich selbst ist, per Definition, immer gleich
Null: dist(s,s) = 0, weil P = (s) der eindeutige Weg von s nach s ist,
und dieser besitzt Linge Null.

(5) Da ein (einfacher) Weg P = (vg,a1,V1,...,0m,Um) durch die in ihm
enthaltenen Kanten eindeutig definiert ist, fassen wir P im Folgenden
oft vereinfachend als Kantenmenge (bzw. -folge) auf und schreiben dann

P={ay,...,a,} CA.

BEMERKUNG 1.6. Manchmal verwenden wir in Vorlesung und Ubung die folgende
vereinfachende Notation: Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph. Mit RV (bzw. R*)
bezeichnen wir den Vektorraum der Funktionen von V' (bzw. A) nach R, also

RY = {f: V = R: f Funktion} wund analog
RA = {f: A— R : f Funktion}
RV*A = {f: V x A= R: f Funktion}

2. Potentiale

Wie kann man beweisen, dass ein gegebener Weg von s nach ¢ tatséchlich ein
kiirzester s-t-Weg ist?

Schon gesehen: Alle s-t-Wege aufzuzéhlen kann sehr ineffizient sein, da es exponen-
tiell viele Wege von s nach t geben kann.

Ziel dieses Unterkapitels: Eine alternative, viel effizientere Beweismethode finden.

Erste Hoffnung: Kiirzeste s-t-Kantenfolgen entsprechen stets kiirzesten s-t-Wegen.
Wir kénnten dann das Problem auf das Berechnen ersterer reduzieren, und miissten
in einer Beweisfithrung zur Minimalitét einer s-t-Kantenfolge nicht explizit gewahr-
leisten, dass in dieser keine Knoten doppelt auftreten.

Der verwendete Konjunktiv deutet aber schon daraufhin, dass dies leider nicht so
ist, wie folgendes Beispiel zeigt.

BEISPIEL 2.1. In dem Graph

ist dist(s,t) = 1—1+41 =1 (es existiert also ein kiirzester s-t-Weg), aber es existiert
keine kiirzeste s-t-Kantenfolge.

Das Problem in Beispiel 2.1 ist die Existenz eines gerichteten Kreises, der eine
negative Linge besitzt. Da dieser beliebig oft durchlaufen werden kann, existiert
keine kiirzeste s-t-Kantenfolge. Tatséchlich ist das Problem der Bestimmung eines
kiirzesten s-t- Weges in diesem Fall (vermutlich) nicht effizient losbar.

Die Behandlung dieser Frage geht jedoch iiber den Stoff dieser Vorlesung hinaus,
wird aber z.B. in ,,Algorithmen der linearen und diskreten Optimierung® umrissen?.

Ipir Neugierige: Die Fragestellung hingt mit dem Hamiltonpfadproblem zusammen und ist

dquivalent zur P = NP-Frage in der Informatik, deren Beantwortung mit 1 Mio. Dollar dotiert ist.
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Wenn man Kreise negativer Lénge nun ausschlieft, ist es immerhin stets moglich
in der Menge aller kiirzesten Kantenfolgen von s nach ¢ (sofern diese nicht leer ist)
einen Weg zu finden, wie der folgende erste Satz aussagt. Mehr noch ist dieser Weg
dann unweigerlich auch ein kiirzester Weg von s nach t. Andererseits iiberlegt man
sich leicht, dass nicht jede kiirzeste s-t-Kantenfolge ein Weg ist.

SATZ 2.2. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Lingenfunktion £ : A — R.
Angenommen alle gerichteten Kreise in D haben nicht-negative Linge und ange-
nommen es gibt einen s-t-Weg, d.h. dist(s,t) < co. Dann ezistiert eine kiirzeste
Kantenfolge mit Startknoten s und Endknoten t, die ein Weg ist.

Zuriick zur Ausgangsfrage: Wie beweist man, dass ein gegebener s-t-Weg P ein
kiirzester ist? Bzw. wie erkennt man, dass ein s-t-Weg P kein kiirzester ist?

Offensichtlicher, aber ggf. aufwindiger Beweis: Einen weiteren s-t-Weg angeben,
der kiirzer ist.

Effizienteres (lokales) Kriterium: Konzept der Potentiale:

Angenommen, ein s-t-Weg P hat die Léinge p(t) und es gibt einen Knoten ¢’ mit
(t',t) € A. Sei zudem P’ ein s-t’-Weg der Léinge p(t'). Falls die Ungleichung

p(t) = p(t) < (', 1))

nicht erfiillt ist, dann kann p(¢) nicht die Lénge eines kiirzesten Weges sein, weil die

Kantenfolge, die wir erhalten wenn wir die Kante (¢',¢) an P’ anhéngen nur Linge

p(t") + £((t',t)) hat. = Prinzip: Kiirzeste Wege bestehen aus kiirzesten Teilwegen.
P p(t)

S

DEFINITION 2.3. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kantenlingenfunktion
{: A — R. Eine Funktion p: V — R heifst Potential fiir D und £, falls die Unglei-
chung

p(v) — p(u) < L(a) fir alle Kanten a = (u,v) € A
gilt.
BEMERKUNG 2.4.

(1) Offensichtlich ist p =0 ein Potential, falls die Kantenlingenfunktion nur
nicht-negative Werte annimmdt.

(2) Mithilfe eines bekannten Potentials p kinnen wir eine nicht-negative Kan-
tenlingenfunktion ' erzeugen, so dass P ein kiirzester s-t-Weg bzgl. £’
ist, genau dann wenn P ein kirzester s-t-Weg bzgl. £ ist. Setze dazu
l(a) = £L(a) — p(v) + p(u) fir alle (u,v) € A.

BEMERKUNG 2.5. Fine fir das tiefere Verstindnis von Potentialen niitzliche Er-
kenntnis ist, dass im obigen Beispiel auch P’ kein kiirzester s-t'-Weg gewesen sein
muss, um P als nicht-kirzesten s-t-Weg zu zertifizieren. D.h. auch fir p(t') >
dist(s,t') kann p(t) nicht die Linge eines kiirzesten s-t-Weges sein, falls p(t) —
p(t") > L((t',t)), p also kein Potential ist.

Daraus erwdichst der Ansatz mit einem p zu starten, das die wahre Distanz von s zu
anderen Knoten hdchstens tberschitzt (also p(v) > dist(s,v) gilt fir alle v € V),
und dieses p sukzessive zu verbessern, bis es ein Potential ist. Wir werden auf diesen
Ansatz spdter noch einmal zuriickkommen.

SATZ 2.6. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit Kantenlingenfunktion £: A —
R. Ein Potential p: V- — R fiir D und £ existiert genau dann, wenn alle gerichteten
Kreise in D nicht-negative Linge besitzen.
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SATZ 2.7. (geometrische Modellierung kiirzester Wege mit linearen Ungleichungen)
Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph und £: A — R eine Kantenlingenfunktion.
Angenommen, alle gerichteten Kreise in D haben nicht-negative Ldnge. Seien s,
t € V und angenommen, fir alle Knoten v € V gilt dist(s,v) < oo. Dann gilt
die folgende Min-Max-Charakterisierung fir die Linge eines kiirzesten Weges von
s nach t:

dist(s,t) = min{l(P) : P ist s-t-Weg}

= max{p(t) —p(s) :p: V=R, p(v) —p(u) < l(a) fir alle a = (u,v) € A}
Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir ein Beispiel.

BEISPIEL 2.8. Wir wenden den Satz auf den Graphen

V3 = t
5 —2
s =1 4 V2
an. Man erhdlt
dist(vi,v3) = max p(v3)—p(v1)
p(v2) —p(v1) <4
p(vs) *P(Ul) <5
p(vs) - P(U2) < -2
p(v1),p(v2), p(v3) € R
= max (_]-aov 1)p

(_1?07 1)p S 5

Dabei kénnen wir das Potential p auch als Spaltenvektor

P1
p=|p| R
p3

schreiben, wobei wir dem Funktionswert p(v;) den Eintrag p; zuordnen. Auf diese
Notation wird bei der Modellierung im Operations Research hiufig zuriickgegriffen.
Dadurch wird noch deutlicher, dass durch die drei linearen Ungleichungen, die der
Vektor p erfiillen muss, ein geometrisches Gebilde im Raum R> beschrieben wird.
Der Vektor p = (0,4,1)7 erfiillt die drei linearen Ungleichungen. Mit Satz 2.7 ergibt
dies unmittelbar einen Beweis (ein Zertifikat) dafiir, dass es keinen s-t-Weg geben
kann, dessen Ldnge kiirzer ist als p(vs) — p(vi) = 1. Ebenso beweist der Vektor
p=(0,4,2)", dass es keinen s-t-Weg geben kann, der Linge < 2 gibt.

Satz 2.7 gibt also eine Antwort auf die einleitende Frage: Um zu beweisen, dass
ein s-t-Weg tatséchlich ein kiirzester Weg ist, geniigt es, ein Potential p: V — R
anzugeben, das ¢(P) = p(t)—p(s) erfiillt. Die Priifung, ob ein gegebener Vektor p ein
Potential ist, ist effizient moglich. Sie erfordert die Priifung von | A| Ungleichungen,
also i.A. viel weniger Arbeit, als das Aufzéihlen sdmtlicher s-t-Wege.

BEMERKUNG 2.9. FEin optimales Potential ist niemals eindeutig. Fiir jedes optimale
Potential p, ist auch p+ C fiir c € R ein optimales Potential.
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3. Berechnung kiirzester Wege

Viele Algorithmen sind bekannt. Der vielleicht Bekannteste ist Dijkstras Algorith-
mus (VL Informatik I, Effiziente Algorithmen), fiir den Fall ausschlieflich nicht-
negativer Kantenlédngen ¢ : A — R>.

Hier: Bellman-Ford Algorithmus, der beliebige Kantenléingen erlaubt, solange alle
Kreise nichtnegative Lénge besitzen — der Algorithmus erlaubt es dabei jedoch
praktischerweise auch, die Existenz von Kreisen negativer Lénge zu erkennen.

ALGORITHMUS 3.1. Algorithmus von Bellman und Ford

Eingabe : Gerichteter Graph D = (V,A), n=1|V|,s€V,{: A= R
Ausgabe : Funktionen do,...,d,: V = (RU{oc}), g: V\{s} =V
Setze dy(s) = 0.
Setze do(v) = 00 Vv € V' \ {s}.
for k=0ton—1do
di4+1(v) =dp(v) Yo eV
for (u,v) € A do
if di11(v) > di(u) + £(u,v) then
d41(v) = d(u) + £(u,v)
g(v) =u
end
end
end
if d,, # d,,—1 then
Ausgabe: ,Es gibt einen Kreis negativer Ldnge, der von s aus
erreichbar ist“.

end

ANMERKUNG. Streng genommen ist g auch fiir nicht von s aus erreichbare Knoten
nicht definiert.

BEMERKUNG 3.2. Es lohnt sich an dieser Stelle ggf. ein Blick zuriick auf Bemer-
kung 2.5. Man kann den Bellman-Ford-Algorithmus auch so darstellen, dass das
Terminierungskriterium gerade ist, ein Potential erzeugt zu haben (siehe u.a. Vor-
lesung ,Effiziente Algorithmen*).

SATz 3.3. Es gilt
di,(v) = min{l(P) : P ist s-v-Kantenfolge, die hichstens k Kanten enthdlt}.

SATZ 3.4. Nach Ablauf des Algorithmus von Bellman und Ford gilt d, = d,_1
genau dann, wenn alle von s aus erreichbaren Kreise nicht-negative Ldinge haben.

BEMERKUNG 3.5.
(a) Die Laufzeit des Algorithmus von Bellman und Ford ist proportional zu
V1Al < [V

(b) Falls alle von s aus erreichbaren Kreise nicht-negative Linge besitzen,
dann ist dist(s,v) = d,,—1(v) fiir alle v € V. Auflerdem sind

v,g(v%g(g(v)), RS

die Knoten eines kiirzesten s — v-Weges in umgekehrter Reihenfolge.
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Als abschliefende Bemerkung dieses Kapitels sei erwéiihnt, dass sich die Grundidee
der ,tabellenartigen“ Distanz- (oder allgemeiner Wert-) Berechnung noch stark
verallgemeinern und auf eine wesentlich breitere (und schwierigere) Klasse von Op-
timierungsproblemen anwenden lisst (dann jedoch hiufig nicht notwendigerweise
mehr mit einer polynomiellen Laufzeit). Das entsprechende Konzept heifit ,,Dyna-
mische Programmierung®, und wird z.B. in der Vorlesung ,, Algorithmen der linearen
und diskreten Optimierung“ kurz umrissen.






KAPITEL II

Fliisse in Netzwerken

In diesem Kapitel wenden wir uns Transportproblemen in einem Netzwerk zu. Das
Ziel wird sein moglichst viele Giiter zwischen zwei festgelegten Orten zu transportie-
ren. Das konnten z.B. Fliissigkeit in einer Pipeline, Strom in einem Energienetzwerk,
Autos in einem Strassennetz, oder Menschen in einem Flughafen sein.

Das Netzwerk sollte man sich vielleicht als ein System von Roéhren vorstellen, wo-
bei die zu transportierenden Giiter in jeder Rohre nur in eine Richtung flieSen
diirfen. Im Rohrensystem sind zwei Knoten ausgezeichnet, die Quelle s und die
Senke t. Nur an der Quelle kénnen Giiter in das Rohrensystem kommen und nur
an der Senke kénnen sie wieder entnommen werden. An jedem anderen Knoten der
Rohrensystems miissen ankommende und weitergeleitete Giiter im Gleichgewicht
sein. Jedes Rohr habe eine gewisse Kapazitiat. Nun ist die Aufgabe einen moglichst
groflen Fluss von s nach ¢ zu finden.

Dieses Optimierungsproblem wollen wir im Folgenden formalisieren.

1. Grundbegriffe

DEFINITION 1.1. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph. Seien s, t € V zwei
Knoten. Wir nennen s Quelle (engl. source) und t Senke (engl. terminal).

(1) PEine Funktion f: A — Rxq heifft s-t-Fluss, falls das Flusserhaltungsge-

setz
Yo fw= Y fo

a€din(v) agsout(v)
fir alle Knoten v € V' \ {s,t} erfillt ist, wobei
5§ (v) = {(w,v) € A:w e VY,
5 (v)) = {(v,w) € A:w e V}.
(2) Der Wert eines s-t-Flusses ist
vale(f) = Y f@- Y fl@) (= X f@- Y f@)
a€dovt(s) a€din(s) a€din(t) a€dout(t)

(3) Fin s-t-Fluss f heifst beschrinkt durch eine Kapazititsfunktion ¢: A —
R>o, falls f(a) < c(a) fir alle Kanten a € A gilt. Notation: f < c.

(4) Das Problem des Findens eines mazimalen s-t-Flusses (Maximum-Flow-
Problem) ist wie folgt definiert. Gegeben sei ein gerichteter Graph D =
(V, A), eine Quelle s € V, eine Senke t € V und eine Kapazititsfunktion
c: A — Rxq. Gesucht ist die Losung des Mazimierungsproblems:

max{ value(f): f: A — R ist s-t-Fluss, f < ¢}

13
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BEMERKUNG 1.2. Es ist klar, dass das Mazimum ezistiert, und einerseits (von
unten) durch 0 sowie (von oben) durch -, sour(s) c(a) beschrinkt ist.

BEISPIEL 1.3. Ein Flussnetzwerk mit value(f) € [0,3] fiir alle f < c.

2
3 1
S 1 X 1 t
1 2
2
FEin Fluss f mit value(f) = 3 (Notation: fo/ca)
1/2
3/3 1/1
1/3
s 1/1 0/1 et
0/1 2/2
1/2

Wie schon in Kapitel I wird eine Min-Max-Charakterisierung niitzlich sein. Das zum
Max-Flow-Problem zugehorige Minimierungsproblem ist das Min-Cut-Problem, wel-
ches wir nun definieren.

DEFINITION 1.4. Es sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s € V.
und einer Senke t € V.

(1) Die Teilmenge U C'V definiert die Schnitte

§™U) ={(v,u) €A:uecU, veV\U}, und
5N U) = {(u,v) € A:uelU,ve V\U}.
(2) Falls s € U und t € V\U ist, dann heiflen §"(U) und §°“(U) s-t-

Schnitte.
(3) Es seic: A— Rxq eine Kapazititsfunktion. Dann ist

Z c(a)

agseout(U)

c(6(U)) =

die Kapazitit des Schnittes §°*'(U). Analog kann man c(6"(U)) definie-
ren. Fs wird aber hier nicht benotigt.

(4) Das Problem des Findens eines minimalen s-t-Schnittes (Min-Cut-Problem )
ist wie folgt definiert. Gegeben sei ein gerichteter Graph D = (V, A), eine
Quelle s € V, eine Senket € V und eine Kapazititsfunktion c: A — Rxg.
Gesucht ist die Losung des Minimierungsproblems

min{c(0**(U)): U CV,scU, tcV\U}.

2. Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem

Wir kénnen nun das Max-Flow-Min-Cut Theorem von Ford und Fulkerson formulie-
ren, eine weitere Min-Max-Charakterisierung. Dieser Satz gehort zu den wichtigsten
Aussagen des Operations Research.



2. DAS MAX-FLOW-MIN-CUT-THEOREM 15

SaTz 2.1. (Maz-Flow-Min-Cut-Theorem; Ford-Fulkerson, 1954)
Es seien ein gerichteter Graph D = (V, A), zwei Knoten s,t € V und eine Kapa-
zitdtsfunktion c: A — R>qo gegeben. Dann gilt

max value(f) = min ¢(5°“*(U))
f ist s-t-Fluss UCvV
f<e seU, teV\U

Wichtiger Zusatz: Falls ¢ ganzzahlig ist, das heifit c(a) € Z fiir alle a € A, dann
gibt es einen ganzzahligen mazimalen s-t-Fluss f: A = Z>q.

Der Zusatz ist sowohl von theoretischer als auch von praktischer Bedeutung. In der
Praxis hat man es oft mit zu transportierenden Giitern zu tun, die man nicht teilen
kann, so dass man ausschliellich mit ganzzahligen Fliissen arbeiten mochte.

Wir werden Satz 2.1 in diesem Kapitel schrittweise beweisen. Wir beginnen mit
folgendem Lemma.

LEMMA 2.2. Es seien ein gerichteter Graph D = (V, A), zwei Knoten s, t € V
und eine Kapazititsfunktion c: A — R>q gegeben. Sei f ein s-t-Fluss, der durch c
beschrinkt ist. Sei U CV mit s € U,t € V\U, so dass 6°“*(U) ein s-t-Schnitt ist.
Dann gilt
(%) value(f) < c(6°""(U))
FEs gilt Gleichheit in (%) genau dann, wenn

f(a) = c(a) fiir alle a € §°“*(U),

f(a) =0 fir alle a € 5™ (U)
Ahnlich wie zuvor bei den kiirzesten Wegen suchen wir nun nach einem Kriterium,

mit dessen Hilfe wir feststellen kénnen, ob ein gegebener s-t-Fluss noch verbessert
werden kann.

DEFINITION 2.3. Es seien ein gerichteter Graph D = (V, A), s, t € V, eine Kapa-
zitdtsfunktion c: A — R>q, und ein s-t-Fluss f < c gegeben. Definiere den Resi-
dualgraph (bzw. das Residualnetzwerk) Dy = (V, Ay) durch
Ar={acA: f(a)<c(a)}ufate A f(a) >0}

wobei fiir eine Kante a = (u,v)

at = (v,u) und A7t ={a":a € A}
set.
BEMERKUNG 2.4. Die Kanten eines Residualnetzwerks Dy kénnen auch wieder

mit den durch den Fluss f in D implizierten Kapazititen versehen werden. Die
Kapazititsfunktion cy : Ay — R ist definiert durch

cla)— fla) , fallsaec A
cla) = .
f(a) , fallsa e A7 .
BEISPIEL 2.5. Ein Fluss f in D (links) und das zugehérige Residualnetzwerk Dy
(rechts).
1/2
2/3 1/1

1/3
s 0/1 0/1 »t — s t

1/1 2/2
1/2
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LEMMA 2.6. Seien D = (V,A), s, t € V, ¢: A — Rxq, und ein s-t-Fluss f < ¢
gegeben. Angenommen der Residualgraph Dy enthdlt keinen gerichteten s-t-Weg.
Sei U C 'V die Menge der Knoten, die in Dy von s aus erreichbar sind. Dann gilt

value(f) = c(6°“*(U)).
Insbesondere ist f nach Lemma 2.2 maximal.

Wir benétigen nun noch eine Definition, dann haben wir alle Werkzeuge zur Hand,
um Satz 2.1 zu beweisen.

DEFINITION 2.7. Seien D = (V,A), s, t € V, c: A — Rxq, und ein s-t-Fluss f < c¢
sowie das zugehorige Residualnetzwek Dy gegeben. Angenommen es gibt einen s-t-
Weg P in Dy. Definiere den charakteristischen Vektor xF: A= R durch

1, falls P die Kante a durchlduft,
xF(a) =< =1, falls P die Kante a=' durchliuft,

0, sonst.

BEMERKUNG 2.8. Man beachte, dass der s-t-Weg P in Definition 2.7 nicht sowohl
eine Kante a als auch a=' zugleich enthalten kann, da P sonst kein (einfacher)
Weg wdre.

3. Berechnung maximaler s-t-Fliisse

ALGORITHMUS 3.1. Algorithmus von Ford und Fulkerson (1955)

Eingabe : Gerichteter Graph D = (V,A), s,t € V, c: A = R
Ausgabe : Mazximaler s-t-Fluss f
Setze f =10
while 3 gerichteter s-t-Weg P in Dy do
| f=Ff+ext, wobei e > 0 mazimal gewdhlt, so dass 0 < f +ext < ¢ gilt
end

SATZ 3.2. Fulls c(a) € Q fir alle a € A, dann terminiert der Ford-Fulkerson
Algorithmus nach endlich vielen Schritten.

BEMERKUNG 3.3. Es gibt Beispiele mit c(a) € R, so dass der Algorithmus nicht
terminiert. (— siehe Schrijver - CO - Buch, 10.4a)

BEMERKUNG 3.4. Auch fiir rationale oder ganzzahlige Kapazititen kann die Anzahl
der Iterationen des Algorithmus von Ford und Fulkerson in seiner Ursprungsform
jedoch unnétig hoch werden. Wie das folgende Beispiel zeigt, liegt dies daran, dass
die Anzahl der Iterationen von der Wahl der Wege abhdngt, entlang derer der Fluss-
wert erhéht wird - und es fir diese Wahl keine Vorschrift gibt.

BEISPIEL 3.5.

10% 10k

10 10*
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Offensichtlich ist f = (f(a1), f(az), f(a3), f(as), f(as)) = (10*,10%,0,10%,10%) der
s-t-Fluss mit mazimalem Wert fiir dieses Netzwerk mit value(f) = 2 - 10%.

Aber: widhlt man die Wege im Ford-Fulkerson Algorithmus sehr ungiinstig, dann
wird der Wert des Flusses in jeder Iteration nur um 1 erhoht. Man konnte also
insgesamt bis zu 2-10* Iterationen durchfiihren, wie wir nun sehen werden (obwohl
man im ginstigsten Fall mit zwei Iterationen auskdme). Der Fluss wird immer
entlang der Schlangenlinien verbessert:

f1=1(0,0,0,0,0) Dy,:

f2:(1>07170a1) sz"

fs=1(1,1,0,1,1)  Dy,:

f4 = (27 17 17 1’2)

Und so weiter.

Losung dieses Problems (Dinits (1970), Edmonds-Karp (1972)): So etwas kann nicht
passieren, wenn die gewihlten s-t-Wege minimale Linge (bezogen auf die Anzahl
der Kanten) haben.

LEMMA 3.6. Es seien D = (V, A) ein gerichteter Graph, s,t € V zwei Knoten
und p(D) = dist(s,t) < co. Sei a(D) C A die Menge der Kanten, die in einem
kiirzesten s-t-Weg vorkommen. Definiere D' = (V, AUa(D)~Y). Dann gilt p(D’) =
w(D) und a(D") = a(D).
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Lemma 3.6 gilt fiir allgemeine gerichtete Graphen bei ausschlieBlichem Hinzufiigen
der Residualkanten zu Kanten auf kiirzesten Wegen. Im Fall eines Residualnetz-
werks fiigen wir nach einer Flusserhohung von f zu f’ jedoch nicht nur Kanten
hinzu, sondern entfernen auch mindestens eine (némlich alle saturierten Kanten,
d.h. jene, deren Kapazitit von f’ nun voll ausgenutzt ist). Dies kann jedoch erst
recht nicht zu kirzeren s-t-Wegen oder neuen kiirzesten s-t-Wegen fiihren. Die
Lénge kiirzester Wege kann also nur entweder gleich bleiben, oder ldnger werden,
aus u(D') = p(D) wird p(Djr) = (D).

KOROLLAR 3.7. Seien D = (V,A), s, t €V, c: A — R, und ein s-t-Fluss f < ¢
gegeben. Sei Dy = (V, Ay) der zugehirige Residualgraph, und angenommen, wir
erhohen f auf den Kanten eines kiirzesten Weges in Dy. Sei f' der neue s-t-Fluss
und Dy = (V, Ays) das zugehdrige Residualnetzwerk. Dann gilt j(Dy) > p(Dy).

Bei Gleichheit (u(Dy) = pu(Dy)) gilt zudem a(Dy) € a(Dy), ansonsten (im Fall
w(Dyr) > p(Dy)) konnen die neuen Kanten natiirlich Teil der neuen (jetzt langeren)
kiirzesten Wege sein. Dies geniigt um die Anzahl der Iterationen des Algorithmus
von Ford und Fulkerson wie folgt zu beschréinken.

SATz 3.8. Falls in jeder Iteration des Ford-Fulkerson Algorithmus ein kiirzester s-
t-Weg in Dy ausgewdhlt wird, betrdgt die Anzahl der Iterationen hochstens |V|-|A|.
Insbesondere ist sie unabhdngig von der Kapazititsfunktion.



KAPITEL III

Matchings in bipartiten Graphen

Motivation: Finden optimaler (injektiver, order ggf. sogar bijektiver) Abbildungen
bzw. eineindeutiger Zuordnungen. Zum Beispiel:

e WG-Zimmern zu Studierenden
e Terminal-Gates zu Flugzeugen
e Schichten zu Mitarbeitern
[ )

Dazu beschiftigen wir uns jetzt mit ungerichteten Graphen, also Graphen, deren
Kanten keine Orientierung besitzen. Die meisten Begriffe definiert man sehr d&hnlich
wie im gerichteten Fall, dennoch beginnen wir zunéchst mit etwas Notation.

1. Grundbegriffe

DEFINITION 1.1. Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E), bestehend aus
einer endlichen Menge V , der Menge der Knoten von G, und aus einer Menge

E C {{v,w} :v,w e V,v # w},

der Menge der ungerichteten Kanten von G. Mit anderen Worten, ein Graph G
beschreibt eine symmetrische, irreflexive Relation auf V x V.

5

3
V={1,...,5)

1 2 E= {{172}7{273}7{374}7{471}7{375}}

Man definiert nun die Begriffe Kantenfolge, Weg und Kreis genauso wie bei gerich-
teten Graphen. Ebenso schreiben wir manchmal wieder Funktionen f: E(V) — R
als f € RE(RY).

DEFINITION 1.2. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, und v, w € V.

(1) Die Knoten v und w heiffen benachbart (adjazent), falls {v,w} € E.
Dann heifst v Nachbar von w, und umgekehrt.

(2) Die Knoten v und w heiffen wegzusammenhingend, falls es einen v-w-
Weg gibt.

(3) Die Relation ,wegzusammenhingend® ist eine Aquivalenzrelation. Die zu-
gehorigen Aquivalenzklassen heiflen Zusammenhangskomponenten.

(4) Falls G nur eine Zusammenhangskomponente besitzt, so heifit G zusam-
menhéngend.

DEFINITION 1.3. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heif$t bipartit, falls es Teil-
mengen U, W CV gibt, so dass
(1) die Mengen U und W eine (Bi-)Partition von V' sind, d.h.
V=UUW, UnW =1,
(2) jede Kante von G genau einen Knoten aus U und einen aus W verbindet:

lenU|=lenW|=1 {firaleecE.

19
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BEISPIEL 1.4.

U W
Folgendes ist hingegen kein bipartiter Graph:

VAN

Tatsdchlich kann man zeigen, dass ein Graph bipartit ist, genau dann, wenn er
keinen Kreis ungerader Linge enthdlt.
2. Berechnung von Matchings mit maximaler Kardinalitét

DEFINITION 2.1. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.
(1) Fin Matching M in G ist eine Teilmenge disjunkter Kanten, das heifst

M C E ist ein Matching in G <= Ve, f € M,e# f: en f=10.
(2) Die Matchingzahl von G ist
v(G) = max{|M|: M C E ist Matching in G}.
(3) FEin Matching heifst perfekt, falls 2|M| = |V| gilt.

Im Fall einer Kante e = {v,w} € M, M Matching, sagen wir auch, dass v und w
(M -)iiberdeckt sind.

BEISPIEL 2.2. In folgendem Graphen G gilt v(G) = 2, und er besitzt kein perfektes
Matching.

Wie schon im vorherigen Kapitel fassen wir einen Weg P = (vg, €1, 01, - - -, €m, Um)
eindeutig als eine Teilmenge der Kanten von G auf und schreiben vereinfachend
P={e,...,em} CE.

DEFINITION 2.3. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und es sei M C E ein
Matching in G. Ein Weg P C E heiffit M-augmentierend, falls die folgenden zwei
Bedingungen erfillt sind:
(1) Weder Startknoten v noch Endknoten vy, von P werden von M dberdeckt:
fiir alle e € M gilt vg & e und v, € e.

(2) Die Kanten ey, ...,en von P sind alternierend nicht aus M und aus M :
€1 ¢M7 €2 €M7 63¢M7 cees Em—1 EM; €m ¢M
eM eM

e M ¢ M ¢ M
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LEMMA 2.4. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und es sei M C E ein
Matching in G. Sei P C E ein M-augmentierender Weg. Dann gilt:

(1) |P| ist ungerade.
(2) Die symmetrische Differenz

M' = MAP = (M\ P)U(P\ M)
ist ein Matching in G mit |M'| = |[M| + 1.

SATZ 2.5. Es sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph und es sei M ein Mat-
ching in G. Dann hat M maximale Kardinalitdt genau dann, wenn es keinen M -
augmentierenden Weg in G gibt.

Satz 2.5 zeigt unmittelbar, dass der folgende Algorithmus korrekt ist.

ALGORITHMUS 2.6. Bestimmung eines Matchings mazximaler Kardinalitdt

Eingabe : Ungerichteter Graph G = (V, E)
Ausgabe : Matching M C E mit v(G) = |M]|

M=10

while M -augmentierender Weg P do
| M= MAP.

end

Der Algorithmus lésst jedoch offen, wie man einen M-augmentierenden Weg findet.
Wenn man in den Beweis von Satz 2.5 schaut, dann erkennt man, dass dieser kein
brauchbares Verfahren dafiir liefert: Um einen M-augmentierenden Weg zu konstru-
ieren, verwendet man die Existenz eines Matchings M’ das mehr Kanten enthilt als
M. Ein solches Matching wollen wir aber gerade mit Hilfe eines M-augmentierenden
Weges finden. Wie also aus diesem Henne-Ei-Problem entkommen?

e Hier: Fall G bipartit

e Allgemeiner Fall: | Bliitenschrumpf*-Algorithmus von Jack Edmonds, sie-

he Vorlesung , Effiziente Algorithmen“ oder Lehrbiicher.

DEFINITION 2.7. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V. =U U W
und M C E ein Matching in G. Definiere den (gerichteten) Residualgraph Dy, =
(V, Apr) durch

Ay ={(u,w) e U x W : {u,w} € E\M}U{(w,u) e W x U : {u,w} € ENM}.

Der Residualgraph D), entsteht also aus dem Originalgraph G, indem man die Kan-
ten E mit einer Richtung versieht. Wenn man den bipartiten Graph G so zeichnet,
dass auf der linken Seite die Knotenmenge U und auf der rechten Seite die Kno-
tenmenge W ist, dann wird eine Kante {u,w} € E zu einer , Vorwirtskante“, wenn
sie nicht zum Matching M gehort und sonst zu einer , Riickwértskante.
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SaTz 2.8. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V.= U UW und
M C FE ein Matching in G. Seien Uy C U, Wiy C W die Knoten, die nicht von
M dberdeckt werden. Dann entspricht jeder gerichtete Weg von einem Knoten in
Unr zu einem Knoten in Wy einem M -augmentierenden Weg und umgekehrt.

Algorithmische Umsetzung: Finde kiirzeste Wege zwischen je zwei Knoten in Uy
und Wy (z.B. mit mit Bellman-Ford), wobei ¢: Ay — Z , ¢(a) = 1 gesetzt wird.
Dies fithrt zu einer polynomiellen, jedoch nicht bestmoéglichen Laufzeit. Besser:
Fiihre Augmentierungen auf einer maximalen Menge knoten-disjunkter Pfade glei-
cher Linge auf effiziente Weise ,,auf einmal® durch (Ansatz von Hopcroft und Karp).

3. Das Matchingtheorem von Konig

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Min-Max-Charakterisierung fiir die Matchingzahl
v(G) eines bipartiten Graphen G zu finden.

DEFINITION 3.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

(1) Eine Teilmenge C C 'V heifit Knoteniiberdeckung von G, falls jede Kante
einen Knoten aus C enthdlt, d.h.

Vee E:|CNe|l>1.
(2) Die Knoteniiberdeckungszahl von G ist definiert als
7(G) = min{|C| : C C V ist Knoteniiberdeckung von G}.

@

SATZ 3.2. (Das Matchingtheorem von Kénig, 1931)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann ist die Matchingzahl von G gleich der
Knoteniiberdeckungszahl von G, d.h.

v(G) =7(G).

BEMERKUNG 3.3. Im Beweis sieht man, dass die Ungleichung v(G) < 7(G) nicht
nur fir bipartite Graphen sondern auch fir allgemeine Graphen gilt. Dagegen gilt
die andere Ungleichung v(G) > 7(G) im allgemeinen Fall nicht, wie man sich am
Beispiel eines Dreiecks verdeutlicht. Desweiteren gibt der Beweis ein konstruktives
und effizientes Verfahren an, um eine optimale Knoteniiberdeckung fir bipartite
Graphen G zu bestimmen.

KOROLLAR 3.4. (P. Hall, 1955)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V.= U UW. Dann gilt v(G) =
|U| genau dann, wenn fiir alle Teilmengen X C U gilt

IT(X)|:={weW :{z,w} € E,x e X} >|X]|.

Aus dem Satz von Hall folgt unmittelbar der sogenannte Heiratssatz, der Aufschluss
dariiber gibt, unter welchen Voraussetzungen ein bipartiter Graph ein perfektes
Matching besitzt.

KOROLLAR 3.5. (‘Marriage Theorem’, nach H. Weyl, 1949)

Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Sei V.= UUW eine Bipartition. Dann gibt es
ein perfektes Matching in G genau dann, wenn |U| = |W| ist und fiir jede Teilmenge
X CU gilt IT(X)| > |X].
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4. Matchings mit maximalem Gewicht: Die ungarische Methode

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit Graphen, bei denen die Kanten Gewichte
besitzen. Ziel wird es sein, ein maximales gewichtetes Matching zu bestimmen.

DEFINITION 4.1. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph und w: E — R eine
Gewichtsfunktion.

(1) Fiir M C E definiere
w(M) =" wle)
eeM
als das Gewicht von M.
(2) Die gewichtete Matchingzahl von G und w ist
Uy(G) = max{w(M) : M C E Matching in G}.

DEFINITION 4.2. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, w: E — R eine Ge-
wichtsfunktion, und M C E ein Matching. M heifit extrem (fir G und w), falls
fiir alle Matchings M' C E mit |M'| = |M]| gilt, dass w(M') < w(M).

DEFINITION 4.3. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, w: E — R eine Ge-
wichtsfunktion, und M C E ein Matching. Definiere die Lingenfunktion £y;: E —
R durch

_Jw(e), fallseec M
bule) = {w(e), falls e & M.
Fiir P C FE definiere
Ou(P) =Y Lue).
ecP

SATZ 4.4. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph, w: E — R eine Gewichts-
funktion, und M C E ein extremes Matching fir G und w. Sei P C E ein M-
augmentierender Weg minimaler Linge bzgl. £pr. Dann ist auch M’ = MAP ein
extremes Matching fir G und w.

ALGORITHMUS 4.5. , Ungarische Methode* von Egervdry (1931)

Eingabe : Ungerichteter Graph G = (V, E), w: E — R Gewichtsfunktion
Ausgabe : v, (G)
My=10
k=1
while My, -augmentierender Weg do
Wihle My_1-augmentierenden Weg P mit minimaler Linge bzgl. Ly, .

M, = M_1AP
k=k+1
end

output max{w(M;) :i=0,1,...,k—1}.

SATZ 4.6. Algorithmus 4.5 ist korrekt, d.h. berechnet tatsichlich vy, (Q).

Auch hier bleibt wieder zu kliren, wie wir fiir einen bipartiten Graphen G =
(V, E) mit Partitionen V' = U U W, und ein Matching M C E, jeweils einen M-
augmentierenden Weg mit minimaler Liange bzgl. £, finden.

Dazu betrachten wir wieder den Residualgraph Dy = (V, Apy) (nun mit M =
Mj,_1) und versehen ihn, folgend Definition 4.3, mit der auf Ay, erweiterten Kan-
tenldngenfunktion ¢, : Ay — R, definiert durch

gl]\/[((a’ b)) = KM({av b})
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Nun entspricht die Bestimmung eines M}, _;-augmentierenden Weges mit minimaler
Lange bzgl. {5, , wieder dem Finden einen kiirzesten Weges von Ups nach Wyy.
Dieser kann wie bisher bestimmt werden, da Dy, keine gerichteten Kreise negativer
Lénge besitzt, wie der folgende Satz zeigt:

SaTz 4.7. Sei nun G = (V, E) ein bipartiter Graph und w: E — R eine Gewichts-
funktion. Sei M C E ein extremes Matching fiir G und w. Dann besitzt der Re-
sidualgraph Dy mit Kantenldngenfunktion ¢p; keine gerichteten Kreise negativer
Linge bzgl. .
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Einfiihrung in die konvexe und
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KAPITEL IV

Konvexitat

Viele Optimierungsprobleme des Operations Research lassen sich als konvexe bzw.

als lineare Programme formulieren.

Gegeben: c € R", ay,...,a;, € R by,....b, €R

Gesucht: max{c'z : x € R", a]Tx <b, firalle j =1,...,m}

Der Vektor ¢ definiert die (lineare) Zielfunktion = + ¢' . Die linearen Ungleichun-

gen aJT-x < b; sind die Nebenbedingungen.
Notation: Az < b mit A € R™*™ b e R™, und

T
—a —

A=

—a

BEISPIEL 0.1. Mazimum-Flow Problem:

max (1,1,0,0,0)T f

max f1 + fa
ax a4 fi.-.-f5 €ER>g
s ; fifo fa fs <1000
f3<1
“ a5 s+ fa=h
f2+f3:f5

e Rgo
1
1
1
-1
1
-1

-1
1
1

-1

-1
1

-1
1

Auch die Bedingungen f; > 0 lassen sich hier noch in die Matrixform einbauen.

Ziel:

e Finde geometrische Beschreibung der Menge {z € R™ : Az < b} der

zuléssigen Losungen.

100
100

100
100

o O O

e Finde geometrische Erklirung fiir / von allgemeine/n Min-Max-Charakterisierungen.
e Verwende geometrische Beobachtungen, um Algorithmen fiir lineare Pro-

gramme zu entwerfen.

BEIspPIEL 0.2.
1 1

1 -1
A_—ll’

-1 -1

b:

Geometrische Darstellung von {x € R? : Az < b}:

27
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T2

Z 1 I1
h ajz =1

Dies ist ein (konvezes) Polyeder.

Hiufig in der Modellierung praxisnaher Optimierungsprobleme: Nicht-Negativitéts-
bedingungen. — Erweiterung der linearen Algebra iiber R durch diese.

1. Grundbegriffe aus Topologie und Geometrie

Generalvoraussetzung: Sei F ein n-dimensionaler euklidischer R-Vektorraum mit
Skalarprodukt (z,y) und Norm ||z|| = /(x,x). Aus der linearen Algebra ist be-
kannt, dass wir durch Auswahl einer Orthonormalbasis von F annehmen kénnen,
dass E =R" und (z,y) = 2"y ist.

DEFINITION 1.1. (a) Die Kugel B(z,r) mit Mittelpunkt € R™ und Radius
r > 0 ist definiert als

Bz, r) ={y e R" : [l —y[| <7}.

(b) Sei A C R™ eine Menge. Ein Punkt x € A heifit innerer Punkt von A,
falls es ein e > 0 gibt mit B(x,e) C A. Das Innere von A ist

int A= {x € A:x innerer Punkt von A}.

Die Menge A heif$t offen, falls A =int A ist.
Die Menge A heifst abgeschlossen, falls R™\ A offen ist.
Der Abschluss von A ist

A= N B.

BDA,B abgeschlossen

A~ A~
[*"¢]
NN AN

@

(f) Die Menge A heifit kompakt, wenn jede Folge (x;);cn bestehend aus Ele-
menten aus A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A besitzt.
(g) Die Menge A heifit beschrinkt, falls ein v > 0 existiert, so dass A C
B(0,r).
BEMERKUNG 1.2. FEs gilt:

(i) Die Menge A ist abgeschlossen < jede konvergente Folge (x;)ien mit x; €
A besitzt Grenzwert lim;_,o x; € A.
(ii) A ist kompakt < A ist abgeschlossen und beschrdinkt.

DEFINITION 1.3. Sei A C R™. Der Rand von A ist definiert als
OA={zxeR":Ve >0: B(x,e) N A# D und B(z,e) N (R™\ A) # 0}.

BEMERKUNG 1.4. Es gilt:

(i) Der Rand OA von A ist abgeschlossen.
(i) A= AUOA und 0A = A\ (int A).
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2. Konvexe Mengen und konvexe Funktionen

DEFINITION 2.1. Seien x1,...,xny € R™. Dann isty € R™ eine Konvexkombination
von Ty,..., TN, falls
N N
yZZaixi mit aq,...,an >0 und Zaizl.
i=1 i=1

BEISPIEL 2.2. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist eine Konvexkombination der drei
Eckpunkte.
T3

Ty x2
1 1 1
y 55171 +§x2+73x3

DEFINITION 2.3. Eine Menge C C R”™ heifst konvex, wenn jede Konverkombination
von Punkten aus C wieder einen Punkt aus C ergibt (die Menge C also unter der
Bildung von Konvezkombinationen abgeschlossen ist), das heifit

N N
VN € NVzy,...,zy € CVay,...,any >0: Zaizl éZaixi eC.
i=1 i=1
DEFINITION 2.4. (konveze Hiille) Sei A C R™. Die konvexe Hiille von A ist
conv(A) = m B.

BDA
B konvex

Da der Durchschnitt von konveren Mengen wieder konvex ist, handelt es sich bei
conv(A) um die inklusionsminimale konvere Menge, die A enthilt.

BEISPIEL 2.5. A = (8) , (é) , G) conv(A)

Eine alternative Charakterisierung der konvexen Hiille bietet nachfolgender Satz.

SATZ 2.6. Sei A CR™. Dann gilt
N N
conv(A)={y e R":IN e N, z1,...,2y € A,1,...,aN > O,Zai =1l:y= Zaixi}.
i=1 i=1

Das heifit, conv(A) besteht aus allen Konverkombinationen der Elemente von A.

DEFINITION 2.7. Seien z,y € R™ Punkte, dann ist
[z,y] = conv{z,y} ={(1 — o)z +ay: a €[0,1]}

die Verbindungsstrecke zwischen x und y.
[z, 9]

T

SATZ 2.8. FEine Menge C C R™ ist konvex < Va,y € C: [z,y] C C.
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BEISPIEL 2.9. (a) ist keine konveze Menge.

(b) Sei |l -||: R™ = Rxq eine Norm, und
K={zeR":|z|| <1}

die zugehorige Einheitskugel.
Behauptung: K ist konvex.

Beweis: Seien z,y € K, a € [0,1]. Dann ist
[(1-a)z+ayl| < [(1-a)z|+]ay| =(1-a) |lz]| + o[y <(1-a) 1+a-1=1
—~
<1 <1
Jede Konvexkombination ist also wieder in K.

DEFINITION 2.10. Sei C' C R™ eine konvere Menge. Fine Funktion f: C' — R heifst
konvex, wenn ihr Epigraph, der durch

epi f == {(z,8) € C xR : f(x) < p} CR"!

definiert ist, eine konvexe Menge ist.

BEMERKUNG 2.11. Die Funktion f aus Definition 2.10 heifst konkav, wenn —f
konvez ist.

SaTz 2.12. (Ungleichung von Jensen)
Sei C' C R™ konvez. Fine Funktion f: C — R ist genau dann konvez, wenn fir alle
x, y € C und alle a € [0,1] stets die Ungleichung

f(A=a)z+ay) <(1-a)f(z) +af(y)

gilt.

DEFINITION 2.13. Es seien C C R™ eine konvere Menge und f: C — R eine
konvexe Funktion. Diese definieren ein konvexes Optimierungsproblem

inf{f(z): z € C}.

Die Menge C' heifit die Menge der zuldssigen Lisungen, die Funktion f heifit Ziel-
funktion des konvexen Optimierungsproblems.

Viele Optimierungsprobleme kénnen als konvexe Optimierungsprobleme formuliert
werden (siehe z.B. Vorlesung ,,Konvexe Optimierung*).
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SATZ 2.14. Seien C C R™ eine konvexe Menge und f: C'— R eine konvexre Funk-
tion. Angenommen, xg € C ist ein lokales Minimum des konvexen Optimierungs-
problems inf{f(x) : x € C}, d.h. es gibt ein € > 0, so dass

f(xo) =inf{f(x) : 2 € CN B(xg,e)}
gilt. Dann ist xo auch ein globales Optimum, d.h. es gilt
f(zo) =inf{f(x):z € C}.

Satz 2.14 hat weitreichende Konsequenzen insbesondere fiir algorithmische Ansétze
zur Losung konvexer Optimierungsprobleme:

(1) Sog. Abstiegsverfahren finden globale Minima iiber eine Folge von Punkten
X1, Ta, T3, € C mit f(xy) > f(x2) > flzs) > .. ..
(2) Garantieren der Eigenschaft x; € C' kann algorithmisch jedoch schwierig

sein.
DEFINITION 2.15. (1) Der Punkty € R™ heift affine Kombination der Punk-
te x1,...,xny € R", falls es aq,...,an € R gibt, so dass

N N
1:Zai und y:Zaixi.
i=1 i=1

(2) Die Punkte x1,...xn € R™ sind affin unabhingig, falls

N N
Vaq,...,ay ER:Zaiz(), Zaimi:() =a;=...=ay =0.
i=1 i=1
Alternativ:
N N
Vaq,...,ay ERZZO[,’ :O,ézale#o oder ay = ...=ay = 0.
i=1 i=1
. 1 1 1o . .
Oder: Die Vektoren el el € R™™* sind linear unabhdngig.
1 N

BEISPIEL 2.16. Drei Punkte in der Ebene, die nicht alle auf der selben Gerade
liegen, sind affin unabhdngig.

€3
[ ]

el
U
Z1

Vier Punkte in der Ebene sind hingegen nie affin unabhdngig.

X2
[ ]

[ JRt
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DEFINITION 2.17. FEine Menge A C R™ heifst affiner Unterraum, falls jede affine
Kombination von Punkten aus A wieder einen Punkt in A ergibt (die Menge A also
unter der Bildung von affinen Kombinationen abgeschlossen ist), das heifst

N N
VN € NVzqy,...,zy € AVaq,...,ay €R: Zaizl #ZaixieA.

i=1 i=1

BEMERKUNG 2.18. Affine Unterrdume sind konvex.

Affine Unterrdume der Dimension 0 sind Punkte.
Affine Unterrdume der Dimension 1 sind Geraden.
Allgemein: Affine Unterrdaume sind Hyperebenen. Mehr dazu im ndchsten Abschnitt.

DEFINITION 2.19. Die affine Hiille einer Menge A C R"™ ist definiert als

aff(A) = N B.

BDA,B affiner Unterraum
SATZ 2.20. Fiir die affine Hiille einer Menge A C R™ gilt:

N N
aff(A) = yER":3]\7EN,xl,...,xNEA,ozl,...,ozNGR,Zaizl:y:Zaixi
i=1 i=1

DEFINITION 2.21. Sei A C R™. Die Dimension von A ist
dim A = dimaff(A) = max{N — 1 : zy,...,zny € A affin unabhdingig}.

BEMERKUNG 2.22. Fir A C R" ist stets dim A < n, weil rang [xl xl ] <
1 e N

n+1. Falls A =0 setzen wir dim A = —1.

DEFINITION 2.23. Seien z1,...,zx € R™. Dann ist y € R™ eine konische Kombi-

nation von x1,...,xN, falls es ay,...,an > 0 gibt, so dass

N
Yy = E ;2.
i=1

DEFINITION 2.24. FEine Menge C' C R™ heifit konvexer Kegel, falls fiir alle o, 8 € R,
a, B >0 und fir alle x,y € C gilt:

oz + py € C.

D.h. C ist unter der Bildung von konischen Kombinationen abgeschlossen.

DEFINITION 2.25. (konische Hiille)
Sei A C R™. Die konische Hiille von A ist

cone(A) = ﬂ B.

BDA
B konvezer Kegel

SATZ 2.26. Sei A CR"™, dann gilt
N
cone(A)={yeR": INeN,ay,...,ay >0,21,...,. 2y EA: y= Zaixi}
i=1
DEFINITION 2.27. Ein konvexer Kegel C C R"™ heifit endlich erzeugt, falls es
T1,...,xn € R™ gibt mit
C = cone{zy,...,zN}.
Wir sagen auch umgekehrt: C = cone{x1,...,xn} ist der durch 1, ...,y erzeugte
Kegel C C R™.
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BEISPIEL 2.28. Der nichtnegative Orthant
Ry ={r€R": 21 >0,...,2, > 0} = cone{ey,...,en}
ist ein endlich erzeugter Kegel.
BEISPIEL 2.29. Der , Lorentzkegel® oder ,ice cream cone*
Lt = {(z,t) e R™ 1 |z <t}

ist ein konvexrer Kegel — aber nicht endlich erzeugt.
t

Z1

T2

3. Trennungssitze

Sei C C R™, C # ), eine abgeschlossene, konvexe Menge.

Fundamentale Eigenschaft:
Jeder Punkt z ¢ C kann durch eine (affine) Hyperebene von C getrennt werden.

Trennung
nicht moglich.

Die Trennung funktioniert nicht nur im R™, sondern auch in allg. lokal-konvexen
topologischen Vektorrdumen. Siehe Funktionalanalysis: Satz von Hahn-Banach
Wir leiten im Folgenden einen konstruktiven Beweis dieser Eigenschaft her.

DEFINITION 3.1. Eine Menge H C R™ heifit (affine) Hyperebene, falls es einen
Vektor ¢ € R™\ {0} und ein 6 € R gibt mit

H={zcR":c'z =4}

H

DEFINITION 3.2. Die abgeschlossenen und konveren zugehdrigen Mengen
Hf ={zeR":c'z >4}
H ={zeR":c'z <4}

heifsen Halbridume.
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DEFINITION 3.3. Seien C, D C R". Fine Hyperebene H heiffit Trennhyperebene von
C und D, falls C C H- und D C HT (oder umgekehrt).

</
2

H

DEFINITION 3.4.
Sei C' C R™. Eine Hyperebene H heifit Stiitzhyperebene von C, falls C C H™ und
CNH#D.

C£> "
Frage: Wie findet man Trenn- bzw. Stiitzhyperebenen?

Antwort: Verwende metrische Projektion, d.h. die beste Approximation von z ¢ C
in C. Sei y € C eine metrische Projektion: Nutze dann aus, dass Stiitzhyperebene
von C an y gerade orthogonal zu (z — y) liegt. (Metrische Projektion bei affinen
Hyperebenen entspricht einer orthogonalen Projektion.)

&

LEMMA 3.5. Sei C C R™ abgeschlossen und konvex, C # 0, und z ¢ C. Dann gibt
es genau einen Punkt y € C' (bzw. genauer y € OC) mit der Eigenschaft

ly — =l = in{Jle — 2] : 2 € CY.

Dieser Punkt wird auch als metrische Projektion von z auf C bezeichnet; Notation:
y = wc(2). Dariber hinaus gilt fir alle x € C die Ungleichung

Z— T

b

BEMERKUNG 3.6. Manchmal ist es hilfreich, die Definition von m¢ auch auf Punkte
z € C zu erweitern: Wir setzen natirlicherweise mo(z) = z.

Satz 3.7. Sei C C R™ abgeschlossen, konvex, und C # (). Sei z ¢ C ein Punkt
aufSerhalb von C. Dann gibt es eine Trennhyperebene von {z} und C.

BEMERKUNG 3.8. Die tm Beweis konstruierte Hyperebene
H={zcR":c'e =6} mit c=z—y, §=c'y, y=rmc(2)

enthdlt y und ist somit eine Stitzhyperebene von C. Fine strikte Trennhyperebene

H von {z} und C, also mit z € H" und z ¢ H, C C H- und C N H =0, erhilt

man mit § € (cTy,c"z).

KOROLLAR 3.9. Sei C C R™ abgeschlossen, konvex, und C # 0. Die metrische

Projektion mo st Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1.
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SATZ 3.10. Sei C CR™, C' # 0 eine abgeschlossene und konvere Menge. Dann gibt
es fiir jeden Randpunkt y € 0C von C einen Punkt x ¢ C mit mc(x) = y.

KOROLLAR 3.11. Sei C C R™ eine abgeschlossene und konvere Menge, die micht
leer ist. Sei x € OC. Dann gibt es eine Stitzhyperebene H von C mit x € H.

4. Reprisentation konvexer Mengen

SaTz 4.1. Sei C C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Menge. Dann
gilt
C = N H-

H Stiitzhyperebene von C

Die Charakterisierung aus Satz 4.1 liefert eine duffere Darstellung einer konvexen
Menge, die z.B. verwendet werden kann, um zu iiberpriifen, ob ein Punkt in einer
konvexen Menge liegt. Die Nachfolgende liefert eine innere Darstellung, die man
etwa verwenden kann, um Punkte zu erzeugen, die innerhalb der Menge liegen.

DEFINITION 4.2. Sei C C R" eine konvere Menge. Ein Punkt z € C heifit Extrem-
punkt von C, falls fiir alle x,y € C mit z = ax + (1 — o)y und o € (0,1) stets
x =z =y folgt. Die Menge aller Extrempunkte von C wird mit ext(C) bezeichnet.

5 Extrempunkte oo- viele Extrempunkte

SATZ 4.3. (Minkowski; Krein-Milman)
Sei C CR"™ eine kompakte und konvere Menge. Dann gilt C' = conv(ext(C)).






KAPITEL V

Polyedertheorie und Lineare Optimierung

1. Polyeder und Polytope

Bereits gesehen (Satz IV.4.1): Fiir allgemeine Mengen C' C R™ nicht-leer, abge-
schlossen, und konvex gilt:

C= N H~

H Stiitzhyperebene von C

Auch (Satz IV.4.3 von Krein-Milman und Minkowski): Fiir allgemeine kompakte
und konvexe Mengen C' C R” gilt:

C = conv(ext(C))

Besonders wichtige Reprisentationen sind die, die eine endliche Beschreibung zu-
lassen.

DEFINITION 1.1. Eine Menge P C R"™ heifit (konvexes) Polyeder, falls es eine
Matriz A € R™*"™ und einen Vektor b € R™ gibt, so dass

P={zeR": Az < b}
gilt. Die Extrempunkte von Polyedern heiffen Ecken.

Ein Polyeder ist also darstellbar als Durchschnitt endlich vieler Halbraume. Ein Po-
lyeder entspricht somit aulerdem der Losungsmenge eines Systems linearer Unglei-
chungen und somit der Menge der zuldssigen Losungen eines Linearen Programms.

DEFINITION 1.2. Eine Menge P C R™ heifit (konvezxes) Polytop, falls es eine end-
liche Menge A ={x1,...,xN} gibt mit
P = conv(A).
Das heif3t, Polytope sind konvexe Hiillen endlich vieler Punkte.
SaTz 1.3. Sei P = {x € R" : Az < b} ein Polyeder und z € P. Bezeiche mit A, die

Teilmatriz von A, die genau die Zeilen enthdlt mit aiTz = b; (,aktive Ungleichungen
an z“). Der Vektor b, bezeichne die zugehirigen Eintrige von b. Dann gilt:

z ist eine Ecke von P < rang A, =n

KOROLLAR 1.4. Ein Polyeder P = {x € R™ : Ax < b} mit A € R™*™ hat héchstens
(™) (also insbesondere endlich viele) Ecken.

Wir studieren nun das Verhéltnis zwischen Polyedern und Polytopen etwas genauer.

Satz 1.5. (Minkowski)

Sei P C R™ ein beschrénktes Polyeder. Dann ist P die konvexe Hiille seiner endlich
vielen Ecken.

Mit anderen Worten: Ein beschranktes Polyeder ist ein Polytop.

37
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Wir wollen nun auch die Umkehrung zeigen: Ein Polytop ist ein beschrianktes Po-
lyeder. Dazu bendtigen wir noch ein Hilfsmittel.

DEFINITION 1.6. Sei A C R™. Dann heifst
A ={yecR": 2"y <1 fir allex e A}
die polare Menge von A.

LEMMA 1.7. Es seien A, B C R™.
(a) Bezeichne mit aA die Menge {ax : x € A} fir ein o € R. Dann gilt fir
a>0: )
Ay ==A°
(ad) =1
(b) Falls A C B, dann folgt B C A’.
(¢) (Bn) = B, wobei B,, = B(0,1) = {x € R" : 272 < 1} die n-dimensionale
Einheitskugel ist.
(d) Falls P = conv{xy,...,z} ist, dann folgt
P ={yecR":zx{y<1,...,2]y <1}
Sarz 1.8. (Weyl)
Ein Polytop ist ein beschrinktes Polyeder.

KOROLLAR 1.9. (Theorem von Minkowski- Weyl)
Sei P CR™. Dann gilt: P ist ein beschrinktes Polyeder < P ist ein Polytop.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch zwei weitere klassische Theo-
reme von Minkowski und Weyl zur endlichen inneren Darstellung von (eventuell
unbeschrénkten) Polyedern. Fiir die zugehorigen Beweise wird z.B. Kapitel 7 des
Lehrbuchs ‘Theory of linear and integer programming’ von A. Schrijver empfohlen.
SaTz 1.10. (Minkowski-Weyl fiir Kegel)
Ein konvezrer Kegel C C R"™ ist endlich erzeugt genau dann, wenn es eine Matriz
A € R™ ™ gibt mit

C={xeR": Az < 0}.
BEMERKUNG 1.11. Insbesondere ist ein endlich erzeugter Kegel also ein Polyeder,
und somit eine abgeschlossene und konvexe Menge.

SATz 1.12. (Minkowski-Weyl, allgemeine Form)
Eine Menge P C R"™ ist ein Polyeder, genau dann, wenn es Vektoren x1,...,xs €
R™ und y1,...,y: € R" gibt, so dass

P =conv{xy,...,xs} +cone{yy, ...,y }

gilt. Dabei bezeichnet
A+B={a+b:ac Abe B}
die Minkowski-Summe von zwei Mengen A, B C R™.

BEispIEL 1.13.

= @~
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2. Das Lemma von Farkas

In diesem Abschnitt leiten wir ein Losbarkeitskriterium fiir ein System von linearen
Ungleichungen her, das uns auch auch den Weg zur Dualisierung linearer Program-
me (im nachfolgenden Abschnitt) weist.

Vorab jedoch betrachten wir zur Einstimmung ein dhnliches Losbarkeitskriterium
fiir lineare Gleichungssysteme.

SATZ 2.1. Sei Ax = b mit A € R™*"™ b e R™ ein lineares Gleichungssystem. Dann
gilt:
JreR": Az =bePyecR™:y"A=0undy"b+#0

Satz 2.2. (Farkas Lemma)
Seien A € R™*™ b € R™ gegeben. Dann gilt:

Jx>0: Az =bofyeR™:yTA>0 und y'b <0

Das Lemma von Farkas ist ein Alternativsatz:
Entweder 3z > 0: Az =boder Jy: yTA >0, y'b < 0.

KOROLLAR 2.3. (Variante von Farkas Lemma)
Seien A € R™*™ b € R™ gegeben. Dann gilt:

JreR": Az <beofy>0:y"A=0,y'b<0

3. Lineare Optimierung / Lineare Programmierung / Dualitiit

DEFINITION 3.1. Fin lineares Programm (LP) in primaler Standardform ist ein
Mazximierungsproblem von der Form

sup ¢’z
(LP) Az < b,
r e R"”

wobei ¢ € R™, A € R™*™ b e R™ gegeben sind.

Geometrische Interpretation von (LP): Maximiere die lineare Funktion z + c'z

iiber dem Polyeder P = {x € R™ : Az <b}. Das heifit: Verschiebe eine zu ¢
orthogonale Hyperebene so weit in Richtung ¢, dass ihr Schnitt mit P gerade noch
nicht leer ist.
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Sprechweise:

x heifit giltige/zulissige Losung < x € P.

x heiBt optimale Losung < x € P und ¢'x = max{c'y : y € P}.

(LP) heiBit unbeschrinkt < sup{c'z : x € P} = +oo.

(LP) heifit ungiiltig/unzulissig < fz € P (dann ist sup{c'z : z € P} = —00).

SATZ 3.2. Sei mit dem Polyeder P = {x € R"™ : Ax < b} die Menge der zulissigen
Lésungen eines linearen Programms max{c'z : x € P} gegeben. Falls P nicht leer
und beschrinkt ist, so gibt es eine Ecke z von P, die eine optimale Ldésung des
linearen Programms ist, d.h. ¢'z > c"x fiir alle z € P.

Daraus ergibt sich ein offensichtlicher (aber i.A. sehr langsamer) Algorithmus zur
Losung von (LP), falls P beschréinkt ist: Bestimme alle Ecken x4, ..., 2; von P und
finde einen Index i mit CT9% >cla; Vi=1,... ¢t

Problem: Die Anzahl der Ecken kann sehr grofl werden. Eine Beschreibung des
n-dimensionalen Wiirfels

{zeR":-1<z;<1,i=1,...,n}

hat zum Beispiel nur 2n Ungleichungen, der Wiirfel aber 2" Ecken.

Bessere Algorithmen lernen wir im néchsten Kapitel kennen. In diesem Kapitel
beschéftigen wir uns zunéchst mit Optimalitdtsbedingungen und Dualitdtstheorie.

DEFINITION 3.3. Seien A € R™*" ¢ € R", b € R™ und das zugehirige (LP) in
Standardform gegeben. Wir nennen dieses Maximierungsproblem nun das primale
LP (PLP):
sup ¢'x
(PLP) Az <,
x e R”

Das zu (PLP) zugehdrige duale lineare Programm in (dualer) Standardform ist ein
Minimierungsproblem von der Form
inf b'y

ATy =c

y=>0

yeR™

(DLP)

SaTz 3.4. (schwache Dualitét)
Sei T zulissig fir (PLP) und § zulissig fir (DLP), dann ist

i < ng.
Die Beziehung gilt also insbesondere fiir ein Paar optimaler Liosungen x* und y*
fiir (PLP) und (DLP).

THEOREM 3.5. (starke Dualitét, von Neumann (1947))
Falls (PLP) und (DLP) beide zulissige Losungen besitzen, dann besitzen beide auch
optimale Losungen x*, y* fir die gilt:

pri=c'z* =max{c'z: Az < b} =min{b'y: ATy =c,y >0} =b'y* = d*
KOROLLAR 3.6. Es gilt
max{c'z:x >0, Az =b} = min{b"y: ATy > ¢},

falls beide Mengen giiltiger Losungen nicht leer sind.
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SaTz 3.7. (Optimalitéitsbedingung)
Seien I,y zulissig fir (PLP) bzw. (DLP). Dann ist & optimal fir (PLP) und §
optimal fiir (DLP) genau dann, wenn §' (A% —b) = 0.
KOROLLAR 3.8. (Komplementaritét )
Seien &,y zuldssig (und optimal) fiir (PLP) bzw. (DLP) Dann gelten die folgenden
Komplementaritdtsbedingungen fir alle j = 1,...,m:

g #0= (Aw—b)j =

(Ai—b)];«éO:ij:O

BEMERKUNG 3.9. Aus dem schwachen Dualititssatz folgt:

o Wenn (PLP) unbeschrinkt ist, so ist (DLP) unzuldssig.
e Wenn (DLP) unbeschrinkt ist, so ist (PLP) unzuldssig.

Die moglichen Kombinationen sind:

(DLP)
optimal | unzuldssig | unbeschrdnkt
optimal X
(PLP) | wunzuldssig X X
unbeschrdnkt X







KAPITEL VI

Algorithmen der linearen Optimierung

Ein fundamentales Problem in der linearen Algebra ist, zu entscheiden, ob die
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems {x € R™ : Az = b} nicht leer ist,
und der wohl wichtigste Algorithmus dazu ist das Gauf3sche Eliminationsverfahren,
mit dem im positiven Fall auch eine entsprechende Lésung berechnet werden kann.

Ein Grundproblem in der Polyedertheorie ist, zu entscheiden, ob ein Polyeder P =
{zx € R" : Az < b} nicht leer ist. Das nachfolgend vorgestellte Verfahren von Fourier
und Motzkin ist eine Variante des Gaufischen Eliminationsverfahrens, mit dem man
diese Frage beantworten, und (theoretisch) auch LPs 16sen, kann.

1. Das Eliminationsverfahren von Fourier und Motzkin

Gegeben seien A € R™*" b € R™. Ziel ist es, z € R™ mit Az < b zu finden bzw.
zu entscheiden (mit mathematischer Sicherheit), dass es ein solches z nicht gibt.
Idee: Eliminiere die Variable z;. Finde A € R™*("=1) e R™ 5o dass

JreR": Az <be e R Az <b.

Dazu multiplizieren wird die Zeilen von A und die entsprechenden Eintréige von b
mit positiven Konstanten, so dass die erste Spalte des Systems nur noch Eintrége
0, 1, —1 hat (zur Ubersichtlichkeit). Dann hat das System Az < b nach Umnum-
merierung der Zeilen folgende Gestalt:

(1 (@)

1 (ar)7

-1 (a;n+1)T T by
(%) : : S IS I

-1 (a/r+s)T Ln by,

0 (a;+s+1)T

0 (ap)T

wobei (a;)T € R"~1 die i-te Zeile von A ist, in der das erste Element geloscht wurde
(es kann passieren, dass r = 0 oder s = 0 ist). Betrachte die ersten r Bedingungen:

T2
a4+ (@) | | <V = <V - (d)TE i=1,.r

Genauso die nichsten s Bedingungen:
T~ T~ .
x4 (ay4 ;) T < = x> (any;) T—byy, j=1,...,8.
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Zusammen gilt also

T~ . T~
(%) S (0r) by e s ol b - (a) 3
Falls s = 0, dann ist sup;_;  (aj,;)7& — b, ; = —oo und falls r = 0, ist

inf;—y b, — (a})7% = +oo. In diesen Fillen ist also P in die jeweilige Richtung
bzgl. x1 unbeschrankt.

Nun kann man z; eliminieren und das System (%) ist genau dann l6sbar, wenn das
System

bzw. das System

((a;ﬂ')TﬂL(ag)T)fSbfrbﬁnﬂ-, i=1,...,rundj=1,...,s
(a))TE <b), i=r+s+1,...,m.

(s % %)

16sbar ist. Das neue System Az < bhat m =r-s+m— (r+ s) viele Ungleichungen
und n — 1 Variablen.

BEMERKUNG 1.1.

(1) (% * %) entspricht der Projektion des Polyeders P = {x € R™ : Ax < b}
entlang der x1-Achse (auf die xo Achse).

€2

(2) Eine Lésung T kann zu einer Lésung (x1,%) von (x) erweitert werden.
Dazu muss x1 die Ungleichungen (xx) erfiillen.

(3) Das Verfahren wird fortgesetzt, indem nun sukzessive die Variablen xo, 3, . . .
eliminiert werden, bis man bei x,, angekommen ist.

(4) Fiir x,, ist es offensichtlich, ob das finale System eine Lisung besitzt. Das
finale System hat genau dann eine Liosung, wenn das Ursprungssystem (x)
eine Losung besitzt.
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ALGORITHMUS 1.2. | Fourier-Motzkin Elimination“

Eingabe : A € R™*" b e R™

Ausgabe : x € R" mit Az < b oder ,Ax < b hat keine Lisung®.
Ag=A, by =b.

for k=0,....,n—2do

Bringe das System [Ak bk} in die Form ().

Definiere [Ak-H bk-&-l} entsprechend (x ).

end

if A,,_q1x, <b,_1 losbar then

Wihle x,, fest.

fork=n-1,...,1do

| Wihle zy, fest, so dass (xx) erfillt ist (mit x) statt x1 gelesen).

end
Gib x = (z1,...,2,)7 zuriick.
else
| LAz <b hat keine Losung®.
end

Das Verfahren kann auch verwendet werden, um ein LP
sup{c'z : Az < b, x € R"},
zu losen. Dazu fithren wir eine zusétzliche Variable A ein und betrachten das System
Az <b, N<c'z

Wegen \ < e <= \—c"z <0, ist das System dquivalent zu

()=0)

Man kann nun das LP 16sen, indem man eine Losung dieses Systems findet, bei der
A maximal ist. Dazu eliminiert man z1,...,x, bis A die letzte Variable ist. Dann
wahlt man A so grofl wie moglich. Ebenso kann eine mogliche Unbeschrénktheit
von (LP) erkannt werden. Diese liegt vor, falls A nach oben unbeschrinkt ist, bzw.
zuvor bereits ein x;, ¢ € {1,...,n} auftritt, so dass

A 0
—' 1

¢i >0und r =0 in (xx), oder

¢;i <0und s =0 in (xx).

In der Praxis verwendet man das Eliminationsverfahren von Fourier und Motzkin
jedoch nicht um LPs zu l6sen. Den Grund dafiir liefert der nachfolgende Satz.

SATZ 1.3. Das bei der Fourier-Motzkin Elimination zu betrachtende Ungleichungs-
system Ap_12, < b,—1 (und damit auch die Anzahl der bendtigten Rechenschritte)
ist im schlimmsten Fall von der Grifenordnung m?" .

Dennoch wird die Methode (fiir sehr kleine n) in der Praxis eingesetzt, etwa um
minimale duflere lineare Beschreibungen von Polytopen zu berechnen, von denen a
priori nur eine innere Beschreibung bekannt ist (oder umgekehrt), vgl. z.B. wissen-
schaftliche Softwarepakete wie , PORTA*“, | PANDA¢“, oder ,, Polymake“.
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2. Das Simplexverfahren
Ziel: Lose (LP)
p*=supc'x
Ax <D
x € R™

Wissen: Falls P = {# € R” : Az < b} in Richtung ¢ beschrénkt ist, so wird das
Maximum an einer Ecke von P angenommen.

Geometrische Idee: Finde eine Folge von Ecken xg, x1,...,xxy € P, so dass
cTxg <oy <...<clzy=p*.
T3
|
|
R
Zo Z1

Das Simplexverfahren wurde 1947 von dem US-amerikanischen Mathematiker Ge-
orge Dantzig entwickelt. Noch heute ist es eines der wichtigsten und vielleicht sogar
das meistgenutzte algorithmische Verfahren in der mathematischen Optimierung.

3. Simplexalgorithmus mit bekannter Startecke

Zuni#chst treffen wir die Annahme, dass das Polyeder P eine Ecke x( besitzt, die
wir kennen. Spéter klaren wir, wie wir diese Ecke finden.

ALGORITHMUS 3.1. Simplezalgorithmus

Eingabe : A € R™*"™ b € R™,c € R, z¢y Ecke von P = {z € R" : Az < b}
Ausgabe : Ecke xx von P mit p* = cTxn, oder p* = oco.
Wihle n x n-Teilsystem Agx < by v. Ax < b mit Agzg = by u. rang(Ag) = n.
Setze k = 0.
Wiederhole:
Bestimme uy, € R™ mit ¢ = ATuy,.
Setze (uy); = 0, falls Zeile i von A nicht zu Ay gehirt.
if up > 0 then
| Gebe xy, zuriick. STOP. (x)
else
Sei i der kleinste Index (bezogen auf die Zeilen von Ay) mit (ug); < 0.
Bestimme d € R™ mit d = —(A,;l).i durch Lésen von Arpd = —e;.
D.h. ade = 0 fiir alle Zeilen aJT, j#i, von A, und a]d = —1.
if ade <0 fiir alle Zeilen aJT von A then
| Gebe p* = oo zuriick. STOP. (xx)

else

bj—aJT-wk
ald

Sei j der kleinste Indez, an dem das Minimum angenommen wird.

Setze:

Api1 = A mit a] durch aJT ersetzt.

Thy1 = T + Ad

bet1 = Apr1Tx41

k=k+1

end

end

Setze A\, = min{ cj=1,...,m, ajd > 0}. (x* %)
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Erlauterungen zur Korrektheit:

zu (*): Falls up > 0, so ist xp optimal, denn wuy ist eine optimale Losung des
dualen LPs:

ey = (ATup) Tz = u) Ay, = ugb>min{b'y :y >0,ATy = c}

(ug)i=0 fiir ¥
nicht in Ay

= max{c'z : Az < b}.

zu (xx): Falls ajT-d < 0 fiir alle Zeilen a]T von A, dann ist p* = co. Denn Az < b und
Ad < 0= A(x+d) < b, und somit xy + Ad € P fiir A > 0. Auflerdem gilt:
(@ 4+ M) =Tz + Ae'd
=c'ap + \ up Ad
——
=—(uk)i
=c'zp — A(ug); = oo fiir A = oo
<0

zu (% * %) und der Bestimmung von \:
A = max{\:z, + Ad € P}

b —alx
= min{]Ték:jzl,...,Tm a;d>0},
J
denn:
zp+AMeP s Alry+Ad); <bj, j=1,....m

@a}xk—l—)\a;dgbj,j:l,...,m

@/\<bj—a}xk

=1,....m
— T 7] b b
ajd

BEMERKUNG 3.2. Die Vorschrift (sog. ,Pivotregel®), austretende und eintretende
Zeile jeweils mit kleinstmdglichem Index zu wihlen, geht zuriick auf Robert G. Bland
(,Bland’s Rule®, 1977).

SATz 3.3. Mit Blands Regel terminiert der Simplexalgorithmus.

BEMERKUNG 3.4. Seien A € R™™ und b € R™, sowie L = max{|a;|, |b;|},
i€ {l,...,m}, j € {1,...,n}. Bisher ist keine Pivotregel bekannt, unter deren
Verwendung die Anzahl der besuchten Ecken stets durch ein Polynom in n, m, und
log, L beschrinkt ist. Umgekehrt existiert fiir die meisten Regeln ein (kiinstliches)
Beispiel mit einer exponentiellen Anzahl besuchter Ecken. Wird ein LP jedoch nur
leicht zufillig verdndert (,perturbiert”), kann eine polynomielle erwartete Lauf-
zeit gezeigt werden (Spielman-Teng (2004), ,smoothed analysis®). In der Praxis ist
der Simplezxalgorithmus sehr schnell, und es existieren u.a. hochperformante kom-
merzielle Implementierungen (etwa ,CPLEX®, und ,GuRoBi*). Griinde fiir seine
Verwendung (neben der praktischen Geschwindigkeit) sind z.B.: Besonders effizi-
ente Verwaltung unterer und oberer Schranken fiir Variablen. , Warmstarten® nach
Hinzufiigen von Ungleichungen (duale Zulissigkeit bleibt erhalten / kann leicht her-
gestellt werden) oder Variablen (primale Zuldssigkeit bleibt erhalten).

4. Simplexalgorithmus ohne Startecke

Abschlielend beschiftigen wir uns mit der Frage, wie man den Simplexalgorithmus
startet, wenn man keine Ecke zg kennt.

OBdA: Das LP ist von der Form sup{c'z : z > 0, Az < b}.
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Idee: Um eine Ecke von P = {x € R" : © > 0, Az < b} zu finden, fiige zusitzliche
Variablen hinzu und stelle ein neues LP auf, das eine offensichtliche Ecke besitzt

und dessen optimale Losung eine Ecke von P liefert, sofern eine solche existiert.

Zusatzvariablen: y € R™, y > 0.

Neues LP:
min 1Ty
A I, b
I, 0 M <o
0 —I,| Y 0

mit 1= (1,...,1)7.

Offensichtliche Ecke:

- 0, falls b; >0
=0, y;= ,7=1,...,m.
—bj, falls bj <0

Dann ist (;) € R"™™ eine Ecke von P’ = {(g) Az —y < b,z >0,y > 0}, weil

s A -1,
<~> € PPundrang |—I, O =n+m.
0 _Im T
y
Jetzt kann man den Simplexalgorithmus mit der Startecke (g) verwenden, um

das neue LP zu l6sen. Sei (Zaj*) die Ecke von P’, die der Algorithmus liefert.
1.Fall: 1Ty* > 0.

Dann gilt:
3j:y; > 0und (Az —y*); < b;.
Da wir minimieren, bedeutet dies

A >0: Az <b,

also hat das urspriingliche LP keine Losung (ist unzuléissig).
2.Fall: 1Ty* = 0. Dann ist y* = 0, und z* eine Ecke von P, weil z* € P und rang

A

_J =nNn.

T*

BEMERKUNG 4.1. Zur Komplexitit der Linearen Optimierung:
Bis heute ist offen, ob

(1) der mazimale Abstand zwischen zwei Ecken polynomiell in n, m ist (,po-
lynomielle Hirsch-Vermutung).

(2) ein streng-polynomieller Algorithmus (d.h. mit Laufzeit polynomiell abhingig
nur von n, m) zur Lisung linearer Programme existiert.
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5. Ellipsoidmethode: Grundlagen

DEFINITION 5.1. Eine Matriz A € R™ "™ heifit positiv definit, falls 7 Az > 0 fiir
alle x € R"\ {0}. Ist A symmetrisch, so ist A positiv definit genau dann, wenn alle
Eigenwerte A1, ..., A\, von A positiv sind.

BEMERKUNG 5.2. Wenn die Matrix A € R™*™ symmetrisch und positiv definit ist,
so existiert eine Spektralzerlegung

n
A= Z )\iuiuiT,
i=1
wobei A1, ..., A\, > 0 die Figenwerte von A sind, und uy,...,u, € R™ eine Ortho-

normalbasis bilden, bestehend aus den zugehdrigen Eigenvektoren.

DEFINITION 5.3. Fine positiv definite Matriz A € R™ ™ und ein Vektor x € R™
definieren das Ellipsoid

E(Ax)={yeR": (y—a) A7 (y —2) <1}
mit ,Mittelpunkt® x.

BEMERKUNG 5.4. Die Vektoren u; der Spektralzerlegung bestimmen die Richtungen
der Hauptachsen des FEllipsoids. Die Ldnge der jeweiligen Hauptachse ist durch

2v/\; gegeben.

2/ A1
BEISPIEL 5.5. Fiir einr € R ist

1
E(r*I,,0) = {y e R": yTT—QIny <1}
n 1
=y e R lyl? <1)
={yeR":y| <r}
=r-B,
wobei By, = {y € R: ||y|| <1} die n-dimensionale Finheitskugel ist.

SATZ 5.6. Das Volumen von E(A, x) ist

volE(A,z) = Vdet A-vol By,

n

wobei vol B,, = 1“(1711)7 mit der Fulerschen Gammafunktion I, die fiir unsere Zwe-
2

cke ausreichend definiert ist durch
ra/2)=+x, T(1)=1, T(x+1)=z T(2).

SATZ 5.7. Sei A € R™*™ positiv definit, x € R", und d € R™ \ {0}.
Betrachte die Menge K = E(A,z)N{y e R" : d"y > d'z}.
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E(K)

—
a

Dann existiert ein eindeutiges Ellipsoid E(K) D K mit minimalem Volumen. E(K)
heift (das) Loewner-John-Ellipsoid (von K ). Es ist E(K) = E(A’,z") mit

2 2 1 1
A= (A- b7, und ' = & + —b, wobei b= Ad.
n271( i ), und x J;—i—n,woez NI

Auflerdem ist
volE(A', 2')

1
<e AN < 1.
volE(A, x) ¢

BEMERKUNG 5.8. Das Loewner-John-Ellipsoid existiert fir jede konvere und kom-
pakte Menge K C R™, K # (), und bildet die beste dufere ellipsoide Approximation
von K.

£(K)

6. Ellipsoidmethode: Trennen und Optimieren

Sei K eine Klasse konvexer und kompakter Mengen K € K, K C R". Wir be-
trachten folgende bereits behandelte algorithmische Problemstellungen in allgemei-
nerer Form:

DEFINITION 6.1. Trennungsproblem (Separationsproblem,)
FEingabe: x e R", K € K
Ausgabe: x € K oder d € R™ mit d"x > maxyecr d'y.

D.h. falls # ¢ K soll eine Trennhyperebene H = {y € R" : d"y = §} von z und K
zuriickgegeben werden. Hierbei kann 6 = d'z gewihlt werden.

DEFINITION 6.2. Zuldssigkeitsproblem
Eingabe: K € K
Ausgabe: x € K oder K = 0*

DEFINITION 6.3. Optimierungsproblem
Fingabe: c € R™, |lc|| =1, e >0, K € K.
Ausgabe: © € K mit ¢'x > maXye K cly—e.
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BEISPIEL 6.4. Falls K = {z € R™ : Ax < b} ein (beschrinktes) Polyeder ist,
kann das Trennungsproblem fiir ein gegebenes ™ durch Finsetzen in alle linearen
Ungleichungen

a;rxgbi i=1,...,m.
gelost werden. Es gilt x* € K genau dann, wenn alle Ungleichungen erfillt sind.
Falls aiT:v > b;, wdhle d = a;.

SATZ 6.5. (Khachiyan, 1979)

Sei K € K, K C R"” mit dimK = n. Seien zudem o € R™ und R > 0,
so dass K C xg + RB,,. Dann kann das Zuldssigkeitsproblem fiir K durch eine
(schwach-)polynomielle Anzahl von Trennungsproblemen geldst werden.

ALGORITHMUS 6.6. FEllipsoidmethode (Khachiyan, 1979)

Eingabe : K € K, 2o € R", R (mit zo + RB, 2 K), N € N
Ausgabe : v € K oder ,K = (“.
Eo = 5(R21n7$0)
for k=0to N —1do
Lése Trennungsproblem fiir xj., den Mittelpunkt von Ey
if x;, € K then
| Gebe xy als Lisung aus.
else
Sei die Trennhyperebene definiert durch a € R™\ {0}.
Setze d = —a und
Epy1 =E(ExN{y eR" :d"y > d xy}) (Loewner-John-Ellipsoid)
end
end

a'x=2>5 a r=a xo

Eqy

Es ist insbesondere zu klidren, wie N und R zu wéhlen sind, so dass ein korrektes und
schwach-polynomielles Verfahren resultiert. Dazu ist noch etwas Vorarbeit notig.

SATZ 6.7. Sei P = {x € R" : Az < b} ein Polytop mit A € Z™*", b € Z™,
und dim P = n. Sei zudem L = max{|a;;|,|b;|}, i € {1,...,m}, j € {1,...,n}.
Dann gilt:
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(1) Die Ecken von P liegen innerhalb der Menge
{r eR": —nIl" <z < n%L"}.

(2) vol(P) = sz

Beweisskizze:
zu (1) Nach der Hadamard-Ungleichung gilt fiir jede n x n-Teilmatrix A, von A

|det(A:)] < T laill,
i=1

wobei a; die i-te Spalte von A, bezeichnet. Nach Voraussetzung ist also
la;|| < (nL?)? fiir i = {1,...,n} und somit auch |det(A,)| < n? L™
Sei nun z € P eine Ecke von P. Dann ist nach der Cramerschen Regel
Zi = i‘:tf:z: , wobei in A, die i-te Spalte von A, durch b ersetzt ist.

zu (2) Da P volldimensional ist, existieren n + 1 affin-unabhiingige Vektoren
(Ecken) o, ...z, (von P), die einen n-dimensionalen Simplex im R™ auf-

spannen, und deren Komponenten ebenfalls wie oben beschrinkt sind.
1 ... 1
o ... In

Das Volumen dieses Simplex ist % - | det . Mit der Cra-

merschen Regel, der Hadamard Ungleichung und viel Rechnen lésst sich
dieses (sehr konservativ) durch W von unten abschitzen.

SATZ 6.8. Sei P = {x € R" : Ax < b} ein Polytop mit A € Z™*™, b € Z™, und
dim P = n. Sei zudem L = max{|a,;;|,|b;|}, i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Setze
R = (nL)" und N = (2n+1)-4n? - In(nL). Dann entscheidet die Ellipsoidmethode
das Zuldssigkeitsproblem fiir P korrekt in schwach-polynomieller Zeit.

Beweis:
Wir zeigen, dass nach N Iterationen ein Volumen erreicht ist, so dass P leer sein
muss, wenn zuvor kein zuldssiger Punkt gefunden wurde.

Nach Voraussetzung liegt P in einer Kugel um 0 mit Radius R = (nL)™. Diese
wiederum liegt innerhalb eines ,, Quadranten® mit Seitenléingen 2-(nL)"™. Wir nutzen
dies aus, um eine einfache obere Schranke von

vol(Ey) < 2(nL)™
zu erhalten.

Fiir das Verhiltnis der Volumina von Fy und P gilt also:

= 2(nL)*"”

Nach Satz 5.7 gilt nach k Iterationen:
k
vol By, < (6*72<n1+1>) vol(Eo) = e~ 2071 vol(Eo)

Mit N = (2n + 1) - 4n? - In(nL) gilt also:

_ (2n+1)-4n?.In(nL)

vol By < e 00 vol(Bg) = e~ 20— vol(Ep) = vol(Ey)

_ 1
(nL)4n2
Die Anzahl der Iterationen ist also schwach-polynomiell bzgl. der Eingabelédnge des
Systems Ax < b, d.h. n, m, und log, L.
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BEMERKUNG 6.9. Der hier vorgestellte Algorithmus ist an einer Stelle sehr idea-
lisiert. Wir haben angenommen, dass wir mit unendlicher Genauigkeit rechnen
kénnen. In der Definition von b, das zur Bestimmung von Eyiq1 verwendet wird,
wird jedoch eine Wurzel gezogen. Der Algorithmus kann so angepasst werden, dass
er mit vorgegebener Bitkomplexitit lauft. Die Analyse wird dann aber deutlich tech-
nischer.

BEMERKUNG 6.10. FEs kann passieren, dass es exponentiell viele Ungleichungen
bezogen auf die Anzahl der Variablen gibt (m ist von der Ordnung 2"). Die wahre
Tragweite der vorherigen Beweise wird erst dadurch deutlicher, dass es dann jedoch
immer noch méglich sein kein, das Trennungsproblem in polynomieller Zeit (bzgl.
n) zu lésen. D.h. es ist mdglich, Probleme in polynomieller Zeit zu losen, deren
entsprechende Beschreibung man nicht einmal in polynomieller Zeit als Fingabe an
den Algorithmus ibergeben kann!

BEISPIEL 6.11. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, und x € RE mit0 <z, <1
fiir alle e € E. Betrachte die folgenden ,,Zusammenhangsbedingungen“:

Z xe>1 firalle£SCV
€8 (S)

Die Anzahl dieser Ungleichungen ist exponentiell bzgl. |V|. Ob (mindestens) eine
davon durch ein gegebenes x* € R¥ werletzt wird, kann jedoch in polynomieller Zeit
entschieden werden (etwa durch Berechnung héchstens |V'| Minimum-s-t-Schnitte).

Man kann sogar zeigen:

SATZ 6.12. (Grdtschel, Lovdsz, Schrijver, 1981; basierend auf Ellipsoidmethode)
Das Optimierungsproblem lisst sich in (schwach-)polynomieller Zeit lésen genau
dann, wenn sich das Trennungsproblem in (schwach-)polynomieller Zeit lésen lisst.

Fiir den Beweis verweisen wir auf den Originalartikel der Autoren. Tatséchlich kann
man die Ellipsoidmethode so erweitern, dass im Fall z, € K der Zielfunktionsvektor
¢ € R™ als Schnitthyperebene benutzt wird, und auch fiir dieses Verfahren eine
polynomielle Laufzeit bis zur e-Approximation des Optimalwerts nachweisen. Die
Riickrichtung, also dass man mit einem polynomiellen Algorithmus zur Losung des
Optimierungsproblems auch in polynomieller Zeit separieren kann, kann man z.B.
mit Hilfe polarer Mengen beweisen.

Abschlieflend verweisen wir auf Innere-Punkte-Verfahren als die praktischen und
zunehmend verwendeten und an Bedeutung gewinnenden (schwach-)polynomiellen
Verfahren zur Losung von LPs und anderen konvexen Optimierungsproblemen.
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KAPITEL VII

Ganzzahlige lineare Optimierung & vollstindige
Unimodularitat

1. Ganzzahlige lineare Programme

Viele Optimierungsprobleme des Operations Research lassen sich als ganzzahlige
lineare Programme formulieren.

DEFINITION 1.1. Ein ganzzahliges lineares Programm (in Standardform) ist von
der Form:

max CT(E

Ax < b,
x €Z" (,x ganzzahlig®)

wobei ¢ € R", A € R™"™ und b € R™ gegeben sind. Fin ganzzahliges lineares
Programm nennen wir auch ILP (= integer linear program*) oder nur IP.

Geometrisch bedeutet dies, dass wir eine lineare Funktion iiber die Menge P NZ",
wobel P = {z € R": Az < b} ein Polyeder ist, maximieren.
o - ‘. [ ) [ ) [ ) [ ]

eR™: Ax < b}

Im Allgemeinen gilt: ILP kann wahrscheinlich nicht effizient (d.h. in polynomieller
Zeit) gelost werden (Aquivalent zum P # NP-Problem).

Klar ist aber auch: Wir kénnen ILP mit den uns bereits bekannten Methoden
optimal 16sen, wenn wir wissen, dass jede Ecke des dem Optimierungsproblem zu-
grundeliegenden Polyeders einer ganzzahligen Losung entspricht.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit den ,gliicklichen“ F#llen beschéftigen, bei
denen dies der Fall ist.

2. Vollstindig unimodulare Matrizen

DEFINITION 2.1. Eine Matriz A € R™*™ heifst vollstindig unimodular (VU), falls
jeder ihrer Minoren (Determinanten quadratischer Teilmatrizen) gleich 0,—1 oder
+1 ist. Insbesondere ist auch jeder Eintrag A;; € {0,—1,+1}.

BEMERKUNG 2.2. Falls A € R™*™ wollstindig unimodular ist, so sind auch die

vollstindig unimodular.

Matrizen AT, [A I] und [1}1
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SATZ 2.3. Sei A € Z™*™ wollstindig unimodular und sei b € Z™. Dann ist jede
Ecke z des Polyeders P = {x € R™ : Az < b} ganzzahlig, d.h. es gilt z € 7.

DEFINITION 2.4. Fin Polyeder P C R"™ heifit ganzzahlig, falls fir alle ¢ € R™,
fiir die sup{c'z : x € P} endlich ist, das Maximum an einem ganzzahligen Vektor
angenommen wird.

Falls P ganzzahlig ist, dann gilt also
max{c'z:2 € P, 2 € Z"} =max{c'z:x € P, t € R"}

falls das Maximum angenommen wird, d.h. die Ganzzahligkeitsbedingung kann weg-
gelassen werden.

SaTz 2.5. Sei A € R™*" eine vollstindig unimodulare Matriz und sei b € Z™.
Dann ist P = {x € R™ : Ax < b} ein ganzzahliges Polyeder.

KOROLLAR 2.6. Sei A € R™*" eine vollstindig unimodulare Matriz und sei b € Z™
und ¢ € Z". Dann haben die beiden linearen Programme

max{c'z: Az <b} =min{b'y:y >0, ATy=c}

ganzzahlige Losungen, falls die Optima endlich sind.

3. Vollstindig unimodulare Matrizen und bipartite Graphen

DEFINITION 3.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Die Inzidenzmatrix A €
RY*E won G ist definiert durch

A, = 1, fallsv€e,
’ 0, sonst.

fiir allev € V und alle e € E.
D.h. jede Spalte von A enthdlt exakt zwei 1-Fintrage.

SATZ 3.2. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann ist G bipartit genau dann,
wenn seine Inzidenzmatriz A € RV*E wollstindig unimodular ist.

KOROLLAR 3.3. (Matching-Theorem von Kénig, vgl. Satz I11.5.2)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt
v(G) = max{|M|: M C E Matching in G}
=min{|U| : U C V Knoteniiberdeckung in G}
=7(G).
KOROLLAR 3.4. (Theorem von Egervary, 1931)
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph und w € ZF eine ganzzahlige Gewichtsfunktion.

Dann ist
vy (G) = max{w(M) : M C E Matching in G}

=mind Y 4y €ZY, y >0, yu+ o > w({u,0}) Y{u,0} € E
veV

DEFINITION 3.5. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Das Matchingpolytop
von G ist die konvexe Hille der charakteristischen Vektoren von Matchings in G:

M(G) = conv{x™ : M C E Matching in G} C RY,
wobei der charakteristische Vektor x™ eines Matchings M C E in G definiert ist als

1, fallsee M,
(XM)e = {
0, sonst.
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KOROLLAR 3.6. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt
M(G)={zeRF:2>0, Az <1},

wobei A die Inzidenzmatriz von G ist.

BEMERKUNG 3.7. Im allgemeinen, nicht-bipartiten, Fall gilt nur die Inklusion
M(G)C{zeRF :2>0, Az <1}

und somit auch nur

v(G) gmax{lTx:xeRE, x>0, A:vgl}
:min{lTy:yERV, y>0 y A> 1}

< 7(G).
Analog im Fall gewichteter Matchings.

BEISPIEL 3.8. Fiir G = A 1st

0 1 0 0
M(G):conv{ of,(0],]11],1]0 }, jedoch
0 0 0 1
1 1
% c{reR¥ :2>0,Ar <1}, aber % ¢ M(G).
2 2

Also ist v(G) =1 < 1.5 =max{1Tz: 2 €¢ R¥ 2 > 0, Az < 1} < 2 = 7(Q).
4. Vollstindig unimodulare Matrizen und gerichtete Graphen

DEFINITION 4.1. Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen D = (V, A) ist die
Matriz M € RV*A | die durch

_ a
+1, fallsa € 6™ (v), — —*V

M, , = a
v —1, fallsa € §°Ut(v), V®

0, sonst.
definiert ist.
Jede Spalte von M enthilt genau eine +1 und genau eine —1.
SATZ 4.2. Die Inzidenzmatriz eines gerichteten Graphen ist vollstandig unimodular.

KOROLLAR 4.3. (Magz-Flow-Min-Cut Theorem, vgl. Satz I1.2.1)
Seien D = (V, A) ein gerichteter Graph, s, t € V, und ¢ : A — R>( eine Kapa-
zitdatsfunktion. Dann gilt

max{value(f): f € Rgo s-t-Fluss, f < c} = min{e(6°*(U)): U CV,s € U,t ¢ U}.
5. Charakterisierung von vollstéindig unimodularen Matrizen

SaTz 5.1. (Hoffman, Kruskal, 1956) Es sei A € Z™*™ eine ganzzahlige Matriz.
Dann ist A vollstindig unimodular genau dann, wenn fir alle b € Z™ das Polyeder
P={zeR":2>0,Ax < b} ganzzahlig ist.

SATZ 5.2. Die Problemstellung zu entscheiden, ob eine gegebene Matriz A € R™*"
vollstindig unimodular ist, kann in polynomieller Zeit gelost werden.






KAPITEL VIII

Branch-and-Cut fiir (Ganzzahlige Lineare
Programme

Wie bereits im vorherigen Kapitel, studieren wir auch im Folgenden ganzzahlige
lineare Programme (ILPs) der Form max{c'x : Az < b,z € Z"}. Wir betrachten
nun jedoch den allgemeinen Fall, dass das durch A € R™*™ und b € R™ definierte
Polyeder P = {z € R" : Az < b} nicht notwendigerweise ganzzahlig ist.

Immerhin: Geometrisch ist klar, dass P die gesuchten ganzzahligen Losungen zu-
mindest noch immer enthdlt (vgl. auch das Beispiel des 2D-Polytops zu Beginn von
Kapitel VII). Dies legt zuniichst einmal die folgende Definition nahe.

DEFINITION 0.1. Die ganzzahlige Hiille eines Polyeders P = {x € R™ : Az < b},
mit A € R™*™ und b € R™, ist

Py =conv(PNZ") =conv{z € Z" : Az < b}.
Die Inklusionsbeziehung P; C P ist eng verbunden mit dem Begriff der Relaxierung.

DEFINITION 0.2. Fiir ein ILP sup{c'z : Az < b,z € Z"} heifit das lineare Pro-
gramm sup{c'z : Az < b,x € R"} die zu dem ILP gehorende LP-Relaxierung. Sie
entsteht aus diesem durch Vernachlissigung aller Ganzzahligkeitsrestriktionen.

BEOBACHTUNG 0.3.

(1) Jede zuldssige Lisung von (ILP) ist auch zulissig fir die zugehorige LP-
Relaxierung.

(2) Der Wert einer Optimallésung der LP-Relaxierung, also bei Optimierung
iber P, liefert (daher) eine obere Schranke fiir den Wert einer Opti-
mallosung von (ILP), also bei Optimierung iber Py, d.h. es gilt

sup{c'z: Az < b,z € Z"} <sup{c'z: Az < b,z € R"}.

Problem: Die Abweichung der beiden Optimalwerte kann beliebig grof§ sein, wie
nachfolgendes Beispiel zeigt:

BEIsSPIEL 0.4.

xo
% 1 <— LP-Optimum
max Z2
—kr; 4+ =z < 0
kxy + 29 < k
1,72 > 0

r1,Ty  ganzzahlig

~ 1 =1

ILP-Optima

61
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Wert von (LP): % fiir k> 0 beliebig
Wert von (ILP): 0

Auflerdem zeigt dieses Beispiel die (komplexititstheoretisch naheliegende) Tatsache,
dass uns auch die oft erste Idee des Rundens von Ldsungen i.A. nicht weiterhilft:
Fiir k > 1 sowohl ungerade als auch gerade, sind alle méglichen Rundungen von

1/2 . 0 0 . 1 1
(k/2>’ also die Vektoren (Lk/%) und ([k/ﬂ)’ sowie <U€/2J> und (Udﬂ)

unzuldssig fir ILP.

Trotz dieser Schwierigkeiten kénnen wir uns mit geeigneten Zusatztechniken ausge-
hend von einer Optimallosung der LP-Relaxierung der des ILPs sukzessive annéhern.
Zwei elementare konzeptionelle Ansétze, dies im Falle einer also nicht ganzzahligen
Losung z* der LP-Relaxierung von (ILP) zu tun sind das Thema dieses Kapitels.

1. Etwas mehr (rationale) Polyedertheorie

DEFINITION 1.1. Sei P C R"™ ein Polyeder und H eine Stitzhyperebene von P, also
PCH™, PNH#0. Dann heifit F = PN H Seitenfliche von P.

LEMMA 1.2. Sei P = {z € R": Az < b} ein Polyeder. Dann gilt: F C P ist eine
Seitenfliche von P genau dann, wenn F # ) und F = {x € P : A'x = V'} fiir ein
Teilsystem A’z <V von Az < b. Auferdem enthilt jede Seitenfliche von P einen
ganzzahligen Vektor genau dann, wenn P ganzzahlig ist.

LEMMA 1.3. Sei P = {z € R" : Ax < b} ein Polyeder und F eine inklusionsmini-
male Seitenfliche von P. Dann existiert ein Teilsystem A'x < b wvon Az < b, so
dass F={z e R" : Alz =b'}.

DEFINITION 1.4. Fin Polyeder P C R™ heif§it rationales Polyeder, falls A € Q<™
und b € Q™, mit P ={zx € R": Az < b}.

BEMERKUNG 1.5. Falls P rational ist, so konnen wir auch zugehérige A" € ™"
und b’ € Z™ finden, so dass P ={x € R": A'x <V'}.

LEMMA 1.6. Sei A € Qm™*™ und b € Q™. Dann gilt: Es existiert ein x € Z™ mit
Ax = b genau dann, wenn fir alley € Qm: y"A € Z" = y'b € Z.

SATZ 1.7. Sei P = {x € R™ : Ax < b} ein rationales Polyeder. Dann ist Pr ebenfalls
ein (rationales) Polyeder.

SATZ 1.8. Sei P C R"™ ein rationales Polyeder. Dann gilt: P ist ganzzahlig genau
dann, wenn jede rationale Stiitzhyperebene von P einen ganzzahligen Vektor enthdlt.

KOROLLAR 1.9. Sei P = {z € R™ : Az < b} ein rationales Polyeder. Dann ist
Pr ganzzahlig, und es gilt max{c'z : x € P} = max{c'z : v € P, x € Z"}, falls
max < 00.

BEMERKUNG 1.10. Aus Satz 1.7 folgt unmittelbar, dass fiir die ganzzahlige Hiille
Py eines rationales Polyeders P = {x € R™ : Az < b} auch wieder eine Darstellung
der Form

Pr={zeR": Az < b},
mit A € Z™" und b € Z™ existiert. Kannten wir diese, konnten wir Optimie-
rungsprobleme tiber Py also wieder als LP lisen.
Im Allgemeinen wird sich eine solche Beschreibung von Py jedoch unserer Kenntnis
entziehen und/oder die Anzahl der dafiir benitigten Ungleichungen m zu grof$ (von
exponentieller Ordnung) sein, um diese (direkt) in einem LP zu beriicksichtigen.
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Aber: Es werden auch lingst nicht alle Halbrdiume, die P; definieren, zur Lésung
eines ILPs diber P bzw. Py bendtigt. Wir suchen nun also ,billige“ (d.h. algorith-
misch leicht zu ermittelnde) rationale Halbriume H mit P C H- und P € H™.
Das iterative, systematische Hinzufiigen dieser ist die grundlegende Idee von sog.
Schnittebenenverfahren (engl. ‘cutting plane methods’).

2. Der Chvatal-Gomory Abschluss

DEFINITION 2.1. Sei P ein rationales Polyeder. Der Chvdtal-Gomory (CG) Ab-
schluss von P ist
P = N Hi,

H rationaler Halbraum,
wobei Hy = conv(H NZ™).

BEMERKUNG 2.2. Fir H={x € R" : a'z < b} mita € Q" \ {0},b € Q kann H;
leicht berechnet werden: Wir kénnen o.B.d.A. annehmen, dass a € Z™ \ {0}. Dann
erhalten wir Hy, indem wir H in Richtung —a verschieben, bis ganzzahlige Punkte
auf dem Rand liegen. Diese Punkte erfiillen also a'x = |b]. Also ist Hy = {z €
R™ :a"z < |b|}. Da P C H impliziert, dass Pr C Hy, gilt P C P' C P.

Frage: Wieso kann xo < 2 nicht erzeugt werden?
SATZ 2.3. Sei P = {z € R": Az < b} ein rationales Polyeder. Dann gilt
P'=PNR,
wobei R={z € R": pTAx < |pTb], pTA€Z™, 0< pu<1}.

DEFINITION 2.4. Seien A € Q™*" und b € Q™. Eine Ungleichung u" Az < [u'b],
mit i € R™, >0, so dass ' A € Z™, heifit Chvatal-Gomory (CG) Schnitt.

KOROLLAR 2.5. Die Anzahl der bendtigten CG Schnitte, um den CG Abschluss
eines rationalen Polyeders P = {x € R™ : Ax < b} zu bilden, ist endlich.

KOROLLAR 2.6. Sei P = {x € R™: Ax < b} ein rationales Polyeder. Dann ist auch
der CG Abschluss P' von P ein rationales Polyeder.

Dies bedeutet, dass wir das Verfahren iterieren, d.h. den CG-Abschluss P” von P’
berechnen kénnen, usw., so dass P O P’ O P” D ... D Pj. Folgender Satz zeigt,
dass die Teilmengenbeziehungen ab einem gewissen Punkt nicht mehr strikt sind.

SATZ 2.7. Sei P ein rationales Polyeder, P(0) .= P und PUtY) .= (P®)'. Dann
existiert ein t € N, so dass PY) = P;. Das kleinste t mit P®Y) = P; heifst der
Chvétal-Rang von P.
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Wir wollen nun zeigen, dass, gegeben eine optimale Losung der LP-Relaxierung,
das Trennungs- bzw. Separationsproblem fiir CG-Schnitte effizient gelost werden
kann. Dazu nehmen wir Nicht-Negativititsbedingungen fiir x an. Dies ist keine
Einschrinkung, da fiir A € R™*" b € R™, und ¢ € R" gilt:

sup{c'z : Az < b} =sup{c'(z —y) : z,y >0, Az —y) < b}

Unter Nicht-Negativitdtsbedingungen muss p zudem nicht notwendigerweise direkt
so gewithlt werden, dass u” A € Z", sondern kann ebenfalls gerundet werden.

LEMMA 2.8. Seien P ={z € R" : > 0,Az < b}, mit A € Z™*™, b € Z™, und
© > 0. Dann gilt:

|uT Az < |u'b] fir alle z € Py.

LEMMA 2.9. Sei P={z e R" : & > 0, Az < b} mit A € Z™*™, b € Z™, und
w € R™. Dann gilt:

" Alz — |pu" Az < [u"b| — [p" |b fiir alle x € Py.

Mit Hilfe von Lemma 2.9 und der darin beschriebenen Technik, kénnen wir also
auch fiir u 2 0 eine giiltige Ungleichung ableiten.

DEFINITION 2.10. (Separationsproblem (bzw. Trennungsproblem) fiir CG-Schnitte)
FEingabe: Eine Ecke x* € R™ von P = {& € R" : Ax < b, > 0}, A € Z™*",
bezZ™.

Ausgabe: x* € Z™“, oder ein CG-Schnitt der x* von P’ trennt, d.h. eine Unglei-
chung |p" Az — | |Ax < [pTb] = [p" Jb mit [pT Ala* — [T |Ax* > [uTb] — [uT 0.

SATZ 2.11. Sei P ={x € R": Az < b, x > 0} ein Polyeder mit A € Z™*™, und b €
Z™. Sei zudem mit x* eine Ecke von P gegeben. Dann kann das Separationsproblem
fiir CG-Schnitte bzgl. P und x* in polynomieller Zeit (bzgl. m und n) geldst werden.

BEISPIEL 2.12.

2 2 5 1
Seien A=|1 —1|,b= 1,c<>,

-1 1 1

T2

v}

und P ={x € R? : Az < b, x > 0}.

. . . x| | 7/4
Eine Optimallosung ist [x;] = l3/4] .

Betrachte das System Ax + Is = b:

21’1 + QSUQ + 51 = 5
xr1, — To + 89 =1
—r1 + To + s3 = 1

FEinsetzen von x} und x3 liefert s1 =0, so =0, und s3 = 2. Es ist also N = {3,4}
und somit B = {1,2,5}.

x} & Z, daher betrachten wir die 1. Gleichung. Fine diagonalisierte Matriz Ay
bedeutet, dass in dieser Zeile nur noch x1 aus B stehen bleibt: Wir erreichen dies,
indem wir die Zeile durch 4 teilen, sowie die 2. Gleichung %—fach addieren, d.h.

1 1 T
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Wir erhalten:
luf A2’ < |u]b)

2 2 100 s
1 1 1 1
(3 3 0) |1 =101 of|e<|(d s o)

1 1 00 1 1
i T
:(101%0)3:’SMJ

1

neue Ecken

1‘ 2 T
(Ende Beispiel)

Das Besondere hier ist, dass also immer ein CG-Schnitt bestimmt werden kann,
solange die Lésung der aktuellen LP-Relaxierung nicht ganzzahlig ist (oder Un-
zuléissigkeit bzgl. ganzzahliger Losungen festgestellt wurde), und dieser Schnitt im-
mer einen Fortschritt in der Anndherung an P; liefert. Daraus bzw. vielmehr aus
Satz 2.7, folgt sofort, dass folgender Algorithmus (ILP) in endlicher Zeit 16st:

ALGORITHMUS 2.13. ,Schnittebenenverfahren fiir ILP*

Eingabe : A€ Z™*" b e Z™, ce R"

Ausgabe : z* € Z" mit c'z* = max{c'z : Ax < b, x € Z"} oder ,Az <b
hat keine ganzzahlige Losung*.

Setze k=0, Ag = A, und by = b.

Wiederhole:

Setze P, = {x € R"™ : Apx < b }.

Lése das LP p* = max{c'z : z € P;}.

Falls p* = —00, gib ,Ax < b hat keine ganzzahlige Losung® aus. STOP.

Sei ansonsten x* die gefundene Optimalldsung.

Falls z* € Z™, gib x* aus, STOP.

Andernfalls berechne einen CG-Schnitt a'x < 8, der x* von P| trennt.

Bilde Ap,1 aus Ay, durch Hinzufigen der Zeile a' .

Bilde byy1 aus by, durch Hinzufiigen der Komponente 3.

Setze k =k + 1.

Anmerkung: Wir haben hier zur Einfachheit angenommen, dass das ILP nicht unbe-
schrinkt ist. In diesem Fall wére gleich das erste geloste LP ebenfalls unbeschrankt.

BEMERKUNG 2.14. Auch wenn das Separationsproblem fiir CG Schnitte an Ecken
effizient gelost werden kann, kann (vermutlich) weder eine Beschreibung von P’
noch eine Losung von ILP effizient bestimmt werden. Denn die komplexitdtstheore-
tische Aquivalenz von Optimierung und Separierung (vgl. Satz VI.6.12) setzt poly-
nomiell l6sbare Trennungsprobleme fiir beliebige (von der Ellipsoidmethode gelie-
ferte) Punkte voraus. Die in Algorithmus 2.13 auftretenden LPs wachsen zudem
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stetig an und konnen exponentiell grof§ werden. Zudem treten in der Prazis nume-
rische Komplikationen auf, so dass das Verfahren nicht 1-zu-1 so angewendet wird.
Dennoch ist die grundlegende und elegante Idee sich nur im Bereich des jeweiligen
LP-Optimums an P’ (bzw. Py) anzunihern ein Schliissel zur Prazistauglichkeit heu-
tiger ILP-Liosungsverfahren, in denen angepasste Schnittebenenverfahren mit wei-
teren (wie z.B. der im folgenden Abschnitt thematisierten) Techniken kombiniert
werden.

BEMERKUNG 2.15. Von grofler praktischer Bedeutung ist eine Unterklasse der CG-
Schnitte, namlich die sog. ,{0, %} “ (sprich ‘Zero-Half’) Cuts, bei denen u' € {0, %}
Informell bedeutet dies, wir generieren eine Ungleichung aus dem Ursprungssystem,
indem wir eine Ungleichung entweder gar nicht wdhlen, oder sie mit Faktor % mit
anderen Ungleichungen linearkombinieren (und dann die rechte Seite abrunden).
Fiir viele bekannte kombinatorische Optimierungsprobleme sind Ungleichungen be-
kannt, die sich als Zero-Half-Cuts darstellen lassen, und deren zugehdorige Hyperebe-

nen inklusionsmazimale Seitenflichen der zugehorigen ganzzahligen Hiille bilden.

BEMERKUNG 2.16. Vor wenigen Jahren wurde gezeigt, dass der Chvdtal-Gomory
Abschluss von irrationalen Polyedern (bzw. sogar allgemeiner, von kompakten kon-
vexen Mengen) ebenfalls ein rationales Polyeder ist. Finfacher noch kann man fir
jedes (irrationale) Polyeder P ein rationales Polyeder Q finden, so dass Pr = Q.
Wihle dazu ein rationales Polyeder R das P enthdlt. Fige dann fiir jeden ganzzah-
ligen Vektor z € R\ P einen rationalen Halbraum zur Beschreibung von R hinzu,
so dass die zugehirige Hyperebene z von P trennt. Das resultierende Polyeder @
hat die gewiinschten Eigenschaften.

3. Branch-&-Bound und Branch-&-Cut

Wir haben nun bereits eine Methode kennengelernt, die uns Fortschritt bei der
Losung eines ILPs garantiert, d.h. insbesondere ausschliefit, dass eine zuvor berech-
nete fiir das ILP unzuléssige Losung nicht noch einmal auftreten kann. Eine Weitere
basiert auf der folgenden einfachen Grundidee:

Sei 2* eine Optimallosung von max{c'z : Az < b} und z* ¢ Z". Wihle eine Va-
riable x;, so dass x} & Z. Erstelle aus dem bisherigen zwei neue LPs, wovon eines
die Ungleichung z; < |z ], und das andere die Ungleichung x; > [z]] beinhaltet.
Eine ganzzahlige Optimallgsung ist dann (sofern sie existiert) offensichtlich in min-
destens einem der beiden neuen Teilprobleme (Polyeder) enthalten. Den Schritt der
Verzweigung in Teilprobleme nennt man (engl.) ,Branch®. Ist die jeweilige Losung
erneut nicht ganzzahlig, wird das Verzweigen auf den beiden Teilproblemen nach
demselben Prinzip fortgefiihrt. Man beachte, dass gilt:

max{c'z : Az < b,z; < |2} |} < max{c'z: Az < b} und auch
max{c'z : Az < b,z; < [2}]} < max{c'z : Az < b}.
Der Zielfunktionswert des LPs vor dem ,,Branch® ist also eine obere Schranke fiir

jedes der aus ihm erzeugten neuen LPs. Zudem liefert jedes LP wie gewohnt eine
obere Schranke (engl. ,Bound®) fiir den Wert einer besten ganzzahligen Losung;:

max{c'z: Az < b,z € Z"} < max{c'z : Az < b}

Wird daher im Verlauf des Verfahrens eine ganzzahlige Losung z* mit Zielfunkti-
onswert p* = ¢ z* gefunden, und haben alle noch offenen (noch nicht gelssten) LPs
eine obere Schranke, die kleiner oder gleich p* ist, so kann das Verfahren vorzeitig
terminieren — die Optimalitédt von z* ist bewiesen.

Wir skizzieren nun ein LP-basiertes Branch & Bound Verfahren fiir ILP angelehnt
an die Darstellung in [Dakin, R.J., A tree search algorithm for mixed integer pro-
gramming problems, Computer Journal 8 (1965) 250-255].
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ALGORITHMUS 3.1. , LP-basiertes Branch-€-Bound-Verfahren fiir ILP
Eingabe : A € R"*" b c R™, ¢ € R"
Ausgabe : 7% € Z" mit c'z* = max{c'xz : Ax < b, x € Z"} oder ,Az <b
hat keine ganzzahlige Losung®.
(1) Initialisierung:

Py :=max{c"z : Az < b} (erste LP-Relazierung)

Op =00 (bekannte obere Schranke von Py)
U:=-c0 (globale untere Schranke)
T uninitialisiert (beste ganzzahlige Lésung)
L:={Py} (Liste der aktiven Teilprobleme)
k:=0 (letzter vergebener Index)

(2): Falls L =0 STOP:
U=-> = Gib ,Ax < b hat keine ganzzahlige Lisung® aus.

U>-c0o = GibZ als Optimallésung (mit Wert U) aus.
(8): Wihle ein Teilproblem bzw. LP Py € L und setze L = L\ {P;}.
(4): Ist Oy < U, so gehe zu (2).
(5): Lése das LP P; (Bound).
(6): Ist Py unzuldssig oder unbeschrinkt, so gehe zu (2).
Andernfalls sei x* eine Optimalldsung.
(7): Ist c"o* > U und x* € Z", setze U = c'2*, & = x*.
(8): Ist cTa* > U und 3 j € {1,...n} : x5 & Z, wihle ein solches und setze:
Poy1 =P n{z € R" 1 z; < 2]}, Opgyi= c'z*
Piyo =P n{z € R" 1 z; > [2]]}, Opga:= clz*

Setze L = LU{ P11, Pry2} (Branch), k =k + 2.
(9) Gehe zu (2).

BEMERKUNG 3.2. Wird in Schritt (5) von Algorithmus 3.1 nicht nur ein LP geldst,
sondern ein (partielles) Schnittebenenverfahren verwendet, um die dort erhaltene
obere Schranke (mdglichst) zu verbessern, so spricht man von einem Branch-€-Cut-
Verfahren. Beide Ansditze konnen zudem auf vielfiltige Weise variiert, angepasst,
und erweitert werden.

BEISPIEL 3.3. Anhand folgenden Beispiels (mit n ungerade gewdhlt) verdeutlicht
man sich leicht, dass Algorithmus 3.1 eine Laufzeit exponentiell in der Anzahl der
Variablen n haben kann.

max —Tpi1

201 + 220+ ...+ 22 + Ty = N
L1yeeey T+l Z 0

L1y y 41 S 1

X1y...,Tpy1 € Z

BEMERKUNG 3.4. Eine praktische Umsetzung von Algorithmus 3.1 erfordert das
Treffen diverser Entscheidungen, die flexibel bzw. problemangepasst méoglich sein
sollten, und grofien Finfluss auf die (praktische) Laufzeit haben kinnen, etwa:

e Die Wahl einer Branching-Regel, nach der die (fraktionale) Variable fiir
das Branching in Schritt (8) ausgewdhit wird.

o Die Wahl einer Selection-Regel, nach der in Schritt (3) das als ndchste
zu bearbeitende Teilproblem aus der Liste L ausgewdhlt wird.
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BEMERKUNG 3.5. Die grundlegende Idee eines Branch & Bound Verfahrens kann
wesentlich allgemeiner aufgefasst werden: Im Prinzip ist jede Wahl von Teilproble-
men / Relazierungen denkbar, die den Lisungsraum korrekt partitioniert.

BEMERKUNG 3.6. Auch die grundsdtzliche Idee, Ungleichungen ,nur bei Bedarf
hinzuzufiigen, kann auf bereits bekannte (und ggf. fir die ILP-Formulierung not-
wendige) Ungleichungsklassen ibertragen werden. Dieser Ansatz ist insbesondere
dann interessant, wenn bereits die Anzahl dieser Ungleichungen exponentiell in der
Anzahl der Variablen — das zugehirige Separationsproblem aber in polynomieller
Zeit losbar ist (vgl. z.B. Beispiel VI.6.11). Man startet dann also nur mit einer
Teilmenge der Restriktionen (z.B. sogar nur mit unteren und oberen Schranken
I < 2 < u fir die Variablen), lést die Relazierung, und anschliefend das Sepa-
rationsproblem fiir die bisher vernachldssigten Ungleichungen. Falls eine verletzte
Ungleichung existiert, so wird diese wie beim skizzierten Schnittebenenverfahren
hinzugefiigt. Andernfalls ist die Relaxierung in Schritt (5) gelést (ggf. ohne alle
Ungleichungen explizit betrachtet zu haben). In der Prazis werden hinzugefiigte Un-
gleichungen auch nach einigen Iterationen wieder aus dem LP entfernt, sofern sie
nicht mit Gleichheit erfillt sind.



