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2 INHALTSVERZEICHNIS

Vorbemerkung

Dies ist das Skript der Vorlesung “Stochastische Differentialgleichungen”, gehalten als
Einfiihrung in die Stochastische Analysis im Wintersemester 2012/2013 an der Universitét
Leipzig im Diplomstudiengang Mathematik. Neben einem Grundwissen in Mafitheorie
werden Basiskenntnisse in Wahrscheinlichkeitstheorie (Zufallsvariablen, Verteilungen, Un-
abhéngigkeit etc.) vorausgesetzt aber keinerlei Vertrautheit mit stochastischen Prozessen.

Entsprechend wird zu Beginn die Brownsche Bewegung als Grundobjekt der Stochastis-
chen Analysis mit der Levy-Konstruktion eingefiihrt. Dieser Teil ist dem ersten Kapitel
von Brownian Motion von P. Moérters und Y. Peres (Cambridge Univ. Press) entnom-
men. Die weiteren Abschnitte folgen dann dem kanonischen Aufbau einer Vorlesung iiber
stochastische Analysis.

Als Hauptquellen dienten

o Continuous Martingales and Brownian Motion von D. Revuz und M. Yor (Springer
Grundlehren).

o Stochastische Analysis (Skript) von Karl-Theodor Sturm, Universitdt Bonn.



1 Einfiihrung

Deterministischer Fluss eines Partikels in einem Stromungsfeld

Wir betrachten die Bewegung » = z(t) € R? eines Partikels in dem Strémungs- bzw.
Geschwindigkeitsfeld F' : R? — R?. Die 'Integralkurven’ zu F bzw. Flusslinien sind die
Losungen der DGL

i F(),

was wir auch schreiben wollen in der Form
d$t = F(:L‘t) . dt

Sei ¢ : R? — R eine Ortsfunktion ("Observable’) und

die Observable ausgewertet auf der Flusslinie. Fiithren wir die Schreibweise
pu(dzr) = 0, (dr)

fiir die zugehorige Familie von Dirac-Maflen in (x t)t>0 ein, schrelbt sch d1e thentwmklung
der Observablen auf der Bahnkurve dO = di () (d) ) o f F(z)u(dr)

9 o1) = (ve) () - #(1)
= Vipl(t)) - F(a(0)
/V(p z)F(x) 6y (dr)

— [ o) div(Em) da,

wobei wir den Ausdruck div(F'u,) als verallgemeinerte distributionelle Ableitung des vek-
torwertigen MaBles F'(x)u(dx) mit mu(dz) = 044 (dz) auffassen. Entsprechend 16st die
Familie von Maflen ¢ — 1y = 0,(;) die mafiwertige Differentialgleichung

< ) = —div(Fo).

Gleiches gilt natiirlich auch, Wenn wir d1e Evolution von (p)>o mit emer Punktmenge
starten, d.h. falls z.B. pyy = + 25 CF xt = F(:Ey)) Dann 16st p; = = Z 6 i lost die
i=1 "t

PDE
L= —div(Fu).

Mikroskopische Fluktuationen der Bahnkurven

Brown’sche (Molekular-)Bewegung

In der konkreten Beobachtung sieht man jedoch mikroskopische Fluktuationen "um die
Trajektorien herum”, etwa als Zitterbewegung von Pollenstaub-Kornchen in einer Kon-
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servierungsfliissigkeit!, was auf das Konzept der “Brown’schen Molekularbewegung” fiihrt.

Die ungestorte Brown’sche Bewegung ist dabei ein zufallige Bewegung 0 <t — B, €
R?, so dass

o die Trajektorie t — B; ist stetig,

o die Zuwéchse von (B;)i>o der Form {B;, — By, ,,i = 1,... N} fiir eine beliehige Wahl
ty > ty_1 > ...t1 > tp = 0 sind unabhéngige standard-normalverteilte zentrierte
Zufallsvariablen mit Varianz Var(By;, — By, ,) = d(t; — t;—1)

Die Existenz der Brown’schen Bewegung als rigoros definierbares mathematisches Ob-
jekt wird im folgenden Abschnitt bewiesen. Die Modellierung eines Brown’schen Partikels
im Stromungsfeld erfolgt jetzt durch den Ansatz

dl‘t = F(ZEt) dt + dBt

Hierbei ist dB; das infinitesimale Inkrement einer Brown’schen-Bewegung, den der Par-
tikel als zufalligen Stor-Impuls zum Zeitpunkt ¢ erhalt.

Die obige Gleichung ist ein Beispiel fiir eine stochastische Differentialgleichung. Sie
ist formal dquivalent zu
&= F(x)+ B,

doch wir werden sehen, dass ¢ — B, nicht differenzierbar ist, so dass von B; nicht sinnvoll
gesprochen werden kann. Dennoch hat diese Gleichung iiber den Umweg des weiter unten
eingefiithrten Ito-Integrals einen Sinn, genauso wie eine eindeutige Losung, sofern wir
geeignete Annahmen an das Vektorfeld F' machen.

Evolution der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Sei x nun eine solche Losung der stochastische Differentialgleichung
dr, = F(z)dt +dB, , x(0) = xo.

Die Position von z; ist nun nicht mehr allein von der Startbedingung x, sondern auch
von den realisierten Impulsen (s — dBg(w))scpo,q ab. Hierbei bezeichnet w € Q fiir einen
gewissen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) den Zufallsparameter zur Beschreibung der
realisierten treibenden Brown’schen Bewegung t — By (w).

Statt von einem deterministischen Ort fiir 2; sprechen wir also nun von einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir den Aufenthalt von z;, die definiert ist

i = Verteilung von z,

! Brown, Robert, ”A brief account of microscopical observations made in the months of June, July
and August, 1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on the general existence of
active molecules in organic and inorganic bodies.” Phil. Mag. 4, 161 — 173, 1828.



bzw. gleichwertig durch Festlegung der zugehorigen Integrale

|, elonutds) = Ble(),

wobei ¢ beliebig aus der Klasse der stetigen beschrinkten (Test-)Funktionen auf R?
genommen ist.

Zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung t — 1, der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
fithren wir eine formale Taylor-Entwicklung durch und erhalten (im Fall d = 1)

/ 1 /! 1 n
dp(zy) = @' (x)dxy + 5(,0 () (dxy)* + 690 (z¢)(dx,)® + . ..

Hierbei bezeichnen dz das infinitesimale Inkrement von und (dz;)?, (dz;)? die infinitesi-
malen 'quadratischen bzw. kubischen Inkremente’ etc. von (¢t — z;)¢>o. Durch Einsetzen
von

dr, = F(z)dt +dB;, (dx)*=t, (dxv,)* =0Vk > 3. (+)
erhalten wir hieraus, dass

do(wy) = () F )t + & (2)d B, + %@”(xt)dt. (%)

Die Ersetzung (4) werden wir im Zusammenhang mir der Ito-Formel beweisen. Als
heuristische Begriindung wollen wir an dieser Stelle lediglich anfiihren, dass fiir das de-
terministische Inkrement dt in dx = F(z)dx + dB; gilt

dt =dt, (dt)" =0,k >2
und fiir das stochastische (Brown’sche) Inkrement
t— By~+Vt= (dB,)?=dt, (dB)=0,k>3.

Wegen der Zentriertheit der Inkremente dB, fillt beim Ubergang zum Erwartungswert in
(x) der Term ¢'(z;)dB; heraus, und wir erhalten

dE(p(21)) = E(dp(x1))

_E (w'<xt>F<xt>dt n %wwdt)
1

- [P @ F@ + 53¢ @lm(da) i

— [ @ (F@mm@) + juldsds

Somit 10st die Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien ¢ — pu,; die Differentialgleichung

, 1
fre = —(F p)' + 5#2’,

bzw. im Fall von d > 2
dpy = —div(Fu) + Ap,
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wobei Ay = Zd 6—2;4 den Laplace-Operator bezeichnet. Aus der urspriinglichen PDE

i=1 92
ersten Grades fiir p; ist nun eine PDE zweiten Grades geworden. Gleichungen von diesem
Typ heilen Diffusionsgleichungen. Stochastische Differentialgleichungen sind damit ein
Moglichkeit, Losungen von makroskopischen Gleichungen der Physik mithilfe einer mikroskopis-
chen stochastischen Theorie durch Ubergang zum Erwartungswert zu lsen.

Anwendungsbeispiel: Poisson-Gleichung der Elektrostatik
Sei ¢ : 92 — R eine Potentialfunktion auf dem Rand von 2. Wir betrachten das Problem
Au =01in Q
u log = ¢

Dann gilt
u(z) = E (¢(B7,,))

Das ist eine stochastisch gefundene Losung der PDE.

Anwendungsbeispiel: Modelle der Finanzmathemtik

Eine andere wichtige Anwendung der Stochastischen Differentialgleichungen ist die Fi-
nanzmathematik. Es sei S; der Wert der Daimler-Benz Aktie zum Zeitpunkt ¢. Bei der
iterativen Verfeinerung der Zeitintervalle tritt das Phanomen der 1-dimensionalen Brown-
schen Bewegung auf.

Die Losung S; der DGL
dS; = - S; dt + o dB,

ist die geometrische Brown’sche Bewegung und das Grundmodell fiir Finanzmarkte in
kontinuierlicher Zeit. Die Losung hiervon ist gegeben durch

St _ Soe(ozf§2)t+oBt.

Geometnic Brownian Molion

Blue Ling; y=1, a=0,2
Green Line: p=0.5, a=0.5 Py

Quelle: Wikipedia



2 Die Brown’sche Bewegung

Wir fithren die Abkiirzung BM (kurz fiir engl. brownian motion) fiir die Bronw’sche Be-
wegung ein. Die Brown’sche Bewegung kann als eine Normalverteilung auf dem unendlich
dimensionalen Vektorraum der stetigen Pfade verstanden werden. In der Tat kann man
sie durch einen Riickwarts-Limes aus endlich-dimensionalen Projektionen gewinnen. Die
Projektionen sind dann multidimensionale Gauf3-Mafle.

2.1 GauB3-Mafe in R

Definition 2.1 (Normalverteilung).

1 _ (a=m)?
e 2 dx

Vmo(dx) =

;

2mv

ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)), genannt Normalverteilung mit Erwartungswert
m und Varianz v > 0.

Bemerkung.
1. Mit v = 0 entsteht das Dirac-Maf3 im Punkt m

Vmo(dx) = §,,(dx)

22

2. Es gilt V27 = [ e~ 'z, denn es gilt nach Fubini:
R

_z2 _y? i
e 7 dr | - ez dy|=[e 2 dx

R R R2
0o

:/(QW)-T-G_T; dr

0

=27

Satz 2.2 (Laplace-Transformation von vy, ,). Es gilt

/eA'xl/m,U(dzv) =E,. (eA'X)

R

1 ) _ (z=m)?
— e)‘ z - e 2v daj
V27U
R

2
— e)vm+%-)\
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Beweis.

22
e)\(z-i-m)e—% dr

) - v 2T /
2V 27rv
_ (z—Xv)?]
= e 3 dx
\/ 2mv /
_ e)\-m€2 / _(m=Av)® )\v)Q
V 2T

2
_z
e>‘$ e 2v dl‘

Bemerkung. Die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen
X (5, P) = (R, B(R))

ist eindeutig durch die zugehorige Laplace-Transformation
A=Ax:DA)CR—-R

Ax(A) :=E (e*)

bestimmt.

Korollar 2.3. Falls X >~ vy, 4, Y 2 Upy v, und falls X und Y stochastisch unabhdngig
sind, so gilt
Z=X+Y ~ Vmi4mg,v1+vs

Beweis.

E (6/\~Z> ) (ex.x . eAY) XY unabh. (€>\~X) ‘E (6/\~Y)

_ MmN | Amat2AT L N(mabma) PR

Definition 2.4 (Multivariate Normalverteilung). Fiir A € R{ " o, b € R™ sei

_(e=b A" (a—b))

vpa(de) == dxy ...dx,

Vor V/det A \/det A

heifit multivariate Normalverteilung im R™ mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix

A.

Bemerkung. Die Dichte der multivariaten Normalverteilung konnte mit n = 2 beispiel-
sweise so aussehen:
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Satz 2.5. FEs gilt:
1. vy 4 ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf R™.
2. Fir A\ € R":

A(A) = /6<A’X>1/b aldz) = oAD+3 (X AN)

R

Beweis.

1. OBdA gelte b = 0. Falls A = E,, ist, gilt

und damit

R

1 _ofctad
/V()’En(dl‘): \/%n//e 2 dxldxn
R R
1

R
=1
Allgemeiner Fall: Sei B € R™" : B'. B = A eine Cholesky-Zerlegung von A. Dann
gilt
dy

R R
_(u,BAT!Bt.y)

:/e 2 | det B| dy

2
lyll

=|detB|- [ e 2 dy=|det B| - V21
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2. Seien X =~ p 4, und A(N) = Ex (e<’\’X>) fir A € R™. Dann gilt mit der Notation
(u, v) g-1 = (u, A7 0)gn

(z=b,A"1 (b))

2 dx

1
E (o35 :n—./eux
( ) V21 Vdet A o

1 7195)
—p\b - (AX) o~ d
e e T
V21 Vdet A /

RO / (AN A™1z)—L1(z, A1) da

V271 /det A
NO ¥ S / 2[2A/\m)A 1—(z,2) 4 1]d

e e T

V21 vdet A
_AD ((ANAN) 41 —(z—ANz—AN) 4 1) d
=e T

V21 vVdet A /

llz— AN, 1 AM\

o) o3 (ANAN) 41 " da

\/_x/W/

~ exp ((A,b) + %(A,AA})

Dez(ANN ___ ~

:e<

Satz 2.6.
1. X ~ 4 18t eindeutig charakterisiert durch
VzeR": (X,2) V422,42
2. Kov(X;, X;)) = A
Beweis.

1. Klar nach Laplace-Transformation.

2. Kov(X;, X;) =E((X;,—E(X;)) - (X; —E(X;))). Daher kénnen wir oBdA annehmen,
dass b; = b; = 0 und damit dann

. . % % %
gilt. Sei z =2(s,t) = 0 +s-¢ +t-ej € R"

= F (6<Z’X>) _ 6%(2’,142}
1
2

o= E (es-Xi+t-Xj) —e
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Durch Differenzieren der linken Seiten nach ¢t und dann nach s ergibt an der Stelle
(s,t) = (0,0):
E (Xi X einthXj) lemt—o= E(X;X;)

Dasselbe Vorgehen mit der rechten Seite liefert A;;. Es folgt die Behauptung.

Korollar 2.7.
Ny
1. Falls N := : ein Vektor von (N;)I, identisch unabhdingig vy -verteilten
Ny,
Zufallsvariablen ist, ist X == B - N + b fir B € R"™" b € R" multivariat Gauf-
verteilt, genauer
X ~ Vp,A
mit
A=B. B
2. Fir X ~ v, 4 sind die Zufallsvariablen {X;},_,

=1,..

abhangig, wenn sie unkorreliert sind, d.h. wenn

KOU(XZ',XJ') - Aij =0V1 #]

. genau dann stochastisch un-

Beweis.
1. Sei A € R™. Dann gilt
E (6<,\,X>) _E (6(>\,B-N+b))
_ A0 LR (€<Bt)\,N)>
(O 3 |BA|”
o AO+E(BIXBA)

3
_ €<A,b)+%()\ B-Bt))

2. OBdA gelte b = 0.

1 (2,4 L)
voaldr) = ——— € 2 dxy...dz,
0.4(d) V21 Vdet A ) '
::;f(;r)
Dann gilt:
{X1,...,X,} stochastisch unabhéngig < p(z) = <p1(x1) o nlTn)
Z% =D _a@)’
i=1

@(Aij)ZOVZ#]
& (Ay) =0V i#]
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2.2 Konstruktion der Brown’schen Bewegung

Definition 2.8 (Stochastischer Prozess). (€2, §, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(E, €) ein weiterer messbarer Raum. Dann heifit X, := (X;);er mit

X;: (0,38, P) = (E,€)
messbar ein stochastischer Prozess. E heiffit dann Zustandsraum
Bemerkung.

1. Typische Situationen:

o IQNoderIQRZO
o F=R". n>1

2. Zwei Interpretationen:

(a) X; — Xj;i1 ist ein 'zufélliges Update’
(b) Fiir w € Q fest erhdlt man eine Abbildung

Xe(w): I - E

(Xe(@))(t) == Xi(w)

In diesem Fall entspricht ein stochastischer Prozess X, einer zufélligen Auswahl
einer Funktion I — E. X,(w) heiBt Trajektorie (festgelegt durch w).

Definition 2.9 (Brown’sche Bewegung). Ein stochastischer Prozess (X;):>o mit Zustand-
sraum R heiflit Brown’sche Bewegung, falls

1. X(0) = 0 fast sicher
2. Die Zuwachse von X, sind stochastisch unabhéngig, d.h. fiir alle n € N gelte

Vo<t <...<t,: {th — Xo, Xy, — Xoyy oo, Xy, — th_l} ist stochastisch unabhéngig

3. Esgilt Xy — Xy~ s V0O <s<t.
4. Fir fast jede Trajektorie von X, ist
t— X,
stetig auf R>,.
Satz 2.10 (Wiener, 1923). Die Standard-Brown’sche Bewegung ezistiert.

Beweis (Levy ,1950).
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o Konstruiere zunéchst (X¢):ejo,1:
Seien D,, := {2% | k=0,... ,2”}, n € Nound D := |J D,. Weiter sei (2, F, P) ein

n€Ng
Wabhrscheinlichkeitsraum, auf dem die Familie {Z, | ¢t € D} von i.i.d. v -verteilten

reellen Zufallsvariablen definiert ist (z.B. Q = RP, P = & I/(()fil) ). Definiere (Bg)aep
deD
rekursiv wie folgt:

B()Z:O, 31::Z1
1

1
= —(BO + Bl) + EZ%

B
2 2

Fir t € D"\ D" ! sei

1 1
By:=5(Bp + By ) + QnEZt
Behauptung: (B) [p erfiillt die Eigenschaften 1. - 3.

1. (B¢)tepn hat unabhéngige Zuwéchse.

2. Die Zuwéachse zwischen nebeneinander liegenden Gitterpunkten von D™ sind
o, L -verteilt.

Beweis durch vollstandige Induktion nach n € Ny:

n = 0: klar.

n=1:
Die Zuwéchse von B auf D;-Gitter sind

1 1
Xl = B% - BO = 5(31 —Bo) + 52%
und . )
Xo = By —B% = 5(31 — By) — §Zé
Beide sind als Linearkombination normalverteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt
und es gilt

E(X1) = E(X,) = 0

1 1 1 1

Ferner gilt

Damit sind X; und X5 unkorelliert und nach Satz 2.7 unabhéngig.

n—1—n:
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Fir t € D, seien |t] :=max{d € D,y | d <t} und [t] :=min{d € D,,_; | d > t}.
Seien nun s,t € D, \ Dy,—1 mit |s — | = 5:=. Dann gilt [s| = [¢] und

1 1
Ay = Bj;) — By = By5| — §<B|_SJ + Byy)) — Q"?Zt

1 1
Ao = By = Bis) = 5(Bra + Bls)) = —zm Zs — By

2 9"t

= X = (A1, Ay) ist als Linearkombination von GauB-Variablen wieder Gaufl’sch
verteilt mit

E(X)=0
und es gilt

1 1 1 1
E(A;-Ay) =E ({—(BLSJ — Byy) — === Zt:| : {—nﬂ Zs+ = (Brg — BLsJ)D =0
2 275~ 275~ 2

nach Induktionsvoraussetzung, weshalb A; und A, nach Satz 2.7 unabhéangig sind.
Analog fiir mehr als nur 2 Zuwéchse.
= Die Familie (B;);ep» hat unabhéngige Zuwéchse.

Zur 2. Behauptung: Es gilt

1 1
Bs = Bisy = 5(Brs1 + Bla)) + 5w Zs — Bl

2

1 1
:_BS_BS _Zs
5 (Bs1 = Blap) + o

Z, ist unabhéngig von allen (Z;),s. Ferner gilt nach der Induktionsvoraussetzung

Brg — Bls) ~ 1,

1
on—1

1\N? /1\"*! 1 1 1 1
= Var(Bs — BLsJ) = (5) ‘ (§> + ontl 1= on+1 + on+l  on

Will man nun die Zuwéchse z.B. fiir t € D", h € D™ mit m > n berechnen, schreibt
man

Bun—Bi= Y (Buk — Brar. )

k,eD™

wobei By, — Biyk,_, Zuwachse mit D™-Auflosung und damit unabhéngig voneinan-
der sind. .
= Var(Byn—B)= Y 5-=h

k;eD™
k;€[0,27™,...,h)

Fur
0<t; <ty <...<t,mitt;, € D™
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{B:, — Bo,..., B, — By, }
eine n-elementige Menge von unabhéngigen normalverteilten Zufallsvariablen mit
By, — By ™ Voty—ty_,
ist.
(By)iep erfiillt also die in Definition 2.9 geforderten Eigenschaften 1 - 3, jedoch
noch nicht die Stetigkeitseigenschaft. Diese werden wir durch Interpolieren zwis-

chen den Gitterpunkten erreichen.

Zu n € Ny definiere F), : [0, 1] — R durch

0 , =0
F(] (t) - Zl ; t= 1
linear dazwischen
und
2= 7, , te D\ Dt
F.(t) = 0 , te Dt

linear dazwischen

= Fir t € D" gilt
By = ZFz(t) = ZFz(t)
i=0 i=0

Ferner gilt (sieche Lemma 2.11 unten) fiir ¢ > 0 und n hinreichend grof (c*n > 1):

62"1/
P(1Z)| > cv/n) < ez

und weiter

Y P(IteD,:|Z]>c Vn) <> Y P(Z]>c-vn)

n

§2(2”+1)'6JT<00

fiir ¢ > y/2log(2). Das Borel-Cantelli-Lemma 2.12 (s. unten) liefert
P( 3 unendlich viele t,, € D,, : |Z;,| > c-+/n) =0
= Zu P-fast jedem w € ) existiert N = N(w), sodass

Vn>Nw):|Z,|(w)<c-v/nVteD,
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= |Full, <c-v/n-272 fiiralle n > N(w). Somit gilt

0o N(w) o
Z |Fill, < Z | Fill o + Z c-v/n-27% < oo P-fast sicher
i=0 i=0

i=N(w)+1

= Die Reihe B(t) := > F, konvergiert gleichméfig auf [0, 1]. Damit ist
i=0

stetig und sie erfiillt auf D die Bedingungen 1-3 an die Brown’sche Bewegung.

Seien
0<t;<..<t, <1

eine Menge von Zeitpunkten und

o<t <.

IN

t® <1

eine Folge von Intervallunterteilungen mit tgk) € D und

48

i

Dann gilt

&) = (B, ..., By,) =: B P-fast sicher

~~~~~~

Insbesondere gilt fiir die Laplace-Transformierte

E (6<Z’B>) = lim E <e<Z’B(k)>)

k—o0
Es folgen die Bedingungen 1-3 fiir (By)scqo1)-

Fiir t > 1 setzen wir die BM einfach durch unabhangiges "Verkleben’ von Kopien
von (B)sepo,1) fort. Sei {(B(k))te[o,l] | k € N}. Dann definiere

=\ Bu+BY s

3 BY , tel0,1]
i[1]

Bemerkung.

(fi)ien, N Zfi =F

1=0

ist definiert, falls

00
i=0
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denn dann konvergiert die Folge der Partialsummen

N

Z fi(t) = Fn(t)

1=0

mit N — oo gleichméflig gegen eine gewisse Funktion

Insbesondere ist die Funktion F' als gleichmafiger Limes stetiger Funktionen Fly stetig.
Lemma 2.11. Sei X ~ vy;. Dann gilt:

2 2
Pl X|>c) < 7
(1X] > e) < —=

@

, c>>1
Beweis.

P(X]|>c¢) = dx

\8
(b‘
P

gl gl
3 3 3

g

Lemma 2.12 (Borel-Cantelli). Sei (A )nen, An € § eine Folge von Ereignissen mit

f:P(An) < 00

Dann gilt

P(limsup A,) = P (ﬂ U Am> =0

n—roo neNm>n

Beweis. Sei C,, == |J A,,. Dann ist C,, eine fallende Folge von Mengen, d.h. es gilt

m>n
C,2C,11VneN
Durch die Stetigkeit von Maflen folgt

P(C,) — P(limsup A,,)

n—oo
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Andererseits gilt auch

P(C,) =P (U Am> <) P(Ay) =0
m>n m>n
Aus der Eindeutigkeit des Limes folgt die Behauptung. 0
Satz 2.13. Fulls B, eine standard-BM ist, so auch
1. (Biys — Bs)izo
2. (—Byt)t>0

3. tHC-B%,tVC>O

0 furt =20
4 Xt':{ t-Bi  firt>0

Beweis. Wir beweisen nur 2 Aussagen:

3.

ot ch%,t ist stetig.

o Fur0<¢ <...<t, sind

{C<Bc%ti_Bc%ti—1 ”izl,...,n}
unabhangig und normalverteilt. Mit s; := C%ti gilt
2 o [t tia
Var(c(Bc%ti — Bc%ti_1) =c*(si—s;i_1)=c il t; —tia

4 .

Fir 0<t, <...<t, ist

(th, . o ,th) - (tlB%, . o ,tnBL)

1 n

multidimensional Gauf’sch. Entsprechend ist

(X, — Xoyoooy oo, Xy, — Xi, )
—— N —

=71 =:
multidimensional Gauf3’sch. Es reicht also die Unkorelliertheit der Z;’s zu tiberpriifen.
Kov(Zi, Z;) =0V i # j

Wir wissen zunachst, dass
E(Z)=0Vi
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gilt. Weiter haben wir

E(ZlZJ> = E(Xtith) - E(Xtiﬂth) - ]E<Xtith71) + E(Xtiletj—1>

Beachte, dass fiir (0.B.d.A. t > s) gilt:
E(BsB;) = E(Bs(B; — Bs + By))
E(Bs(B; — By)) + E(B?)
=E((Bs — Boy)(B: — Bs)) + Var(Bs)
E(B, — By) - E(B, — B,) + s
s

= E(BsB;) = min(s, t)
Also gilt

= min(ti, tj)

bt
E(X, -X,)=t-t; - E(Br -Bi)=—+-21—
( t; t]) J ( i ﬁ) max(tz-,tj)

OBdA gelte t; < t;. Dann folgt:
E(ZZZ]) - tj - tj - tj—l + tj—l - 0

Fur t > s gilt weiter

Var(X; — X,) = E((X; — X,)}) = E(X}?) - 2E(X,X,) +E(X}) =t —25s+s=1t—s

= Die Zuwichse von (X;);>¢ sind unabhéngig Gauf’sch mit Var(X; — X5) =1t — s.

Zur Stetigkeit: Fiir ¢ > 0 ist
t— X,

offenbar stetig. Fir ¢ = 0 wissen wir:

o Zuwachse von X, haben dieselbe Verteilung wie die Zuwachse von B,.

o Xo=0=B,
Fir alle 0 <ty < ... <t, gilt dann
Vert(By,,...,By,) = Vert(Xy,,...,X4,)
= Vert((Bi)iweg.) = Vert((Xi)ieo, )

Wegen
t — B,
stetig (fast sicher), gilt
lim B; =0
t—0
teQ4

Wegen (B)icq, ~ (Xi)wcq, gilt damit auch
lim X; =0

t—0
teQ4

19

P-fast sicher. Es folgt damit (da die rationalen Zahlen dicht in R sind und X; fiir ¢ > 0

stetig ist) schon die Stetigkeit von X; in 0.

O
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3 Das stochastische Integral

3.1 Der naive Zugang
dB, = Infinitesimales Inkrekement = B’(u) du

Problem: Die Brownschen Trajektorien sind (fast sicher) nirgendwo differenzierbar. B’(u)
existiert also nicht.

Erste Verbesserung: Stieltjes Integral (?7)

Stieltjes-Integral fiir Funktionen von beschrankter Variation.

Definition 3.1. Man sagt eine Funktion f : [0,1] — R habe beschrinkte Variation, falls
sgpStA(f) <ooVtell]]

Dabei durchlauft A alle A = {0 <t¢; <...<t, =1t} und es sei

SP(f) = Z |f(ti) — f(ti-1)]

t; €A

Satz 3.2. f : [0,1] — R ist genau dann eine rechisstetige Funktion mit beschrdankter
Variation, wenn ein signiertes Borel-Maf$ jiy auf [0,1] ezistiert mit

F(t) = F(0) = ps((0,2])
Definition 3.3. Fiir ¢ : [0, 1] — R messbar definiere

T T

[ 96s) dt. = [ g(slnstas)

Dieses Integral heifit Lebesque-Stieltjes-Integral fiir Integratoren von beschrankter Varia-
tion.

Dieser Ansatz verallgemeinert 1., denn f € C! hat eine beschrinkte Variation und es gilt

ﬂﬂ—ﬂ@z/f%ﬁk

d.h. es gilt
py(ds) = f's(s) ds

Beispiel. Die verschobene Heaviside-Funktion
0 ,t<1
hat beschrankte Variation und es gilt

y(ds) = 61 (ds)

Problem: Die Brown’sche Bewegung hat keine endliche Variation.
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2. Verbesserung: Quadratische Variation (!)

Definition 3.4. f : [0,1] — R heifit von endlicher quadratischer Variation, falls eine
Funktion

(f,.1):0,1] >R
existiert, sodass fiir jedes t € [0, 1] und jede Folge {A"} von Partitionen

—{0<t;<...<tp, =t}

mit
gilt:
TA) = D (Fltn) = f(8))* 5 (f, f)e

t;, €A™

Satz 3.5. Fast jede Brown’sche Trajektorie t — By ist von endlicher quadratische Varia-
tion, insbesondere gilt

(B, B)(w) =t P-fast sicher
Beweis. Sei 0 < t(k) . < t(k) =t eine Folge von Partitionierungen von [0, ¢] mit

lim sup [t 17 =0

Dann gilt mit X* := (Bw — B,w)?

i+1

<‘ Z By — ) — t|2> - (’ Z(BtH—l - Bti)2 + (tir1 — ti)‘2>

i=1,...,nk
()
= ) 2t —t)?
i=1,..., Nk
(k k) k
SQ"?UP z—i-)l t( |Zz+l tz()_>0
=1,..., ng
0 ~ g

Insbesondere: V e > 0 gilt

1
P (mA(k) 4> 5) <= E (’T;fA(k) _ tP)
9
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d.h. TtA(k)(B) — t in Wahrscheinlichkeit. Insbesondere existiert damit eine Teilfolge &’

mit

TtA(k) (w) M4 fiir P-fast alle w € Q

Zu (*): XZ(k) ~ 72 mit Z ~ 040 - Dann gilt:
i1 i

Var(X®) = Var <( tiv1 — tiN)2>

= V(I’l” ((ti+1 — tl)Nz)
= (tis1 — t;)* - Var(N?) = (tis1 — t;)% - 2

Dabei sei N =~ vy ;. O

Bemerkung. Gezeigt wurde:
Zu jeder Folge von Partitionierungen mit verschwindender maximaler Schrittweite ex-
istiert eine Teilfolge, s.d.

TtA(k) — t fast sicher

gilt. Eigentlich wollen wir, dass dies fiir jede Folge von Partitionierungen richtig ist. Das
werden wir spater beweisen.

Korollar 3.6. P-fast kein Brown’scher Pfad ist von endlicher Variantion.

Beweis. Sei p < q,p,q € Q. Dann existiert eine Folge A" von Partitionierungen von [p, q|,
s.d.
lim T2 (B) = ¢ — p P-fast sicher

n—00 p.q

wobei

Tzfq(B) - Z(Bti+1 - Bti)z (1)
1€EA
Sei g C €2 die entsprechende 1-Menge auf €2, d.h.
P(Q) =1

und es gelte (1) fiir (B;(w)) fiir alle w € Q.

Angenommen es existiert wy € Qo und V' > 0, sodass die Variation von (B;(wp)) < V < oo.
Dann gilt:

ng
T (Bi(wo)) = Y (Brsa(wo) = By, (wo))’
i=1
< ) ?up |Bti+1 (WO) o Bti(wo)‘ Z ’Bti+1<w0) o Bti <w0)| —0
1=1,... Nk ~ ,
h g <Var(By(w))

<§;)0

(xx) gilt wegen der gleichméBigen Stetigkeit von ¢ — B,(w). Dies ist aber ein Widerspruch,
da auf Qg
Em ToW(B) =q—p>0

gilt. Damit muss wy ¢ Qg gelten. Es folgt die Behauptung,. O
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T
Aufgrund dieser Aussagen ist [ f(s) dBs nicht ohne weiteres als Stieltjes-Integral definier-
0

bar. ~~ Ito-Integral.

3.2 Technischer Abschitt: Filtration, Messbarkeit, Stoppzeiten

Definition 3.7. Sei (2,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine total geordnete
Indexmenge. Dann heifit eine Familie von o-Algebren §, = (§;) C § mit

SiCg; Vi<
eine Filtration.

(2,8, (Ti)ier, P) heiit filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bezeichnungen:

o §. heillt rechtsstetig, falls

5o={3:

s>t

o (,F,5., P) heiit vollstindig, falls gilt:
VNCQ:[FAeF: NCAANPA) =0= N € 5§y
Kurz: §o enthéilt alle P-Nullmengen.

o Man sagt (2, §, 8., P) geniigt den tblichen Bedigungen, falls es/er vollsténdig ist
und §, rechtsstetig ist.

Beispiel. Das Standard-Beispiel zu Filtrationen:
Es sei (X¢)i>0 @ (2,5, P) = (R,*B(R)) ein stochastischer Prozess. Dann ist die Familie
aller

§ii=0({Xs [ s <))

fiir t > 0 eine Filtration. Man nennt sie vom Prozess X erzeugte Filtration auf (2.
Notation:

3 =3
Bemerkung. Sei §. gegeben. Durch Ubergang zu
5, =0(F:U{N | N C Q P-Nullmenge})

(augmentieren von §,) erhalten wir eine vollstdndige Filtrierung. Durch einen weiteren

5o=03,

Ubergang zu
s>t

erhalten wir eine Filtrierung %:, die den tiblichen Bedingungen geniigt.
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Definition 3.8. Sei (92, §,F,., P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.
o Ein Prozess X, = (X;)ies heifit an Fo adaptiert, falls X; stets §;-messbar ist.
o Fir eine endliche Teilmenge J C I heifit

Xj.))

(als Wahrscheinlichkeitsma$) eine endlich-dimensionale Verteilung von X,.

Vert((X;

Jirc

o Zwel Prozesse

(Xi)ier - (1,5, P) — (£, €)
(}/z')iel : (917347 P/) — (E7 @)
heiflen dquivalent, falls X, und Y, dieselben endlichen Verteilungen haben.

o Falls (2,5, P) = (,§, P') gilt, so heiflen X, und Y, Modifikationen voneinander,
falls fiir alle ¢ € I gilt:

Xi(w) = Y;(w) fiir P-fast alle w € Q

o Falls wieder (Q2,§, P) = (', §', P') gilt, heiflen X, und Y, ununterscheidbar, falls
fiir P-fast alle w € Q) gilt

(t = Xy(w)) = (t = Yy(w))

bzw.

Pw | Ftel: Xi(w) # Yi(w)}) =0
Beispiel. Es gilt
X, Y ununterscheidbar = X,Y Modifikationen = X,Y aquivalent
Die Umkehrungen sind im Allgemeinen falsch.
Seien (€2, 3§, P) = ([0, 1],B(][0, 1]), dz) und

1 s=w
XS(“)_{O sonst , s €[01]

Yi(w)=0Vwel0,1], s€0,1]
Sei t € [0, 1]. Dann gilt
{we [0,1] [ Xi(w) # Yi(w)} = {t}

= Vtelo,1]: P(X;=Y) =1
d.h. X, Y sind Modifikationen voneinander. Es gilt aber

{wel0,1]] 3t€[0,1]: Xi(w) # Yi(w)} = [0,1]

weswegen X, Y nicht ununterscheidbar sind.
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Satz 3.9. XY Modifikationen = X,Y daquivalent.

Beweis. Sei {ji,...,jn} = J C I. Da X,Y Modifikationen voneinander sind, existieren
fiir jedes k =1,...,n Mengen

Fiir alle w € gilt dann

= Vert()?;) = Vert(Z). O

Satz 3.10. Seien X, und Y, ununterscheidbar, X, und §. adaptiert. Falls §o vollstandig
i1st, dann ist Yy an §. adaptiert.

Beweis. Ubung. U

Definition 3.11. Ein Prozess (X;):>o auf (2, §, (§¢), P) mit Werten in (E, ) heifit pro-
gressiv messbar, falls fiir alle ¢ > 0:

X‘t . [O,t] X Q—>E
(s,w) — Xs(w)
B([0,]) ® §;-messbar ist.

Satz 3.12. Sei (X:) an (§:) adaptiert, E sei ein topologischer Raum, € die Borel-o-
Algebra auf E. Dann ist (X;) progressiv messbar, falls (X;) rechts- (oder links-)stetige
Pfade hat, d.h. falls

t— Xiy(w)Vwe

rechts- bzw. linksstetig ist.

Beweis. Sei t > 0 fix. Definiere fur n € N:

1
XM w) = X%(w) falls s € (Qﬁn - t, k; -t]

fir s € (0,¢] und
Xo(w) = Xo(w)

Falls z.B. (X;) rechtsstetig = X!(w) = Xs(w) V (s,w). Fiir alle A € B(F) gilt

(X2)7(4) = (U (2%; %t} < (Xew) <A>) U ({0} x X5(4))

d.h. X[i(+,-) ist also B([0,1]) ® Fr-messbar. Wegen Xj(s,w) — Xp;(s,w) folgt die Be-
hauptung. 0
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Im Folgenden gelte stets t € I C N odert € I CR.
Definition 3.13. Seien (2, §, (§:), P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und
T:Q — [0,00]
Dann heifit T eine Stoppzeit bzgl. (§;) falls fiir alle ¢ > 0:
{T'<t}e3

Falls nur

{IT'<tyefFHVt>0
gilt, so heilt T" schwache Stoppzeit.

Beispiel. Seien (Xj)ren, €in R-wertiger Prozess und A C R und §; = §;*. Definiere
T=Ty:=inf{keNy| X, € A}

Dann gilt fir ¢t > 0:
t
{T<ty={weQ| Ik<t:Xpw) €A} = J(X)(4) €3
k=0

Damit ist T" eine Stoppzeit.
Satz 3.14. Seien S, T Stoppzeiten. Dann gilt

1. SVT :=sup(S,T) und S AT :=inf(S,T) sind Stoppzeiten.

2. S+ T ist eine schwache Stoppzeit.

Bemerkung. Falls T eine schwache Stoppzeit und (§;) rechtsstetig, so ist 7" bereits eine
(starke) Stoppzeit.

Definition 3.15. Sei T' eine Stoppzeit. Dann heifit
Sri={A €T | AN{T <t} € T4}
die o-Algebra der T-Vergangenheit. Dabei sei §o, = o(Fs;t > 0).
Satz 3.16.
1. §r ist eine o-Algebra, 7 C §.
2. 5<T=3JsC3r

3. Ssar = s NS

Beweis.
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1. Wir zeigen beispielhaft
AeFr= AC € St

Sei also A € §r. Dann gilt A € §oo und AN{T <t} € F;.
= AY € §, und

ACN{T <t} ={T <t}\(An{T <t}) €

Analog zeigt man

AveFr=Jedr

neN

2. S<T={T<t} C{S <t} und es gilt fir A € §s
AN{T <t} =An{S<tHhn{T <t} € F
= A€ Fr.

3. folgt aus 2.

Definition 3.17. Sei (X;);>0 ein Prozess und 7" eine Stoppzeit.

1. Der an T gestoppter Prozess ist

v, . | Xi(w) fallst<T(w)
X (w) = { Xrw fallst>T(w) Xrpn(w)

2. Der in T ausgewertet Pfad (fiir T'(w) < oo:
Xr:Q—F
Xr() = Xro)(®)
Satz 3.18. Fulls (X;) progressiv messbar und T eine Stoppzeit ist, so gilt
1. Xp - 1irceey : Q@ — E ist Fp-messbar.
2. (X[)e=o ist progressiv messbar.
Beweis.
1. Wir betrachten nur den Fall, dass T'(w) < oo fiir alle w € Q gilt. Definiere
T : Q2 — [0,00] x 2
T"(w) = (T(w),w)
Falls A € 9B([0,t]) ® §: gilt, so auch

(T7)"(A) € 37



28

3 DAS STOCHASTISCHE INTEGRAL

Denn fiir eine Elementarmenge A der Form
A= (a,b)x f, feF,a<b<t
gilt

(T7) 7 (A) ={w | T(w) € (a,b],w € [}
={T'<t}\{T<a}jnfed

Fiir beliebige Menge A folgt die Aussage durch Approximation mit Schnitten, Vere-
inigungen und Komplementen von Elementarmengen.

Sei nun e € €. Dann ist zu zeigen, dass
|
(Xr)™e) N{T < 1} € 5,
Auf {T < t} gilt Xp(w) = (X 0 T%)(w). Damit folgt

(X7)"He) M {T <t} = [Xpp o T (e) N{T < 1}
= (") (X)) {T <t} €5
——

€B([0,t]) @+ )

B3
o Die Abbildung
Q — 0,1
wi— T(w) At
ist §¢/B([0, t])-messbar, denn fir Elementarmengen (a, b] € B([0,1]) gilt
{weQ | T(w)Ate (a,b]} ={T <b}\{T <a} €3F:

o w > w ist Fy/F-messbar auf €.
o wr (T(w) ANt,w) =: Ty(w) ist F¢/B([0,t]) @ Fi-messbar.

o Die Abbildung
[0,t] x Q@ — [0,¢] x

(s,w) = (s, w)
ist B([0,]) @ F:/B([0,t]) ® F-messbar. Genauso ist
(s,w) = Ty(w)
B([0,]) ® F./B([0,t]) ® F-messbar. Es folgt, dass die Abbildung
Ty (0,4 x Q — [0,4] x Q
(s,w) = (T(w) Nt A s,w)
B([0,1]) ® F./B([0,t]) ® Fo-messbar ist. Es gilt
Ti(s,w) = (T(w) As,w)
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o 7Zu zeigen ist, dass
Xi:0]xQ—=E

B([0,t]) ® §¢/E-messbar ist mit
X7 (5,w) = Xopr(y(w) = (Xjs 0 T7) (s, w)
Sei e € €. Dann gilt:

(X)) = (1) (X)) (e)) € B0, 1)) ®

U

Definition 3.19. (X;) sei ein (§;)-progressiv messbarer Prozess. E sei eine gewisse Eigen-
schaft von stochastischen Prozessen (z.B. E = stetige Pfade, beschriankt von endlicher
Variation). Dann sagen wir X, hat lokal die Eigenschaft E, falls eine Folge von (§;)-
Stoppzeiten (T},), sodass

1. T(w) ooV w e Q (monoton steigend)
2. Vn € N:XI hat die Eigenschaft E.
(T,,) heiBt dann lokalisierende Folge fiir E.

Beispiel. Sei (X;) ein stetiger reellwertiger Prozess mit X (0) = 0. Dann ist X, lokal
beschrankt. Hier sei E also die Eigenschaft der Beschranktheit. Sei

T, (w) = inf {| X} (w)| > n}
= T, ist eine Stoppzeit mit T,,(w) ' oo. Zuletzt gilt

sup | X" (w)| < nVweQ
>0

d.h. der gestoppte Prozess ist beschrankt.

3.3 Martingale in stetiger Zeit

Definition 3.20. Sei (€2, F, (8t)ter, P)) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (typisch
istt € {l,...,N} oder t € [0,T] oder ¢t > 0). Dann heifit (X;);e; ein Martingal, falls

1. X, ist §-messbar

2. BE(X;") <

3. E(Xy|Fs) = Xs Vs,tel,s<t
Fallsin 3. 7>” (bzw. 7<") statt =" gilt, heiit X, Submartingal (bzw. Supermartingal).
Bemerkung.

1. Zur Methode der bedingten Erwartung s. Vorlesungsskript Finanzmathematik 1
vom Wintersemester 2012/2013.
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2. Ein Martingal ist ein Prozess, dessen fernere kiinftige Entwicklung zu jedem Zeit-
punkt im Mittel den aktuellen Wert ergibt.
Beispiel. (X;)i>0 = (Bt)i>0 sei die Standard-Brown’sche Bewegung und
St = 3Bt
Dann ist (B;) ein (§;)-Martingal. Wegen §s = 0 {B, | v < s} gentigt es, dass

E(Bd%s) = E( (Bt - BS) ‘33) + E(BSISS)
———
von §s unabhangig
= E(Bt — Bs) + B,
=04+ B, = B,

gilt.
Bemerkung. Eigenschaften der bedingten Erwartung:
1. EQX + pY|8) = AE(X|8) + pE(Y&).
2. Seien ) C & C § ineinander enthaltene o-Algebren. Dann gilt

E(X[9) = E(E(X|®)[H)

3. Jensen’sche Ungleichung:
Sei ¢ : R — R konvex. Dann gilt

p(E(X]8)) < E(p(X)[6)

4. Falls Z schon &-messbar ist, gilt

E(X - Z|6) = Z - E(X|®)

5. Falls X von & unabhéngig ist, d.h. dass ¢(X) und & unabhéngig sind, d.h.
P(SNG)=P(S)-P(G)Y Seo(X),Ged

dann gilt
E(X|®) = E(X)

6. X <Y =EX|6) <EY|8®)
Satz 3.21.

1. Falls X4 ein §o-Martingal ist, &; C §; V t und X, schon Bq-adaptiert ist, so ist X,
ein Bq-Martingal.

2. Sind M, N Martingale, so auch A\M + uN.
3. Sind X, Y Submartingale, so auch X VY .
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4. Falls X4 ein Submartingal ist, ¢ konvex und monoton, so ist
Vi o= (Xy)
ein Submartingal.

5. Falls (My)e>o ein Martingal und ¢ konvez ist, so ist

(p(M¢))e=0
ein Submartingal.
Bewezs.
L E(X|®,) = E(E(X[F,)|®;) = E(X;|®;) = X,

2. X(w) < X(w)VY(w)
= E(X|6) <E(X VY|®)

= E(X|8) VE(Y|®) < E(X VY|8)

Damit folgt
E(X: VYi[§s) > E(Xi[Fs) VE(Y:Ts) > X, VY

O

Lemma 3.22 (Doob-Zerlegung). Sei (X, )nen ein Submartingal mit E(|X,|) < co. Dann
existiert ein vorhersagbarer wachsender® Prozess (Ap)nen und ein Martingal (M,)nen mit

X, =M, + A,
Diese Zerlequng ist eindeutig.

Beweis. Sei

Si = E(Xi|§i-1) — Xioq, i2>1
Dann ist S; §;_1-messbar und es gilt S; > 0. Definiere

k=1

AO =0
Mz —Xz Az, 1>1
M() 2—X0

Dann gilt
Mgy — M = Xip1 — Xi — (A — Aj)
= Xit1 — Xi — Sipx
= Xiy1 — X; — [E(Xi1[8:) — X
= Xi1 — E(Xin1[S9)

2(An)nen heiBt wachsend, falls A, 11(w) > A, (w) fiir alle n € N gilt.
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= E(Mi1|3:) = M; + [E(Xi1[S3) — E(Xia|S0)] = M,
d.h. M; ist ein Martingal. A; ist offensichtlich wachsend.

Zur Eindeutigkeit:
Xi—=Xia=M;— M1+ Ai — Ay

= E(X;|§ic1) = Xici =0+ A4, — A,

Denn A, ist vorhersagbar, also ist A; §;_i-messbar.

= Die Zuwéchse von A sind eindeutig durch die Zuwachse von X definiert.

= A, ist fiir Ay = 0 eindeutig.

= M = X — A ist eindeutig. O

3.3.1 Optional Sampling

Satz 3.23 (Optional Sampling, zeitdiskret). Sei (X, )nen €in (§n)-Submartingal und seien
S < T <ny< oo zwei beschrinkte (§),-Stoppzeiten. Dann gilt:

E(Xr|§s) > Xg P-fast sicher

Bemerkung (Interpretation). Durch diese Aussage wird die Submartingals-Eigenschaft
auf zufallige Zeiten S < T verallgemeinert.

Beweis.
1. Schritt: X Martingal, T' = t deterministisch, S < t¢. Dann ist zu zeigen, dass
E(X:[§s) > Xs
Sei A € §s. Dann gilt:

t

E(Xs-14) =Y E(Xs-la-Lig—ry)
k=0
t

=Y E(Xi - Langs—k))

k=0

t
X Mart.
= CE(X - Langs—ry)

k=0

— E(Xt . ]lA)
d.h. Xg ist §s-messbar und

/XSdP:/XthVAGSS
A A

= XS = E(Xt‘gs)

2. Schritt: X Martingal, S < T < ng. Wegen Fg C §r und der Projektionseigenschaft
der bedingten Erwartung gilt:

E(XT|3S) = E(E(XHO|ST)’SS) — E(XHO‘SS) SChr:itt 1 XS
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3. Schritt: X sei integrierbares Submartingal, S < T < ngy. Benutze die Doob-Zerlegung

= X7 = Mp+ AT > My + As. Daher gllt

Schritt 2

E(X7|§s) > E(Mr|§s) + As = "~ Mg+ As = Xg

4. Schritt: Sei X ein beliebiges Submartingal, S < T < ny.
= Zua >0 sei
X = max(—a, X;) = 0@ (X;)

mit ¢® konvex und monoton wachsend. Dann ist Xt(a) ein Submartingal mit
E(|X("]) < 0.
= E(X{"[3s) = X

Mit a — oo folgt
E(X7[Ts) > Xs

Bemerkung (Erinnerung). (X;);>o heilt rechtsstetig, falls fiir P-fast alle Pfade gilt:
t— Xt ((x})
ist rechtsstetig.

Definition 3.24. 1. Wir sagen (X;);>o hat linksseitige Limiten, falls fiir P-fast alle
Pfade
t+— Xt(W)

in allen ¢ > 0 einen linksseitigen Limes X;_(w) hat.

2. Wir sagen (X;);>0 ist cadlag (continue a droite, limitée a gauche), wenn X, rechtsstetig
ist und linksseitige Limiten besitzt.

Satz 3.25 (Optional Sampling, zeitstetig). Sei (Xi)i>o ein Submartingal, S, T Stoppzeiten
mit S <T < M < oo. Dann gilt

E(X7|§s) > Xs P-fast sicher

Beweisskizze. Es sei

T (w) = ’“;1 fiir T(w) € <

kokt1
PACAL

S, sei analog definiert. Dann gilt S, \/ S, T, \y T und S,,, T}, sind Stoppzeiten. S,, und
T,, haben einen endlichen Wertebereich I,, mit

bt 1 Bt
[n:{%\keNO, i gM}

2
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Weiter ist (X™);ez, mit X™ = X, ein zeitdiskretes Submartingal zur Filtrierung (3\™ )1,
mit &E”) = §;. Dann gilt:
B(XE)[§s,) > X

also
E(X1,[8s,) > Xs,

bzw.

‘V’AG&%:/XT” dPZ/XS" dP
A A

Dies gilt insbesondere fiir A € §5 C §g,. WegenT,, \, T, S, \( S und der Rechtsstetigkeit
von X, folgt mit n — oo

VAegs/XTdPZ/XsdP
A A

d.h.
E(Xr|8s) = Xs

O

Korollar 3.26 (Optional Stopping, aus Optional Sampling). Wenn (X;):>o ein rechtsstetiges
Submartingal ist und T eine Stoppzeit, dann ist

(X0
ebenfalls ein Submartingal, sowohl bzgl. (F;) als auch bzgl. (FT) mit FL := Finr-

Lemma 3.27. Sei (X;)i>o0 ein rechtsstetiger Prozess. Dann ist Xo genau dann ein §;-
Submartingal, wenn die Aussagen

L EX)<+Vt>0
2. Fir alle beschrankten Stoppzeiten S <T < C' < oo ¢ilt

E(Xs) < E(Xr)

gelten.

Bewezs.
”=": Nach Optional Sampling gilt:

E(Xr) = E(E(X7[Ss)) > E(Xs)

7<«<=": Die Integrierbarkeit des Positiv-Anteils von X; gilt nach Voraussetzung. Sei A € §,,
u < v. Dann definiere
T:Q0—R

Tw)=u-Ta+v-T1ye
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Es gilt dann

0 ,w<u
{T<w}=¢ A ,usw<w
Q ,v<w

Damit ist T" eine §,-Stoppzeit mit T' < v < co. Damit folgt mit 2.

E(X,) > E(Xr)
=E(X, -14)+E(X, 140)
= X, ist ein Submartingal. O

Beweis von 3.26 (Optional Stoppmg). Wir zeigen nur die Aussage fiir die Filtrierung §;.
Die andere Aussage ist eine leichte Ubung.
Seien 0 < 7 < (' < o0 zwei beschrankte §o-Stoppzeiten.

=>X'=Xrpo, XE=Xppr , TANo<TATLC
= E(X]) = E(X7p,) 2 E(X70) = E(X;)
Mit dem vorigen Lemma folgt, dass (X[ );>o ein Submartingal ist, da X! §,-messbar
ist. 0
3.3.2 Konvergenzsatze und Abschlie3barkeit von Martingalen
Satz 3.28 (Doob’sche LP-Ungleichung). Sei (X;)i>o ein rechtsstetiges Martingal oder ein
nichtnegatives Submartingal und sei X} = sup |Xs|. Dann gilt fir allep > 1, A > 0:
0<s<t
NP(IX7| > A) < E(|X7]")
und im Fall p > 1

B < (L) B

Beweis. Sei A > 0, T > 0.
T:i=inf{s >0 |Xs| > A}AT
Wir wissen, dass | X|? ein Submartingal ist, also auch der gestoppte Prozess
(X770
Dann gilt:
E(|X7|") = E(]X-|")
=E <|XT’p : ]l{x;<,\}> +E (’XTPD : ]l{x;zx}>

=E(1Xrl o) T E (G T
=E (| X7|” - 1x:<x) + X - P(X} > ))
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= N P(X; 2 N) SE(1X Uy ) SEQX) ()

Seien nun p > 1 und k£ > 0. Dann gilt

k
E((X; A k)P /p XL P > A) dA

—~

*

0
2 / p- N E(|Xg| - Ly o) dA
0

N

kAXE

=p-E |XT|-/>\p‘2d>\

0

= ——B(|Xz| - (Xp AR)")
< L (B(X ) B AR T

Daher folgt
p
B0 A0 < (2 ) BOXA) Y k> 0
Mit k& — oo folgt die Behauptung. 0

Bemerkung. Die Aussage des vorigen Satzes ist daquivalent zur Normenabschéitzung im
LP:
1Xi 00 < = 1 Xnls
S

Satz 3.29 (Submartingal-Konvergenzsatz). Falls Xo ein rechtsstetiges Submartingal mit

supE(X,") < o0

>0

ist, so existiert eine Zufallsvariable X, : 2 — R mat

lim X;(w) = Xoo(w) P-fast sicher

t—o0

Definition 3.30 (Uberquerungszeiten). Fiir ein (rechtsstetiges) Submartingal (X;);>o
und relle Zahlen a,b und T > 0 definieren wir die Uberquerungszeiten

Sp=inf{t>0| X; >0} AT

SQ :Hlf{tZSllXt<a}/\T

SZn = 1nf{t > Sgn_l | t < CL} ANT
52n+1 = 1nf{t > SQn | t > b} AT
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Dann ist {S;},.y eine wachsende Folge von Stoppzeiten. Weiter definieren wir
D([a,b],T) :=sup{n | Son < T}

(mit der Konvention sup ) := 0). Dieser Wert entspricht der Anzahl der absteigenden

Uberquerungen des Werteintervalls [a, b] durch den Prozess X im Zeitintervall [0, 7).
Lemma 3.31 (Doob).

1
b—a
Beweis. Setze Ay = {Sk < T} € §s,. Dann gilt Ay, C Ay und

E(D([a,b],T)) < E((Xr —0)")

X52k71 > b auf Agk,1

Xs,, < aauf Ay
Es folgt

Submartingal

0< / (Xg,  —b)dP % / (Xs, —b) dP

Asg_1 Asp_1
_ / (Xs, —b) dP + / (X, —b) dP
Agg Aog—1\Azg
< (a— b)P(Ag) + / (Xor — b) dP
Ag_1\Azp
S (-0 PUw) < [ Ga-wtap (4)
——

=P(D([a,b,T)>k)  Agkp—1\Aak

Die Mengen Agy_1 \ Ao sind paarweise disjunkt, d.h. wir konnen die Ungleichung (+)
bzgl. k € N summieren und es folgt

6—a)S PD(0,H,T) > k) < / (X — b)* dP

k=0 Q

bzw.

(b—a)-E(D([a,b],T) > k) < E((XT —b)")

O

Beweis des Submartingal-Konvergenzsatzes 3.29. Sei X (w) 1= li{n inf X;(w). Nach Fatou
—00

ist dann
E(X) <liminf E(X;) < oo

t—o00

= X < oo P-fast sicher. Sei X := limsup X;. Falls die Aussage falsch ist, so ist

t—o00

Ni={X £X}
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eine Menge mit positivem P-Maf}. Dann gilt
VweNJa<hb: Tlim D([a,b], T)(w) =: D([a,b])(w) = o0
—00

Gleichzeitig gilt aber mit monotoner Konvergenz

E(D([a,b])) = lim E(D([a,b],T)) < lim

T—o00 T—oo 0 — Q

E((Xr —b)*) < 0o
dh.

P(N)<P| [ {D(a,b]) =0} | =0

a,beQ
a<b

Wir erhalten also
P(X#X)=0

O

Satz 3.32 (Abschlieibarkeit von Martingalen). Sei (X;);>0 ein rechtsstetiges Martingal.
Dann sind dquivalent:

1. lim X; existiert im Sinne der L'-Konvergenz.
t—o0

2. 3 Xy € LY, sodass X; = E(X|F:) V¢ > 0.
3. Die Menge der Zufallsvariablen {X; | t > 0} ist gleichgradig integrierbar.

Im positiven Fall ist (Xy)icjo,00) €in Martingal mit §oo = 0(§e;t > 0). Es wird der Ab-
schluss von X, genannt.

Bemerkung (Gleichgradige Integrierbarkeit). Seien (€2,§, P) ein Wahrscheinlichkeit-
sraum und {X}, . eine Menge von Zufallsvariablen. Dann heifit {X;},., gleichgradig
integrierbar, falls

lim sup / | X%| dP =0

c—00 kEk
{1 Xk[>c}

Kovergenzsatz von Vitali: Sei (X,,),en eine Folge von L'-Variablen. Dann sind
aquivalent:

1. X, » Xy in L*
2. X, = X im MaB-Sinne und {X,}, ist gleichgradig integrierbar.

Beweis von Satz 3.32.

1= 2: Es gilt
supE(X,") < o0
>0

Mit 3.29 folgt X; — X, P-fast sicher. Fiir alle h > 0 gilt auflerdem

E<Xt+h|3t) =X
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Mit h — oo gilt dann
E(XoolS:) = X

2 = 3: Da X; ein Martingal und | - | konvex ist, ist |X;| ein Submartingal.

N / X,| dP < / X.o| dP

| X¢|>C | X¢|>C

Es gilt mit der Tschebyscheff-Ungleichung

1 1
P(Xi] 2 C) < ZE(X]) < ZE(|Xuel) = 0

Damit folgt
/ X.| dP < / Xo|dP+ 8- P(X)| > C)
| X¢[>C | Xt |>C5| Xoo |28

< [ 1XaldP 5 5B

[Xoo|28

Wegen der Stetigkeit von Maflen wahle zu § > 0 ein § >> 1, sodass

)
< -
/ |Xoo|dP_2

[Xoo|>p
Wahle weiter Cy > m. Dann gilt
/ IX,| dP < / X dP+g§6VOZCO
|X¢[>C [ Xoo|>B

3= 1: Aus {X;} gleichgradig integrierbar folgt

sup E(]X;]) < o0

t>0

39

und nach dem Konvergenzsatz von Vitali folgt, dass X, in L' gegen ein X, konvergiert.

3.3.3 Anwendung bei der Brown’schen Bewegung

[l

Sei t — BY = x + B; eine Brown’sche Bewegung mit Start in Bj = z. Dann gilt fir

a <z <bmit
T, :=inf{t | B} <a}

Ty := inf {t | BY > b}
1. E(T,) = E.(T}) =
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2. E(T,NT,)) =(x—a)-(b—1x)
3. P(T, < Tp)

b—x
b—a

4. P(T, < T,) = ﬁ
Beweis.

1. folgt aus 2. mit b — oo oder a — —o0.

2. Zunichst zeigen wir, dass B? — t ebenfalls ein Martingal ist:

E(Bﬂ%s) = E((Bt - Bs + Bs)2|3’s)
=E((B; — B,)*|3s) + 2E(B(B; — B,)[3,) + E(BZ|3.)

= E((B; — B,)?) +2B,E(B, — B,|3,) + B>
— %/—’
=t—s =0
=t+B?—s

E(B? — t|§s) = B? — s. Damit ist
M; = (Biam) =t ANTu ATy
ein Martingal. Es folgt
= E(M,)
—F ((BfATEAbe CEAT, A Tb>
202 P(T, <Tp) + b P(T, < T,) — E(T, AT})

Durch Umstellen nach E(7}, A T;) und verwenden von 3. bzw. 4. folgt die Behaup-
tung.
3. Es gilt
PT,<T)+PL,<T,) =1

und
t—= Bl = (Bx)T oo

ist ein stetiges Martingal.

=t E ((Bf)""") = const
Daher gilt, da T, AT, < oo fast sicher gilt, auch

T = E ((Bﬂf)Ta/\Tb)
T =00 T
(Bt/\T /\Tb) _> E (BT /\Tb)
(BT A, <, + BTb ]lTb<Ta)
(CL ]]'Ta<Tb + b ]lTb<Ta>

=a-P(T,<Tp)+b-P(T, < T,)
=a-PT,<Ty)+b-(1-P(T,<Tp))
:b+(a—b)~P(Ta <Tb)
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4. siehe 3.

3.4 Quadratische Variation von Semi-Martingalen

Definition 3.33.

o X, ist ein wachsender Prozess

o X w)
ist nicht-fallend fiir alle w.

o X, ist von beschrankter Variation

def.
g Si(w) == sup Z | Xtne — Xy nt] < 00

ACR
Adiskret tEA
Schreibweise: X, € AT bzw. X, € A.

Lemma 3.34.
Xece AsX=Y—-Z

mitY,Z € AT.

Beweis. Setze . )

Definition 3.35 (Stetiges lokales Martingal). Ein Prozess X, heifit

41

o stetiges lokles Martingal (kurz X, € M,,.), wenn X, stetig ist und eine lokalisierende

Folge von Stoppzeiten (T},),ey existiert, s.d. XIn ein Martingal ist fiir alle n.

o stetiges Semi-Martingal, wenn

HMGMIOC,AGA:Xt:Mt+At

o X e M) & X € M, und X(0) = 0.

loc

Bemerkung. X ist genau dann ein Martingal, wenn X € M, und fiir alle s > 0 die

Menge {X7,s | T Stoppzeit} gleichgradig integrierbar ist.

Satz 3.36. Es gilt
M) NA={0}

loc

Insbesondere ist die Zerlegung eines Semi-Martingals eindeutig.
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Beweis. Sei X € M?_N.A. Angenommen es existieren Zahlen C}, Cy
Xi<Cy, Si<CyVt>0
Seie>0,T,:=0und
T=inf{t > T,y | | X, — X7,_,| > ¢}
Da X, stetig ist, gilt T; " oo fiir ¢« — co. Sei t > 0 fix und
T, =T, Nt

Dann folgt

Es gilt also
E(X7 ) <Ch-eVe>0

Mit n — oo und dominierter Konvergenz (| X;| < C}) gilt dann
E(X}) <Cy-eVe>0
=E(X?) =0
= X;=0

Allgemeiner Fall: Sei T}, /* co, X" ist ein Martingal. Setze

T, :=inf{s >0 | |X,| > n}
T, :=inf{t >0 5, >n}
T, := inf(T,, T,,T,)

=X Tj erfiillt die Eingangsbedingungen mit C; = Cs = n.
= X1 = 0. Es gilt .
T, 7 oo

denn 7T,, 7 oo, da X € My, T, oo wegen der Stetigkeit von X und T, N oo, da X
eine lokal beschrankte Variation hat. Mit n — oo folgt X; = 0. U
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Definition 3.37. Fir A={0=ty <t <...<t, <...} sei
k-1
ﬂA(X) = Z(XtiJrl - th‘)z + (Xi — th>2
i=0
mit k = max {j | t; <t}. Wir sagen X, ist von beschrinkter quadratische Variation, falls
es einen Prozess (X, X), gibt, sodass

P— lim TA(X)=(X,X),Vt>0
NG

d.h. fiir e > 0 gilt
P (ITA(X) — (X, X):| > &) >0

Satz 3.38 (iiber die Existenz der quadratischen Variation). Sei M ein beschrinktes
stetiges Martingal. Dann ist M von endlicher quadratischer Variation und (M, M), ist
der eindeutig bestimmte wachsende Prozess (mit Start in 0), sodass

tes M7 — (M, M),
ein Martingal 1ist.
Bemerkung.

1. t = M, Martingal = ¢ — M? Submartingal. (M, M), ist also ein Kompensator,
um ein Martingal mit Anteil M? zu erhalten.

2. (B,B); =t, denn B? —t ist ein Martingal.

Beweis. Zur Eindeutigkeit:
Seien
X, =M?*—(M,M)c M

Xy = M? — (M, M) € M

= (M,M)—(M,M) = X; — Xy € M. Die Differenz zweier wachsender Prozesse ist
—— N —
€At €At
mindestens von beschrankter Variation, d.h.
X —Xo e M°NA={0}

P

= (M, M) = (M, M).

Zur Existenz:
Sei t; < s < t;y1. Dann gilt (mit quadratischer Ergénzung)

E((Mti+1 - Mtz‘)2|gs> = E((Mti+1 - Mti)2|{§5) + (MS - Mti)2
Analog:

E(T/(M)[s) = T2 (M) + E((M, — M,)*|3.)

S

T3 (M) +E(M; — M[Ss)

S

(
TH(M) = MZ + E(M{[Ss)

= E(M? — T (M)[,) = MZ — T3 (M)
= (M2 — TP (M))s>o ist ein Martingal.
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Bemerkung. (77) ist auch ein Kompensator, aber nicht wachsend. Es gilt niimlich

N
—

THM) =) (X,

i

- Xti)Q + (Xt - th>2

141

Il
o

Variiert nun ¢ zwischen ;1 und t;, so dndert sich nur der letzte Summand
(X, — X))

Dieser muss sich allerdings keineswegs monoton verhalten.

Zeige daher: lim T (M) existiert.
A]—0

Sei a > 0: Fiir A und A’ sei AA’ die Vereinigung der Zwischenpunkte aus A und A'.
=X, =T~ -1~

ist als Differenz zweier Martingale selbst ein Martingal. Mit dem gleichen Argument wir
oben ist

XP TP (X)
ein Martingal mit Start in 0. Insbesondere gilt:
E(X]) = E(T>% (X))

Ziel ist zu zeigen, dass E(X?) — 0 fiir ||AA'|| — 0.
Wegen (X +Y)? <2 (X?%+Y?) gilt nun

TaAA/ (X) <9. (TaAA/(TA> + TaAA/(TA/)>

Damit geniigt es zu zeigen, dass E(T22(T2)) — 0 fiir ||AA/|| — 0. Sei s € AA/, 5, < a
und sei t; = max {t € A | t < s;}. Dann gilt

TA - TsAk - (M - Mtl)Q - (Msk - Mtl)2

Sk+1 Sk+1
= (M5k+1 - Msk) . (M5k+1 _I_ Msk — 2Mtl)

weil s, < spiq <ty gilt. Damit folgt

75

Sk+1

- TSAk|2 < (Sl]ip |M5 + Msk - 2Mtl|)2 : (M

Sk+1

- Msk)Q

k1
Summieren wir iiber s folgt

A (T2Y) < (sup(...) - T2
Nach Voraussetzung existiert C', sodass

sup|M,| < ¢
t
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Ferner ist t — M, gleichmafig stetig auf [0, a], d.h.

sup | My, ., + M, — 20, 2570
k

kE+1

Mit dominierter Konvergenz gilt dann

+ My, —2My|)*) = 0

k41

E((sup | M
k

d.h. der Beweis ist erbracht, falls

sup IE((TaAA/)Q) < 00
IA[L 1A ]|—0

denn dann gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
E(T(T%)) < [E((sup(...))")]= - E(T2%)%)2
Es gilt

2

AP = |3 (Mygna — My _ina)?

(Mtk o ')2 ' (Mtz/\a - Mtl,l/\a)2

I
(]

k,l

= (Mtk/\a - Mtkfl/\a)4 + 2 : Z Z(Mtk/\a - Mtkfl/\CL)Z : (Mtl/\a - Mtlfl/\a)2
k=l k 1>k

=Y ()2 (Myppa = Miy_ipa)” - (T2 = Tina)
k=l k

Durch Ubergang zum Erwartungswert ergibt sich

E([T;(M)?) = E (Zc . .>4) +2 3 E(Myna = My a)” - (T2 = T3,,))

k=l e
=Nk

Es gilt - N
E(ne) = E(E(k|S:,)) = E(Myna — My, pa)” - BTy = TioralSe)

Da TtZ — M} ein Martingal ist folgt
E(T;" — TionalSe.) = E(OMZ = Mj, ,[S0) = E(Ma — Myna)?[3,)
Zusammengesetzt ergibt das

E(nk> - E((Mtk/\a - Mtk_l/\a)2 : (Mll - Mtk/\a)2>
S SUP(Ma - Mtk/\a>2 : E((Mtk/\a - Mtk,l/\a)2)
7%

<2 02 : E((Mtk/\a - Mtk71/\a)2)
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falls C' > 0 s.d. sup |M;| < C. Weiter folgt

t>0

E((T2(M))?) < 2-C?-E(TA(M)) + 4 - C? - E(T2(M))
<6-C% - E(TA(M))

Mit E(T2(M)) = E(M2) < C2 gilt folglich

E([TA(M)]?) <6-C* < 00

a

unabhangig von der Partition A.
= E(TA(M) — T~ (M))?) — 0, falls | A, ||A]| — 0.
= 3 (M, M),, s.d.
E(|TA(M) — (M, M),*) = 0V a

Insbesondere folgt mit Tschebyschev:

Ve>0:P|TXNM) — (M, M),| >¢) < 8—121@(1...\2) -0

= a+— (M, M), ist die quadratische Variation von M.

Zur Stetigkeit von (M, M),:
Die Doob’sche L2-Ungleichung liefert

E (SuplTsA”(M) - TS,AT"(M)F) < 2-E((T3(M) = T (M))*) = 0
s<a
fiir jede Folge {A,} mit ||A,|| = 0. Fiir eine Teilfolge n’ gilt dann, dass
s T (M) (w)
auf [0, a] in der sup-Norm gegen eine gewisse Funktion

s = ns(w)

konvergiert fiir P-fast jedes w € Q. Weil T, o (w) stetig ist, ist 7e(w) ebenfalls stetig.
Wegen
TP = (M, M),
in L? gilt
ns = (M, M)y P-fast sicher
Wegen der Eindeutigkeit von

(M, M)y =P — lim T2(M)
NG

ist 7o = (M, M), und insbesondere (trajektorienweise) fast sicher stetig.

Zur Martingaleigenschaft: Wir haben
E(M = T2 (M) [3,) = M = T2 (M)
—_—— —_——

—}(M,M>t —><M,M>s
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Die bedingte Erwartung ist mit L?-Konvergenz vertriglich
= E(M} — (M, M)|,) = M7 — (M, M),
= (M}? — (M, M););>0 ist ein Martingal.

Zur Monotonie:
Sei A,.1 CA, Vn.

Fir s,t € A,, s <t, gilt

Wegen
TS — (M, M),
folgt
(M, M)y < (M,M),¥Vs<teA
Wegen der Stetigkeit von t — (M, M), folgt hieraus die Monotonie von (M, M),. O
Bemerkung.

limsup E(sup T2 — (M, M), [2) < limsup4 - BT — (M, M),[2) = 0

n— 00 s<t n— 00

Insbesondere: Fir alle € > 0:

P(sup |T2" — (M, M),| > &) — 0

s<t

In Worten: (¢t — T/"(M)) konvergiert gegen (¢ — (M, M),) P-stochastisch (in w) lokal
gleichméaBig in ¢.

Lemma 3.39.
<MT7 MT>° = <M7 M>T

Beweis. M? — (M, M) Martingal = (M7T)? — (M, M)™ ist ein Martingal.
Da auch (M7T)? — (MT, MT) ein Martingal ist, folgt

<M7M>T = <MT7MT>
O

Satz 3.40. Sei M € M,,. stetig. Dann existiert ein eindeutiger wachsender Prozess
(M, M),, sodass (M, M)y =0 und

M2 - <M7M> E Mloc

Ferner: (M, M)y = P — HAlir”n 0T,A"(M) gilt lokal gleichmdafig auf [0, a).
n||—
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt wie in Satz 3.38 aus MY _N.A = {0}.

loc

Zur Existenz: O.B.d.A. existiere T;, /* 0o, sodass fiir alle n > 0
M" =M™
ein beschrianktes Martingal ist. Damit existiert (M"™, M™) und
(M™)* = (M", M")
ist ein Martingal. Fir n < m gilt
(™) = M

Daher folgt
<Mm7Mm>Tn — <Mn7Mn>

d.h. fir alle w ist
(M, M) () = Tin (M, M),(w) = (M, M7}, (w)
falls T,,,(w) > t. Daher ist (M, M) ein wohldefinierter Prozess. Ferner ist
(MT)? = (M M) = (MT)? = (M™, M™)
offensichtlich ein Martingal und somit

M? — (M, M)

ein lokales Martingal.

Zur Konvergenz: Sei 0 > 0: Wegen T,, /' oo existiert zu t > 0 T" = T}, sodass
P(T<t)<$§
Auf {s < T} gilt
(M, M), = (M, M); = (M",M"),
Daher gilt
P (Sup|TSA”(M) — (M, M),| > €> <6+ P <sup|TSA”(M) — (M, M)4| >&;T > t)

s<T s<t

54 P (sup T2 (MT) = (M7, MT),| > =T > t)

s<t

<)+ P (sup \TSA"(MT) — (MT,MT>S| > 5)

s<t

Da M7T ein beschrinktes stetiges Martingal ist, folgt

lim sup P (sup | T2 (M) — (M, M),| > 5) <46

n— 00 s<t

Da dies fiir alle 6 > 0 gilt, folgt die lokal gleichméaflige Konvergenz. O



3.4 Quadratische Variation von Semi-Martingalen 49

Satz 3.41. M,N € M, = I M,N), € A, sodass (M, N)y =0 und
M-N — (M,N) € My,

Ferner gilt
T2 (M, N) = (M, N),

lokal gleichmajig in Wahrscheinlichkeit mit

TSAH(M7 N) = Z (Mti/\s - Mtifl/\s) : (Nti/\s - Ntifl/\s)

i€An

Beweis. Es gilt
M-N = }L (M +N)?>— (M —N)?|
= (M, N) = }L(<M+N,M+N> _ (M = N, M~ N))

= M-N—(M,N) € M
Der Rest funktioniert analog. 0
Definition 3.42. Wir sagen X, ist ein stetiges Semi-Martingal (X, € S), falls

X=M+A

fir M € Mj,. und A € A.

Satz 3.43.
XeS= 3 JLH;OT,A”(X) = (M, M)
Beweis.
TA(X) = (Xine — Xiiyns)
= T:,A"(M) +2-TA (M, A) +T>"(A)
Es gilt

TSAH(M7 A) - Z(Mti/\s - Mti_1/\s) . (Ati/\s - Ati_l/\8>
S sup |Mtz‘ - Mtifll ' Z |Ati/\5 - Atifl/\5| — 0

t;EAR i
t;<s

wegen der gleichméfligen Stetigkeit von ¢t — M;. Analog folgt
lim T2"(A,A) =0
n—oo
Satz 3.44. Fur XY € S existiert
(X,Y) = lim T (X,Y),

und es gilt

|<X’ Y>t| < \/<X7X>t ’ \/<K Y>t
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Definition 3.45. Es sei

H = {M e M | supE(|M]?) < oo}
>0

die Menge der L2-beschrinkten Martingale.
Satz 3.46.
1. M € H = M emistiert, d.h. M ist ein abschliefbares Martingal mit M., € L>.

2. H st ein Hilbert-Raum mait der Norm

Ml o= Jim E(M ) = B(| Moo )2

3. Aquivalent dazu ist die Norm

E(M:[)"2 = E(sup M)

4. Fir M € Ho:={M € H | My =0} existiert (M, M), = tlim (M, M), mit
—00
M5, = E((M, M)w)

Beweis.
1. (|My])e>o ist gleichgradig integrierbar:

/ M| dP < (B(|M;|?)Y2 - (P(|My] > a)/?

|M¢|>a

1/2
< (upB(n ) - (E(MP))

t>0

= lim sup / |M;| dP =0

a—00 >0
|Mi[>a

Es gilt
E(|M;]) < E(IM]) < (B(M,[*)"? < 00

= d M, : tlglolo M, = M., P-fast sicher
Mit Vitali folgt dann M; — M, in LY(Q, P).
= M = E(Mw[§:) (%)
d.h. (M) ist abschliefbar und nach Fatou gilt

E(M2) < ligl)gle(Mf) < 00
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2. Aus () und M., € L? folgt, dass (|M;|*);>0 gleichgradig integrierbar ist. Nach
Vitali folgt dnan
M, — M

in L2. Zusammen mit der Monotonie von
t > E(|M,*)

folgt hieraus
E(M2) = lim E(M?)
—00

Also ist in der Tat
2
M]3, = E(M3)

Zur Vollstandigkeit von H:
Sei {M"}, oy eine H-Cauchy-Folge. = M ist eine L*-Cauchy-Folge, d.h. es ex-
istiert

My, = lim M

n—oo

in L?. Ferner gilt mit der Doob’schen Maximal-Ungleichung
B (sup |17 — MR ) < 4- B0 - M) 50

Nach Wahl einer Teilfolge n’ gilt
M (@) = Ma(w)

(lokal) gleichméBig in ¢ fiir P-fast jedes w € €.
=t ]\Z(w) ist stetig fir P-fast jedes w. Ferner folgt durch Grenziibergang
n' — oo in

die Gleichung -
E(Moo|gs> - Ms
= M. = M.,

= (M) se[0,00) Ist ein abgeschlossenes Martingal mit (]\Z)szo € H und

2

HJTJ— M| = E(M — M2)?) = 0

H

= H ist vollstandig.

3. Es gilt
E((M;)?) < 4-E(M)

dabei sei M = sup |M;|. Mit t — oo folgt
0<s<t

E((MZ)?) < 4-E(MZ) =4[ M]3,
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Ferner gilt
M [? < (M;)?

= E(|M]*) < E((M])?)
und mit ¢ — oo
1M]l5, < E((MZ)?)
4. ME — <M, M)t € M(loc)~ Es gilt
Mg — (M, M)y =0

= E(M{) — E((M, M);) =0
= E(M) = E((M, M),)

Wegen Fatou und mit monotoner Konvergenz fiir (M, M), — (M, M), gilt dann
auch
1M]17, = E(MZ) = E((M, M)x)

Erinnerung an das Stieltjes-Integral

Es gilt genau dann
te f(t)

mit f € A, wenn f von beschrankter Variation ist mit

Vs osup Y |f(ti) = f(t)] = Si(f) < o0

AC]0,s]
Dies ist aquivalent zu einer Zerlegung
f=91—g
mit g;, go monoton.

Falls zudem f rechtsstetig ist, ist dies wiederum &aquivalent zur Existenz eines signierten
MaBes p auf R mit

f(t) = p((0,])
Sei h : R — R messbar. Dann definiere

t

(o £)ei= [ 1) = [ 1(5) - Lo (s) md

0 R

Dies ist das Lebesgue-Stieltjes-Integral.

Satz 3.47. Sei f : R — R, f € A und rechtsstetig.
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1. Falls f € C! ist, gilt
t t

(o )= [ 16s) dro= [ 1ts)- 1) ds

0 0
2. (hef)e A und rechtsstetig und es gilt
ge(hef)=(g-h)ef
3. Fualls h linksstetig und beschrankt

(he f),= lim h(t:) - (f(tig1) — f(t))

1a—0 =
£5>0
Beweis.
zu 3.: Definiere h™(s) := > h(t;) - Lz 4,,,1(s). Die Linksstetigkeit von h liefert
t;EA
lim h®(s)=h(s)VseR
Jin (s) = h(s)

Weiter sei

S0, 1)(0) = [ Loas) - HA(6) lds)
R
Nach dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz folgt dann mit ||A|| — 0

SA(h, F)(1) = / Loa(s) - h(s) u(ds) = (h o f),

Definition 3.48. X, heifit als reellwertiger Prozess messbar, falls
Xe :R5px Q2 =R
(t,w) — Xy (w)
B(R>p) ® Foo(Q)/B(R)-messbar ist.
Lemma 3.49. X, ist genau dann messbar, wenn es eine Folge (an))neN von Prozessen

der Form
N(n)

XP(w) = Loy KT + D T (DE ()
i=1
gibt, wobei Kfn)7 e ,KJ(&),L) Soo-messbare Zufallsvariablen seien, sodass fir alle (t,w) €

RZO x 0
X;(w) = lim X™(w)

n—o0

qgilt.
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Bemerkung. X, progressiv messbar = X, messbar.
Definition 3.50. Seien X, messbar, M, N € M,,.. Dann definiere

(X o L NDw) = | [ X aie N, | @)

Lemma 3.51. Fir X,Y messbar, M, N € M,,. gilt
. . 1/2 . 1/2
/ XY, d(M,N),| < / X2 d(M, M), : / Y2 d(N,N),
0 0 0
P-fast sicher.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Approximation durch X", Y” wie in obigem Lemma
und

1/2 1/2
ZK@'K; (AM)(AN) < (Z(Ki)Z(AiM)2> : (Z(Kf)z(AiN)Q)

mit
AM = Mti_,_l/\t — My n
und A; N analog. O
Korollar 3.52 (Kunita-Watanabe-Ungleichung).
. . p/2\ 71/ . a/2\ 14
B [xvaonn. )| < (B [ [ aonan, |2 ([ [y awm,
0 0 0
fiir alle t € [0, 00] und % + % =1.

Bemerkung. Mit der Kunita-Watanabe-Ungleichung ist meist der Fall mit £ = oo
gemeint.

Definition 3.53.
o Sei M € H. Dann sei
LQ(M) = {X. progressiv messbar | HX||L2(M) < OO}

nmmm:ﬁ/ﬁﬂmms
0

die Menge der bzgl. M quadratintegrierbaren progressiv messbaren Prozesse.

Bemerkung. Mit dem neuen Mafl auf R>q x

Pu(T) = E / Ly (s,w) d(M, M), | = / / Tr(s,w) - d(M, M), (w) P(dw)

fir I' € B(Rs0) @ Foo ist L2(M) = L*(Rsg x Q, Py, 1) mit der progressiven o-Algebra
IT:= 0(Xe; Xo : R5g X 2 — R progressiv messbar)
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3.5 Konstruktion des stochastischen Integrals

Satz 3.54. Sei M € H, K € L*(M). Dann existiert ein eindeutiges Element
KeMeH,

sodass

(KeM,Ny=Ke(M,N)VNeH (x

Ferner ist die Zuordnung
K— KeM

eine Isometrie von L*(M) nach H,.
Definition 3.55. K e M heifit Ito-Integral (bzw. stochastisches Integral) von K nach M.

Beweis von Satz 3.54. B
Eindeutigkeit: Angenommen es existieren L, L mit (x). Dann gilt

(L—L,N)e=0,YNecH
Insbesondere fiir N = L — L:

:>HL—E —E(L-L,L—L))=0

2
H

=~ L=LinH

Existenz: Falls zunachst M € H, gilt, so haben wir
1/2 1/2

E /KS dM,N), | < |E /Kf d(M, M), |E /1 d(N,N),
0 0 0

= 1K 2ary - BN, N)oo) 2
= 1K 2 any - IV 5

d.h. die Abbildung Hy — R
N—E /Ks d{M,N),
0

ist linear und stetig bzgl. der Ho-Norm. H, C H ist ein abgeschlossener Unterraum
des Hilbertraums H. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz existiert genau ein Element
L € Hy, sodass fiir alle N € H,

E(K e (M,N))s) =E(Ly - Noo) (%)
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Wir bezeichnen L auch mit K e M. K e M erfiillt (x): Sei N € Hy und T eine Stoppzeit.
Dann gilt:
E[(K o M)r - Ny] = E[E[K o M)o|§1] - Ni]
[(K d M)oo ' NT]
(Ko M)y -NL]
———

E
E

[
D E[(K o (M,NT)).]
E[(K o (M,N)").]
E[(K o (M, N))]
E[(K o (M, N)y]

= Fiir den Prozess (K © M) N, — (K o (M, N)), = Z, gilt also:

E(Zr) =0V Stoppzeiten T

= Z, ist ein Martingal, (K e (M, N)), € A
= (K eM,N)=K e (M, N). Weiter gilt

|5 MHH—E[( M)Z]
[(K M, K o M),

= E[(Ko (M, K o M))]

YE[(K? o (M, M))a]
= K2

d.h. K +— K e M ist eine Isometrie (genannte Ilto-Isometrie).
Sei nun N € H beliebig. Setze N =N — Ny € Ho. Dann gilt
(KeM,N)=(KeM,N), Ke(M,N)=K o(M,N)

und somit

(KeM,N)=Ke(M N)

Fiir M € H beliebig setze M=M - My € Hy. Dann gilt

(KeM,N)=(KeM,N)=K e (M,N)=K o (M, N)
Die beiden Rechnungen sind leichte Ubungen. U
Definition 3.56. K = K, heifit Elementarprozess, falls

Kt((,d) = Z_ ]l{o} —|— Z Z t tz+1}( )

mit Z; §;-messbar ist.



3.5 Konstruktion des stochastischen Integrals o7

Satz 3.57. Seien M € H, K Elementarprozess mit |Z;] < C < co. Dann gilt K € L*(H)
und

00
E 7 MtHl/\t Mti/\t)

=0
n—1
= Z’i<Mti+1 — Mtl) + Zn(Mt — Mtn) falls te (tn, thrl]
i=0
und
|K e M|5, =E /Kf d(M, M), | =E | (Z)*(M,,,, — M,)*
i=0

Beweis. Sei

K * M Z Zz Mtl+1/\t Mti/\t)
=0

Dann ist (K * M) ein Martingal, denn fiir s € [tg41,tk), t € [tn, tat1) , s < t gilt:

|
—

n

(K*M)t—(K*M)s: Z’L(Mt _Mtl)_l_\Zn(Mt_Mtnl_‘_\Zk‘—l(MS_Mtk)

VvV Vv
_ =:11 EN

i+1

Il
=

(~.

-~

=:1

Es folgt

1

B3 = Y E [E[(M,., - M)I5] 5]

~NE[Z E[M,
k

_Mti

1

]=0

41

da M ein Martingal ist. Analog gilt E[/I|F;] = 0. Weiter gilt
E[I11|§s) = Zy—1 - E[Ms — M;, | 5]

= E[(K « M); — (K « M)4|§s] = 0. Das "diskrete” stochastische Integral von Elemen-
tarprozessen bzgl. einem Martingal ist wieder ein Martingal. ¢ — (K % M), ist stetig.
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Hierzu sei 0.B.d.A. s = t;, t = t,, (andernfalls ergénze die Partition ¢;). Dann gilt

E[(K % M)? — (K * M)?[§,] = E[((K * M), — (K * M),)*|3]

" 2
=E (Z Zi(Mti+1 - Mtz)) ’35
i=k

=K Z(Zi)Q(MtiJrl - Mti)zy&l

i=k

+2-E Z ZiZj(Mti+1 - Mti)<Mtj+1 - Mtj)|{§5

ij=k
i>j

-~

=0

=E | (Z:)*(M},, - M}) g]

i=k

—E Z(Zi)Q (M, M)y,,, — (M, M),,) Iﬁs]

i=k

=E [(K? e (M, M)); — (K> o (M, M)),|3,]

Insgesamt bedeutet das

B[/ M)? — (I o (M, M)),[3.] = (K « M)? — (K* o (M, M),

= (K+M,K+M)=K*e(M,M)

Insbesondere:

|K « MIE, = BI(K? o (M, M))] < C2 - E((M, M) < C2- |[M],
= K x M € H. Durch Polarisation folgt

(K*M,K*N)=KK o (M,N)
fiir Elementarprozesse K, K und M , N € H. Insbesondere wahle K =1. Dann gilt
K+N=NVYN eH,

und somit
(KxM,Ny=Ke(M,N)V N € H,
= K« M = K e M im Sinne des vorigen Satzes. O
Bemerkung. Die Ito-Isometrie fiir eine Folge (K™), ey mit Normen
(" e D), = E | [ (K22 d(ar ),
0
erlaubt K e M := lim (K™ e M) im Sinne eines Limes im Raum H zu definieren. Somit

n—o0
kann man beliebige Prozesse durch Elementarprozesse approximieren.
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Satz 3.58. Secien K € L*(M),H € L*(K e M). Dann gilt
HK € L*(M)

und

(H-K)eM =H e (K o M)
Beweis. Es gilt mit der Assoziativitat des Stieltjes-Integrals
(HK)eM,N) = (HK)e(M,N) = He(Ke(M,N)) = He(KeM,N) = (He(KoM),N)
= (HK)e M = H o (K o M) im Raum H, und damit auch in H. O
Satz 3.59. Sei T eine Stoppzeit. Dann gilt
KeM" = (K 1) eM=(KeM)"
Beweis. Klar. O

Definition 3.60. Sei K progressiv messbar. K heif$t lokal beschrankt, falls eine lokalisierende
Folge (7T,,) von Stoppzeiten und ¢, > 0, ¢, / 0o existieren mit

|K0Tn’ < Cp

Definition 3.61. Sei M € M, ein lokales Martingal. Dann bezeichne L? (M) die

Menge aller K,, s.d. K progressiv messbar und lokal beschrankt ist und eine lokalisierende
Folge (T,,), von Stoppzeiten existiert, s.d V n € N gilt

Tn
E /Kg d(M, M) | < 0o
0

L2

loc

(M) heifit Menge der lokal nach M integrierbaren Prozesse.

Satz 3.62. Fulls K € L (M), so existiert ein eindeutiges stetiges lokales Martingal

loc

(K o M) mit Start in 0, s.d.
(KeM,Ny=Ke(M,N)V N € M
Beweis. Es existiert eine Folge von Stoppzeiten
17’; =T,ANS,
mit z.B. S, ;= inf {t > 0 | |M;| > m}, s.d.

1. M e X

Tn
[ K2 d(M, M)
0

—

Ty _ _ _
2. E —E| [ K2 d(MT",MT")] < o0, dh. K € L3 (M),
0
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= 31K e MT" welches die Behauptung erfiillt. Wegen dem vorigen Satz gilt
(K o M) = K o (MT)Tn = K o M7
falls m <n, d.h. fiir ¢t > 0 gilt
(K o M™), = (K o MT"), ¥ n > m
falls T/ﬂ; > t. Damit existiert

(K o M)y(w) == lim (K & M™),(w) = (K & MT™),(w)

n—oo

fiir i; > t. Der Prozess K e M hat dann die geforderte Eigenschaft und ist eindeutig. [

Bemerkung (Erinnerung). S ist die Klasse der stetigen Semi-Martingale, d.h. es gilt
genau dann X € §, wenn
X=M+A

mit M € M;,. und A € A. Falls nicht explizit erwahnt, werden X, M, A als pfadweise
stetig vorausgesetzt.

Definition 3.63. Fiir ein (stetiges) Semimartingal X € S, X = M + A definiere
(KeX)=(KeM)+ (KeoA)

Dabei ist K e A ein konventionelles Stieltjes-Integral.

3.6 Zusammenfassung

Fiir K lokal beschrankt und X = M+ A € S existiert das eindeutig bestimmt stochastische
Integral von K nach X
KeX

mit
l. KeX=KeM+KeAmit KeAc A dh. KeXecS

2. Fiir einen weiteren lokal beschrankten Prozess H gilt
He(KeX)=(H K)o X
3. Fir N € My, gilt
(KeX N)=(KeM N)=Ke (M N)

4. Falls K ein vorhersagbarer Elementarprozess. Dann gilt

(K i X)t = Z Zk‘ ' (th+1At - th/\t)

ty
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4 Weitere Eigenschaften des stochastischen Integrals

4.1 Satz von der Dominierten Konvergenz

Satz 4.1. Seien X € S und (K} )nen eine Folge von lokal beschrinkten Prozessen, s.d.
ein lokal beschrankter Prozess Ko mit |K"| < K punktweise (in t und w) existiert und

KMw) "0V tw
Dann gilt
(K"e X)y =0
in Wahrscheinlichkeit lokal gleichmdflig in der Zeit.
Beweisskizze. Es gilt K"e X = K"e M + K" o A.

Fiir K™ o A gilt die Behauptung nach der dominierten Konvergenz bzgl. dA: Sei (7))
die lokalisierende Folge von K. Dann gilt

}(K")T" <K' <¢ <o

Dominierte Konvergenz auf [0, 7}]:
Fir ¢t € [0,T7] gilt

t t
(K"e A); = /K;"” dAs = /KQ pa(ds)
0 0

Wegen |K?| < ¢ V nund K — 0 konvergiert der obige Ausdruck gegen
¢
/ 05 pa(ds) =0
0
Wegen
l—o00

T>0:P(T;<T) =0
folgt die Aussage im Falle, dass X = A.

Fiir das stochastische Integral:

E {Sup|(K"°M>s|21 <4-E[(K"eM)7]

B — E[(K" o M, K" o M)y]
=E /(K”)Q d(M, M)

Wieder mit dominierter Konvergenz fiir das Stieltjes-Integral bzgl. d(M, M) konvergiert

das gegen
T

E /02 d(M,M)| =0

0
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Benutze nun das Stoppargument (wie im Falle der quadratischen Variation fiir Semi-
martingale) um zu zeigen, dass

(K"eM)—0
lokal gleichmé&Big in ¢ in Wahrscheinlichkeit. U

Korollar 4.2. Seien K ein linksstetiger lokal beschrankter Prozess und X € S. Dann
gilt

KeX), = 1li K, (X, - X

(Ko X), ”Alﬁgog 0 (Xtipant tint)
im Sinne der lokal gleichmdafigen Konvergenz in t in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. K'(w) = K, (w) - L, 4,,,(t). Dann gilt
ti

K (w) = Ki(w)
wegen der Linksstetigkeit von K. Damit lasst sich Satz 4.1 anwenden. U

Satz 4.3 (Partielle Integrationsformel fiir die stochastische Integration). Fir X,Y € S
gilt
t

szxoyw/xs dYs+/Y5 dX, + (X, Y),
0

Beweis. Fiir A C [0,t], tg = 0, tyae =t gilt

Z(Xti+1 - Xti)Q = Xt2 - Xg —2 Z Xti(Xti+1 o Xti)
t; €A t; €A

Mit, || A]| = 0 folgt
(X, X); =X} - X —2(X e X),

Das ist die Behauptung fiir X =Y. Der Fall X # Y folgt durch Polarisation. O

4.2 TIto-Formel (Kettenregel)
Satz 4.4 (Ito-Formel). Seien F' € C*(RY), X, = (X!,..., X%) mit
XieSVi=1,...,d

= F(X',..., X% €S und es gilt

F(X,) — F(X,) = / Z S) dXF + / Z axk 8$l ) d(X*, X1,

Bemerkung. Die Aussage des Satzes: Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrech-
nung gilt auch fir Semi-Martingale durch Hinzufiigen der Terme 2. Ordnung in der
Taylor-Approximation.




4.2 Ito-Formel (Kettenregel)

Beweis. Falls F' ein Polynom 2.0Ordnung ist, d.h.

F(Qj‘l,...,.Td): E Oékl'l‘k'xl,ilfoizl

ke, 1=0
Betrachte F'(zy,x;) = xpx;. Dann gilt
OF OF
A
O*’F  OF O*F O*F

=1

—_— = — = O pu—
dxz  Ox? " OxpOx;  Ox07)
= Die [to-Formel entspricht in diesem Fall genau der partiellen Integration:

t t
1
F(X;) — F(X,) = /Xg dX§+/X§ dXﬁJr5 /1 d(X’“,Xl>S+/1 d(X, X",
0 0

= /Xg dX§+/X§ dX!+ (X', XF),
= xixt - Xixh

Falls die Ito-Formel korrekt ist fiir /', dann folgt auch, dass sie fiir

G(a',... 2% = (Zakxk> 5(/12

v
Begriindung (mit partieller Integration und Summenkonvention?®):

G(Xy) — G(Xo) = UV, — UV
=UeV)+(VelU) + (U, V)

i/akF dX’“rZ/akX’“ iak(X’“,F(X»t

k=1 k=17 k

apF(X) o X* + o, X" o (F(X,)) + (X", F(X,))

Mit der Schreibweise Fj;(x) := 8‘9712(20) gilt

F(X.) = F(Xo) + F(X) o X'+ 2 Fu(X) @ (X!, X7

3Kommen in einem Produkt zwei gleiche Indizes vor, wird iiber diesen Index summiert.

63
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Einsetzen liefert:

1
G(Xy) — G(Xo) = F(X) e XF o X" e (Fii o X!+ §F|zm o (X', X™))
1
+ ozk<Xk,Fu o X! 4 §F|lm ° (Xl,Xm»

= F(X) o XF + o XV (X) @ X' + %akX’“Flm(X) o (X! X™)
+ a(X*, B (X) o X1
= F(X) o XF + o XV (X) @ X! + %akaFlm(X) o (X! X™)
+ ap Fu(X) o (XF, X1
Zum Vergleich: Berechne die partielle Ableitung von
G(z) = (aka) F(x)
oG

:a—xl

Gij(2) = aFjj(x) + a;Fy(x) + (anX*) Fiyj(2)

G(x) (x) = qF(x) + (aka) F(x)

d.h. es gilt

d 1
GX)—-G(X))=> GreXF+— G e (XF X!
(X¢) — G(Xo) ;Ik 2};1 EAXS )
Anhand einer Induktion folgt also, dass die Ito-Formel fiir alle Polynom gilt. Falls F' €
C%*(RY), konnen wir den Approximationssatz von Weierstrafl in einer kompakten Kugel
Bgr(0) benutzen, s.d. eine Folge F,, von Polynomen, die auf Bg(0) gleichméflig gegen F
konvergieren (im Sinne der C?-Konvergenz). Fiir die Polynome gilt die Ito-Formel und
mit
T=Tr=inf{s>0]| || Xs]| > R}
gilt sie mit Hilfe des Konvergenzsatzes fiir das Stochastische Integral auch fiir den gestoppten
Prozess F'(XT),. Da das stoch. Integral eines gestoppten Prozesses genau dem gestoppten
Integral entspricht, erhalten wir
AT AT

1
PO = FOG) = [ R ax* 4+ 5 [ Fux) s x)
0 0
Daraus folgt die gewiinschte Aussage, wenn wir nur R grof§ genug wahlen. U

Bemerkung. .
df(XS) = f/(XS)dXs + §f”(XS)d<Xa X>s

Dabei ist d X das "Ito”-Differential (und steht fiir ein stochastisches Integral). Im Mehrdi-
mensionalen Fall ist dies
1 O*F

AP (z) = Xd: OF xyaxk 4 1
T = —1 (‘9xk 2 1 8xk6xl

Auch diese Formel kann man in eine ”gewohnte” Schreibweise iibersetzen:
(VE(x))dX + [(Hess F)(X)|d(X*, X1
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5 Erste Anwendungen

5.1 Losung des Poisson-Problems der Elektrostatik
Definition 5.1. X, = (X},..., X9) heifit d-dimensionale Brown’sche Bewegung, wenn
{x!,.... X8}

eine Familie von stochastische unabhingigen Prozessen ist und X! fiir alle i eine Brown’sche
Bewegung in R ist.

Alternative Schreibweise: B, = (B},..., B?) bei Start in 0 € R bzw. Bf = ((B™', ..., (B
bei Start in z € R

Lemma 5.2. Fulls (B}) eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung ist, so gilt mit der
zugehorigen Filtration §; = o(B%;s < t):

1. (BFY), ist ein Martingal.
2. <Bm’i, Bm’j>t = (Swt

Beweis. Sei §i := o(B%';s <t). Dann gilt §: C §;. Wegen der Unabhingigkeit von B*'
und {B™7 | j # i} gilt
E[B;"|8.] = E[B;"[5.] = B

Fiir i # j ist
t s BY . B

ein Martingal. (Allgemeines Lemma: Falls M, N unabhéngige Martingale sind, so ist
M - N ein Martingal)

= (B, B%J) = 0 fiir i # j. O
Definition 5.3.

1. Falls f € C?(R?), so heifit

d

der Laplace-Operator, angewandt auf die Funktion f.
2. Eine Funktion f € C?(R?) heifit harmonisch, falls (Af)(z) =0V z.
Satz 5.4. f € C?(R?) ist genau dann harmonisch, wenn
(f(B))e=0

ein Martingal fiir alle v € R? ist.
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Beweis. Sei f harmonisch. Dann gilt nach der Ito-Formel:

159 = 5@+ | ng (B7) dBY* + / Z G, (B0 4B ),

dBi + / &N(B,)

S

Das Poisson-Problem

Sei 2 € R? ein Gebiet und g : 9Q — R eine Funktion. Wir suchen ¢ : Q — R mit ¢ € C?
und

{ Ap(z) =0V ze
el =g

Angenommen wir hétten ¢ gefunden. Fiir ein x € () ist dann
L= ¥ (th/\Tg}Q)
ein Martingal, wenn Tyq := inf {t > 0 | B} ¢ Q}. Dann gilt fiir t < Tho mit Ito:

dp(BF) = (V) (BB + 5 [(Fess o) (B d(B™*, B,

=0y dt

= (Vo)(BY)dB; + 5 (Ap)(By)d

= Der gestoppt Prozess ¢ (BfATBQ) ist ein Martingal. Damit folgt

gO(ZE) E [ (Bf/\Tasz)]

= stochastische Darstellung fiir die Losung einer PDE zweiter Ordnung.

5.2 Finanzmathematik: Black-Scholes-Modell

Es sei
o2
S; .= Sy - exp <0‘Bt + (a — ?> t)

wobei B; eine reelle Brown’sche Bewegung mit Start in 0 sei, ¢ > 0, « € R und 0 < .5
ein Startwert. Dann ist S, eine geometrische Brown’sche Bewegung und es entsteht das
Standardmodell fiir die mathematische Behandlung eines Aktienkurses, das sogenannte
Black-Scholes-Modell.



5.2 Finanzmathematik: Black-Scholes-Modell 67

Es gilt S; = f(By,t) mit

S~ (24 (a- 7))

bzw. St = f(Xt) mit Xt == (

ljt ) Es ist also die Ito-Formel anwendbar:

2

S, = f(X) - 0dB; + <a - %) CF(X)dt+ %UZ CF(X)dt

d.h. es gilt
dSt:St'UdBt+Oé'Stdt (*)

= « entspricht der mittleren Verzinsung von S ( Trend) und ¢ der Schwankungsintensitét
um den Trend ( Volatilitdt).
(*) ist ein Beispiel fiir eine stochastische Differentialgleichung.

Angebot: Auszahlung der Form f(Sr) zum Zeitpunkt 7" > 0 mit f € C(Rxo).
Frage: Welchen Preis sollen wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 dafiir bezahlen?

Idee 1: Vergleiche mit einem alternativen Investment in ein festverzinsliches Wertpapier
und einem gewissen Anteil an S,-Papieren ~» Portfolio-Strategie (ausfithrlich s. neues
Jahr).

Idee 2: Sei Cy = (Cy)icpo,r) der zuféllige Prozess, der den fairen Wert des Anspruches
f(ST) beschreibt.
= Cr = f(S7)

Gedachtnisloser Ansatz:
C(t = C<t7 St)

mit ¢ : RZy = R, ¢ = ¢(t, z). Anwenden der Ito-Formel liefert:
dC, = cu(t, S)) dt + ca(t, S) dS, + %cm(zﬁ, S,) d(S,, S,)
— e, S) + cp(t, S) [Se-a dt + S, -0 dBy] + %cm(t, S) - 0252 dt
denn aus dS; = a.S; dt + 05 dB, folgt
d(S;, Sy) = d{(aS;) et + (0S;) @ By, (aS;) @t + (0S;) @ B;) = d{((5S;) ® By, (0S;) ® By)
= 0%S? . d(By, B,) = 0*S? dt

Es gilt also

1
dCt = C|t(t, St) + C|m(t, St)StOé + §C‘$x(t, St)O'2StQ dt + C|x(t, St)O'St dBt
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Dies ist wieder ein stochastisch gestortes Wachstumsgesetz. Okonomisches Argument: Es
kann nur ein eindeutiges (deterministisches) Wachstumsgesetz fiir alle Anlagen auf dem
Wertpapiermarkt geben, namlich «. Daraus folgt

1
a-c(t,x) = cu(t, o) + cu(t, x)ox + §c‘m(t,x)02x2 Vtel0,T), >0
Dies ist die Black-Scholes-PDE. Sie hat die Randbedingungen
c(t,0) =0Vt

cr(z) = f(x)Va

Durch Losung dieser Gleichung erhélt man die Funktion ¢(¢, z). Dann ist
Ct = C(t, St)

der faire Preis des Anspruchs f(Sr) zum Zeitpunkt ¢.
Zur Idee 1:
Angenommen: Jemand bietet eine Zahlung in T" > 0 der Form

Cr = (Sr— K)+

Wobei Sy dem Wert der Aktie zum Zeitpunkt T entspricht. K > 0 nennt man auch
Strike- Niveau.
~» Welchen Preis soll man fiir dieses Versprechen in t = 0 zahlen?

o2
St:SO~exp<a‘Wt+<a—7>-t)

o Sp ... Aktienstand bei ¢t = 0 (heute)

Finanzmodell:

mit den Parametern

o o ... Volatilitat
o « ... Drift / mittlere Rendite

und einer standard Brown’schen Bewegung (W;):>o.
= () ist ein stochastischer Prozess, S; > 0.

Behauptung: (S;)so ist ein Semi-Martingal und erfiillt

t t

St:So+/a-Sudu+/a-Suqu

0 0

Dies ist die Semi-Martingal-Darstellung von (S;). In der Tat gilt

St - f(t, Wt)
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mit f: R? — R und
0,2
ft,z) =S - ot (o)
= Mit der Ito-Formel gilt

St:f<t7Wt)
t t t
_5 +/3f< W) d +/3f( Wy dw+ 2 (2 pwy doww
- gp! (1 ) 4 g N v T ) ap2! T
0 0 0

t t t
2 2
:So+<a—%>/f(u,Wu) du~|—0-/f(u,Wu) qu+%/f(u,Wu) du
0 0 0

t t
—So+a/5u du—i—a/Su dW,
0 0

In infinitesimaler Schreibweise:
dSt = OéSt dt + O'St th

Ohne den zweiten Summanden ware das eine gewohnliche DGL fiir exponentielles Wachs-
tum. Der zweite Summand stellt eine zufallige Storung dieser durch einen infinitesimalen
(normalverteilten) ”Stof” dW;. Die Gleichung ist ein Beispiel fiir eine stochastische DGL

mit expliziter Losung
o2
Sy = Sp - exp <0~Wt+ <a—?> -t)

Zweite Komponente des Black-Scholes-Modells:
Die zweite Komponente des BS-Modells ist die Spareinlage/festverzinsliches Konto (By):
gemaf

dBt:T'Btdt
By=1

r > 0 ist der feste Zinssatz (ein weiterer Parameter des Modells).
Arbitrage-Ansatz zur Optionsberatung: Vergleich mit alternative Investment-Strategien,
d.h. mit Kombinationen von Investitionen in (B;) und (S;).

Definition 5.5. (I;) = ((n¢, Bt))e>0 mit (n, B) € R? heiit Portfolio-Prozess oder -
Strategie, falls 7, und [, reelle Semi-Martingale sind, die vorhersagbar sind, d.h. 7, und
[ seien §;_-messbar fir alle t > 0.

Der Portfolio- Wert(-Prozess) ist dann

Xu(t) =n - Se+ B By
Die Strategie heifit selbstfinanzierend, falls

dXH(t) = dSy + B dBy
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Bemerkung. t — & stetig = (&) vorhersagbar

Frage: Gibt es eine selbstfinanzierende Strategie (I1;), s.d. Xp(7T) = Cr = (Sr — K),?

Bemerkung. II ist genau dann selbstfinanzierend, wenn die Wertanderungen (von Xp)
nur von den Veranderungen der Prozesse S und B herriihren. Falls es also eine selbstfi-
nanzierende Strategie mit

Xn(T) = Cr = (57— K)+

so ist X11(0) der einzige angemessene Preis fiir die Option C'.
Analog fiir Zwischenzeitpunkte ¢t < T": Falls ¢; der Wiederverkaufswert der Option C' beim
Verkauf in ¢ ist, muss

Ct = XH (t)

gelten, falls II eine Strategie mit Cp = Xy (1) ist.

Ansatz: ¢; = ¢(t,S;) mit ¢ € C*(R* R). Wegen ¢, = Xpi(t) gilt
de, = dXu(t) = m dS, + B, dB,
Gehen wir zu b, = 3; - B iiber, haben wir
deg =mn dSy+by-rdt = (- Sp+by-r) dt +m -0 - Sy AW,y
Andererseits gilt mit dS; = 0S; dW; + aS; dt und d{S,S) = 02 - S* dt

1
dCt = C‘t<t, St) dt + C‘x(t, St) dSt + §C‘mz<t, St) d<S, S>t
= <C|t(t, St) + C|m(t, St) cQe St + %Cxx@f, St) . 52 . 0'2) dt + C‘x<t, St) 0 th

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung eines Semi-Martingals in Martingal- und BV-
Anteil, konnen wir einen Koeffizientenvergleich durchfiihren. Es folgt

1
T]t s St + bt T = C|t(t, St) + C‘x(t, St) s St + §C|xx(t, St) . StZ . 0'2

C|$(t,St) 'O"St :’f]t‘O"St
Damit gilt
C|z<t7 St) =M
Daraus folgt
Clo(t, S¢) - Sy 4 (c(t, St) — Cu(t,S¢)) - r=mp- - S+ by - r

1
; C|t(t, St) + C|z(t, St) s St + 50‘931@, St) : Stz . 02

S ult,S) =1 (s S)) — (s S1) - Sy — %qm(t, S)-o?- S?

In Kurzform: 1
Q=T C—T T Cp—=T° 0 Clgg (%)

2
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Satz 5.6. Falls (t,x) — c(t,x) eine C*-Liosung der Black-Scholes-DGL (%) ist, so definiert

IT; := (cu(t, St), Br)

c(t,St) =) (t,St) St

mit By = B eine selbstfinanzierende Portfolio-Strategie mit
Xu(t) = c(t, 5)
Beweis. Ubung: Nachrechnen mit Ito-Formel. O

Korollar 5.7. Fulls ¢ eine Losung der Black-Scholes-DGL ist und zusatzlich
C(T,ZL‘) = (ZE - K)-‘r

qilt, so folgt
Xn(T) = (T, 57) = (57 — K)+

d.h. das Portfolio 11 lost die Aufgabe, die Auszahlung Cr selbstfinanzierend zu repro-
duzieren. Dann st der faire Preis fur die Option Cr gegeben durch

C(O, So) = XH(O)

Explizite Berechnung des BS-Preises mit Hilfe des stochastischen Kalkiils
Lemma 5.8. Sei (t,x) — c(t,x) eine Losung des BS-PDE und sei

2
St::So-exp(a-Wt—i-(r—%)t)

Dann ist t — e "c(t, S;) ein (lokales) Martingal.

Beweis. Benutze die Ito-Formel und setze ¢(t, S;) := e "¢(t, Sy). Dann gilt

d (e e(t, Sy)) = d(@(t, Sy)

~ - 1.
=(t, Sy) dt +7¢,(t,Sy) dS, + §c|m(t, Si) d(S,S)

1
= —re "c(t, Sy) + e Tep(t, Sy) dt + e e (t, Sy) dSy + §e*”qm(z€, S,) d(S, S)

1
=e (—r-c)dt+e " (7" =TS0y — 50282%“) dt

1
+e_”c‘m-a-8th+6_”C|x-r-Sdt+5-c|m-02-52 dt
= e_”qg3 co- S dW;

t
= e "e(t,S) =e " ¢(0,8) +o / e "epp(u, Sy) - Sy dW,,

0

Das stochastische Integral kénnen wir auch schreiben als (X ¢ W), € M,,.. Dann ist auch
e " c(t,Sy) =: M, ein lokales Martingal. dJ
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Korollar 5.9. Falls c(t,x) Lisung der BS-PDE ist, gilt

C(O, S(]) = 6_74.0 . C(O, S(])
= My = E[M7]
=K [G_TT . C(T, ST)}
=e T E[(Sr— K)4]

falls ¢(T,x) = (x — K) 4.
Also: Der Preis einer Call-Option im BS-Modell ist

(senfomr (-5)7) )]

(So-e Tu+ ) —K> -egdu
+

X1(0) = ¢(0, S)

—rT

-E
\/27r/
R
€ r i oVT u+ ﬁ)T 2
So-e 2 K du
\/27/( >
M
_ 5 '76 oyl du—K.e_TT/e_ﬁdu
V2T V2T
M M

mit M =

~ [ln (%) —r (T - i)] Das heifit es gilt mit v ~ v

2

X1(0) =Sy -P(v+0-VT > M)+ Ke " TP(v > M)
= So-P(v>M —oVT) — Ke " "P(v > M)
=Sy -P(v < oVT — M) — Ke ""P(v < —M)
= So- ®(oVT — M) — Ke "T®(—M)

Dabei sei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

6 Transformations- und Darstellunseigensschaften von
Semimartingalen

6.1 Exponentielle Maringale und Levy-Charakterisierung der
Brown’schen Bewegung

Lemma 6.1. Sei F = F(-,-) eine C?-Funktion mit

1
Et = __Fxm
2
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Dann ist fir jedes stetige Martingal M der Prozess
Nt — F(<M, M>t7Mt)
ein lokales Martingal.

Bewers. Es gilt mit der Ito-Formel:

ANy = Fiy((M, M)y, My) d{M, M), + F.((M, M), My) dM, + %Fm(<M, M)y, My) d{M, M)

J

v~

=—1Fy0 (M, M), M)

= ﬂ$<<M7 M>t7 Mt) th

Beispiel. Fir A € C gilt fur

/\2
F(t,x) = exp ()\ T — Et>

die Gleichung

1
ﬂt = _5 |zx

Also erfiillen insbesondere die reellen Funktionen R(F), 3(F') die Voraussetzung des Lem-
mas. Dabher ist fiir jedes Martingal M

2
t|—>€t(M) = exXp ()\Mt— %<M,M>t>

wieder ein (komplexwertiges) Martingal. R(e;(M)) und I(g,(M)) sind reelle Martingale.

e.(M) ist das sogenannte ezponentielle Martingal zum Parameter \.

Beispiel. 1. Brown’sche Bewegung:
Wahle A =i, M; = B;. Dann ist

, t
exp (th + 5)

e? cos(B,) , e? sin(B)

ein Martingal. Insbesondere sind

reellwertige Martingale.

2. Sei (X;)s>0 ein stetiger stochastischer Prozess, (Xs) € L7 (M) fiir ein Martingal
M. Dann ist

t
ti—)/Xdes
0
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ein lokales Martingal mit der quadratischen Variation
t
t s /Xf d(M, M),
0
Das zugehorige exponentielle Martingal (mit A = 1) ist dann

t t
1
(X o M) = exp /Xs dM, — 5/){3 d(M, M),
0 0

Fir X = f(s) eine deterministische Funktion und M, = B; gilt

ei(f e B) =exp /tf(s) dBS—%/tf(s)2 ds

Satz 6.2 (Levy-Charakterisierung der Brown’schen Bewegung). Sei (X;)i>o €in (Fi)i>o0-
adaptierter, stetiger stochastischer Prozess. Dann sind daquivalent:

1. (X3) ist eine Standard-Brown’sche-Bewegung
2. (Xy) ist ein lokales Martingal und (X, X); =t
8.V feLl?. (R;dx) ist

loc
t t
if - 1 2
e =exp |t [ fs dXs+ 3 fs ds
0 0

ein lokales Martingal.

Beweis.
1 = 2: klar.

2 = 3: Sei X ein lokales Martingal. Dann ist
t
M, = / fs dX
0
ein lokales Martingal mit quadratischer Variation
t
(1) = [ 12 ds
0

= &if = ¢,(i- M) ist das zugehorige exponentielle Martingal.

3= 1: Wahle f(t,w) = 1a(w) - L(y(t) mit A € Fy, v < v. Dann gilt

t
0 ,t<u
/deXs_]lA.{Xv/\t_Xu 7t2u
0
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Wegen 3. folgt dann
Eley/ - 1a] = E[ei] - 14] = E[14] = P(4)
Andererseits ist .
e = exp (]1,4 ) <(Xv - X.) + Q(U — u)))
Daher gilt
, 1
E[e - 1,4] =E {exp <i(Xv - X))+ 5(@ — u)) : ]IA}
Analog fiir f(t,w) = A Ta(w) - L, (t) mit A € R. Es folgt also
)\2
E [exp (iA(X, — X)) - 14] = P(A) - exp (—7(1) — u)> VAeF, (%)

Fir A = Q folgt insbesondere
)\2
E [exp(iA(X, — X,))] = e~ 7 (7%
Aus der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion folgt, dass
X, — Xy

normalverteilt ist mit Erwartungswert 0 und Varianz v — u. (%) besagt ferner, dass
(X, — X,) stochastisch unabhéngig ist von §,. Da die Zuwéchse {th — th_l}, tr < w
darstellbar sind in der o-Algebra §, folgt, dass X, — X, unabhéngig von den Zuwéachsen
vor X, ist. Damit ist (X;) eine Standard-Brown’sche-Bewegung, da die Stetigkeit von X
zudem vorausgesetzt war. U

6.2 Martingale als zeittransformierte Brown’sche Bewegung

Definition 6.3.

o Eine Zeittransformation (oder Zeitwechsel) C'ist eine Familie {Cs, s > 0} von Stop-
pzeiten, so das fiir fast jedes w € 2

s — Cs(w)
wachsend und rechtsstetig ist.
o Ein Prozess X heifit C-stetig fiir einen Zeitwechsel C', falls
t = Xy (w)
fast sicher stetig ist.
Bemerkung. Falls X stetig ist, so ist X C-stetig, falls X; konstant ist auf dem Intervall

[Cs—., C4]
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Einschub: Verallgemeinerte Inverse von nicht-fallenden (rechtsstetigen) Funk-
tionen

Fiir eine nicht-fallende Funktion A sei
cs :=1nf {t | A(t) > s}
das verallgemeinerte Inverse von A.
Lemma 6.4.
1. c st rechtsstetig
2. Alcs) > s
3. Ay =inf{s | ¢, >t}
Anwendung auf Brown’sche Bewegung/Martingale. (X;) sein ein stetiges Martingal,
(X, X); die zugehorige quadratische Variation.
Lemma 6.5. (X;) ist konstant auf |a, b]
(X, X))y = (X, X)q
bzw. fir Stoppzeiten gilt: (X;) konstant auf [T, o]

(X, X)), =(X,X),

Zeitwechsel, induziert von (X, X):
Cs:=inf{t | (X, X); > s}
Somit ist Yy := X, wieder ein stetiger Prozess.

Lemma 6.6. Se: A eine Funktion von beschrdinkter Variation. dA sei das zugehorige
Variationsmaf$ auf R:

(dA)([u, v]) = A(v) — A(u)

[ fs dA; ist dann ein Stieltjes-Integral. Seiw : [a,b] — R eine rechtsstetige, nicht-fallende
Funktion. Dann gilt fur alle f : R — R, Borel-messbar:

/ F(uls)) dAu = / Ft) dA,
0.t fua)u(b)]

mit A, = d(A o u).
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Beweisskizze. Die Behauptung ist aquivalent zu der Aussage: dA ist das Bildmafl von
d(A o u) unter der messbaren Abbildung u.

0.B.d.A. A wachsend. Bildmafl von A o u unter u, fiir den Fall, dass u strikt monoton
und stetig:

(w)(d(Aou))([s,t]) = d(Ao

O

Bemerkung. Gelesen fiir pfadweise gebildete stochastische Integrale, C' nichtfallend und
rechtsstetig mit C'(0) = 0 ergibt das die Aussage:
Fir (Xy), (V) ~ (X, V) mit X; = X, Y = Yo, gilt

t C
/)?Sd?sz/Xdes
0 0

Lemma 6.7. Sei (A,) ein nicht-fallender, rechtsstetiger stochastischer Prozess mit A(0) =
0. Dann definiert (Cs)s>o mit

Cs:=inf{t | A; > s}

einen Zeitwechsel, d.h. insbesondere ist fir s > 0 Cy eine §;-Stoppzeit falls (As) F-
adaptiert ist.

Satz 6.8. Fulls H ein (F;) -progressiv | messbarer Prozess ist und X ein C-stetiger Prozess
von endlicher Variation ist, sind H X jeweils 8’ -progressiv messbar, wobei

Xt XCt ) Ht HCt

5 =3
und es gilt:
o t
/Hs dX, = /ﬁl dX,
Co 0

Satz 6.9. Ist C' fast sicher endlich, X ein C-stetiges lokales §;-Martingal, so gelten
folgende Aussagen:

1. X st ein stetiges lokales §t—Martingal und
<)?7)?>t = <X7X>Ct

2. Falls H (F:)-progressiv messbar ist und
/H2 d(X, X)s < oo fast-sicher

dann st

(HeX),=(HeX)c,
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Beweisskizze. ()?t) ist ein §,-Martingal nach Optional Stopping.

X? — (X, X) ist ein §-Martingal.

= X2 — (X, X) ist ein F,-Martingal. = (X, X), = (X, X)), = (X, X)¢,

Die weitere Behauptung folgt durch die zugehérigen quadratischen Variationen und der
definierenden Eigenschaft von (H e X). O

Theorem 6.10 (Dubins,Schwarz). Seien (M) ein stetiges lokales Martingal mit (M, M), =
oo und
Ti:=inf{s >0 | (M,M)s >t}

Dann ist B, == My, eine Brown’sche Bewegung. Umgekehrt gilt
My = Bn,m),
Beweis. (1) ist ein Zeitwechsel.
= B, := M, = M,
ist ein §t-Martingal mit
(B,B): = (M, M), = (M, M)y, =t

= Behauptung 1 mit Levy-Charakterisierung: (B;) ist eine Brown’sche Bewegung. Umgekehrt
gilt dann .

B<M»M>t = M(M7M)t = MT(]\L]\/I>t
Sei t € [ty,t1] wobei (M, M)y =m ¥ t' € [to,t1] und [tg,t;] sei diesbzgl. maximal. Dann
folgt T}, = ;. Allgemein gilt also Tiazar), > t, aber es gilt wegen der Konstanz auf dem

Intervall
MT(]W,]\/I)t = M, =M,

6.2.1 Vorhersagbare Integraldarstellung von Pfadfunktionalen

Lemma 6.11. Sei (B;);>o eine Standard-Brown’sche-Bewegung mit der zugehdrigen Fil-
tration (§;) mit

& = (8%)
Dann st die Menge
{55;3 | feld}
ist total in L*(, F oo, P), d.h.
L?(Q,3,P)
zm{gz;B | fe J} = L2(9, 3o, P)

wobei J die Klasse der Funktionen/Prozesse f vom Typ

flt,w) = Z Aj e Lty
j=1

mit 0 =1y <t <...<t,, \; € R.
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Beweis. Angenommen, die Annahme ware falsch.
= Y € L} (2, T, P), (Y #0) mit

Y LelPvfed

Wir zeigen, dass Y = 0 gilt. Dafiir reicht es zu zeigen, dass Y - P das Nullmafl auf allen
(Q,0(By,...,By,))

ist. Sei

o(z1,...,2p) =E

exp (Z Z; (Btj - Btj1)> Y
j=1
Dann ist C" 3 (z1,...,2,) — ©(21,...,2,) € C holomorph, denn es gilt

o(z1,...,2,) = E |exp (Z 2; (Bt]. — Btj_l)> ~£E[Y|Bt1, . Btnl

=1

= /exp <Z 2;i(z; —a:j_l)> cg(zr, .. x) py(dey, ... dy)

R” Jj=1

mit der Verteilung py von (B, — By, ..., B, — By, _,).
= Holomorphie, da exp(...) holomorph und nach dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz.
Es gilt Y L /B genau dann, wenn

Y- exp (i i (B, = By,,) — %Z (M) (5 — tj1)>] =0

= Yjgn =0 =Y : C" — C ist identisch Null.
= o(iz1,...,12,) =0V 21,..., 2, € R. Das ist aber genau die charakteristische Funktion
von Y - P auf

E

(Qv O-(Btj - Btj_l;j - ]-7 s ,TL))

= Nach der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion ist Y - P das Null-Maf}. Weil
o(By, —By,_;j=1,...,n)=0(By;j=1,...,n)

Damit folgt die Behauptung. O

Theorem 6.12 (Integraldarstellungsatz). V F € L*(Q, §o, P) I'H € L*(R>0 xS, Prod, dz®
P) sodass

F(w) = EI[F| +/H(s,w) dB;s(w) P-fast sicher (%)
0
hierbei ist Prod = o { Elementarintegranden}. Ein Elementarintegrand ist dabei
X(tw)=> Xj(@) i, ,(t)
j=1

mit 0 <ty <t <...<t, und X; &'tj—messbar.
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Beweis. Sei H := {F € L*(Q,Fo, P) | 3 vorhersagbares H mit (%)} Sei F' € H. Dann
gilt

E[(F)*] =E [(c+ (H  B)x)?] mit c =E[F]
=c*+2cE[(H e B),] + E[(H o B)2 ]
= (E[F))? + E[(H o B, H & B)]]

= (E[F))?*+E /HZ(s,w) ds

Das bedeutet: Falls (F™),cy eine L?*(€, §o, P)-Cauchy-Folge von Elementen F™ € H ist,
so 3H:H"— H in L*(Rs x Q, Prod, dz ® P) s.d.

F"—-F 6 H"— H

F(w) =E[F]+ [ H(s,w) dBs(w)

0\8

= H C L*(...) ist abgeschlossen. Ferner gilt H > {/F | f € J} denn fiir M € M, und

1
e (01) = exp (4 = M. M) )
gilt
dgt(M) = €t(M) th
nach der Ito-Formel. Somit gilt

o

5&3 zsg'B—l—/e

@<
&
U
—~
~
S
;_/

= H=L%..) O

6.3 Satz von Girsanov

Definition 6.13. Sei (€2, (§)i>0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. (M;);>0 ein
(§¢)-Martingal mit M; > 0, My = 1. Dann definiert

Qt(A):/Mth, A€ g
A

eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (€2, §, P) im Sinne von

Qi(A) = Qs(A) Vs <tV Aeg,
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Bemerkung. Typische Situation: Fixiere T" als Horizont und benutze nur Q7.
Sprechweise: Martingaltransformation des Mafles P auf das Maf () vermége des expo-
nentiellen (lokalen) Martingals M,.

Lemma 6.14. Sei (umgekehrt) Z, ein stetiges Martingal mit Z, > 0 fast sicher ¥V t.
Dann existiert ein lokales Martingal (Ly)y>o mit

Zt = Eft(L)
Beweis. Benutze die Ito-Formel fiir log Z;. O

Bemerkung. Warum "umgekehrt”? Falls ); und Py, "dquivalent” sind fir alle ¢, so
folgt, dass die Radon-Nikodym-Dichte

_ dQ
dPg,

Zt:

existiert. Aus der Konsistenz folgt, dass Z ein P-Martingal ist und aus der Aquivalenz
folgt Z; > 0 P-fast sicher.
= 7Z =¢(L).

Lemma 6.15. Seien (S, (3¢)icpo,m, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, dQ; =
Zy dP mit einem P-Martingal Z; > 0. Weiter sei Y : Q@ — R §i-messbar, 0 < s <t <T
mit

Ep[|Y]] < 00

Dann gilt
1
Eq, [Y|3] = 7EP[Z,: -Y|§s] P-fast sicher

(Vergleiche: Wechsel des Numeraires in der Finanzmathematik)

Beweis. Sei A € §s. Dann gilt

1

1
/Z ‘Ep[Y - Z|F,] dQr :/Z Ep[Y - Z4[Ts] dQs
A

EplY - Z,|Fs] dP

= [ (Y Z,)dP
:A/Yth:A/YdQT

1
= 7 . EP[Y : Ztlgs] = EQT[Y‘S’S]

S
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Lemma 6.16. Sei M € M,,.(P), Q; = Z;- P mit Z; = ¢(L);. Dann ist
M, = M, — (M, L), € Mioe(Qr)

und (]\//7, ]\/4\>t = (M, M), Qp-fast sicher.
Beweis.

d(ZM) =M dZ + Z dM + d(Z, M)

=M dZ + 7 dM — Z d(M, L), + d{(Z, M)

Wegen Z = e(L) = exp (L — X(L, L)) gilt dZ = (L) dL = Z dL folgt weiter

dZM)=M dZ+Z dM — Z d{M, L) + Z d(L, M)

=M dZ+ 7 dM
— ZM € Mo.(P). Daraus folgt
—_~ 1 —_—~
Eq, [M:|§s] = 7EP[Mt AN

1 —~

= = Ms : Zs
Zs

— M,

O

Satz 6.17 (Girsanov, Cameron, Martin). Sei (B;);>o eine Standard-Brown’sche Bewegung
mit zugehoriger Filtrierung

(3}) = (Sfﬁ)
Sei X € L} (R, x Q, Prod,\ ® P) und

loc

t t
. 1
Zy =B = exp /Xs st—§/X§ ds
0 0

A~ t A~
Sei ferner By := By — [ X, ds. Falls (Z;) ein Martingal ist, ist (By)iepo.r) eine Standard-
0

Brown’sche Bewegung unter Qr = Zr - P.
t

Beweis. Z =¢(L) mit Ly = [ X, dB,.
0

Also ist

ein Qr-Martingal mit quadratischer Variation ¢. Aus der Levy-Charakterisierung folgt,
dass B; eine Q7-Brown’sche Bewegung ist. 0
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Bemerkung (Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmafien). Sei Y : Q@ — [0,1], Q@ =
{1,...,6}, P(w;) = #. Fir Ep[Y] =1 definiere ein neues MaB

Q(wi) = P(w;) - Y (w;)

Analog: Brown’sche Bewegung mit Drift.

6.4 Nachtrag zum Unterschied zwischen ”echten” und lokalen
Martingalen

(M) € M < E[[M]] < oo ; E[MfFs] =M, Vs <t
(M) € Mijoe & 3 (1) 00 Stoppzeit : (M) € M
M C My mit 7, = 00 V n.
Lemma 6.18.

MeM&SMeMp., Vs>0ist {M.xs | T Stoppzeit} gleichgradig integrierbar

Beweis.
"=": 17 As <s. Daher gilt
MT/\S = E[Ms|g’r/\s]

= {M,rs | T Stoppzeit} ist abschliefbar mit ” Abschluss” Mj.
= Die Menge ist gleichgradig integrierbar.

"<": Sei 1, /' oo eine lokalisierende Folge.
= E[M*|F) = M "= M,

da M stetig. Analog gilt

n—o0

M = M, n(w) = My(w)
Wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit von
{M" | 7, Stoppzeit}
gilt mit dem Vitali’schen Konvergenzsatz
M — M,

in L'(P). Das bedeutet

und damit folgt
E[M|Fs] = lim E[M/"|§] = lim M = M,
n—oo n—oo

Die Integrierbarkeit von M, folgt aus der gleichgradigen Integrierbarkeit Menge { M;™ | 7,, Stoppzeit}
fir 7 = t¢. O
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Beispiel. (B;) sei eine Standard-Brown’sche Bewegung. Sei ¢ : [0,1) — R monoton und
bijektiv (z.B. t — In (ﬁ))
My = By

Dann ist (My)sejo,1) mit &; = g ein &,-Martingal. Sei 7 :=inf {s > 0 | M, > 1}.
= 7 < 1 P-fast sicher. Dann ist der gestoppte Prozess

o Mo t<d
Nt"{MT ,t=1

= (Nt)te[o,l] ist ein lokales $);-Martingal mit £, = &,;, jedoch kein "echtes”. Hier reicht
natiirlich eine lokalisierende Folge mit 7,, 1.

N, ist keine Martingal, da

0= No = E[Ny] #E[N[§o] = E[Ny] =1

7 Stochastische Differentialgleichungen

_>
Gegeben: b : R? — R - Borel-messbar, o : R? — R%* _ Borel-messbar und B; = B; =
( B}, ... Bf ) € R* eine k-dimensionale Standard-Brown’sche Bewegung. 4 Weiter sei

¢ eine Re-wertige von ? unabhingige Zufallsvariable. Dann heifit (X;);>o mit X; € R?
(starke) Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX = b(X) dt + o(X) dB,
Xo=¢

falls gilt:

1. t — X, stetig und an (Sﬁ‘) adaptiert.

2. Xog=¢

3. Vi>0:X, = X0+fb ds+f \) dB,
Bemerkung.

t
1. [o(X,) dB, € R mit
0

2. Bezeichnungen:

4Das heifit: B! ist eine Standard-Brown’sche fiir i = 1,...,k und {Btl, N Bf} sei eine unabhingige
Familie stochastischer Prozesse.
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o B. - Signal
o b - Drift

o o - Dispersionsmatrix

3. Lemma: Sei Z : 2 — R eine Zufallsvariable, § := o(Z). Sei Y : 2 — R §-messbar.
Dann folgt
Jh:Y =h(2)

Mit diesem Lemma bedeutet die Adaptiertheit von X, an (@), dass in einem
abstrakten Sinne eine Funktion H existiert mit

H:B.— X. = H(B.)

Beispiel.

dS=r-Sdt+o-5 dB,
So=¢

In diesem Fallist k =d =1, b(z) =r-z, o(z) =0 - x.

1
:>St:§0-exp((r—§02) -t+0+Bt)

1. Zufallige Koeffizienten, Zeitabhangigkeit:

Verallgemeinerung:

(t,z,w) — b(t, z,w)

(t,z,w) — o(t,z,w)
Damit hatten wir die Gleichung

t t

Xi(w) = Xo(w) + /b(s,Xs,w) ds + /O'(S,Xs,w) dB;

0 0
2. Koeffizienten von der Vergangenheit der Losung abhangig:
b:C([0,7]) - R
o:C([0,T]) = R
Z.B.b(X,) = bes -sin(s) ds. Eine mogliche DGL wére dann
dX; =b(X [[t—=T,t]) dt+o(X | [t —T.,t]) dB;
Xi-r0) = §-10)

Dies ist eine stochastische Delay Gleichung.
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7.1 Pfadweise Eindeutigkeit unter lokaler Monotoniebedingung

Im folgenden: Autonomer Fall, d.h. o, b hingen nicht von ¢ ab, b(x) = b(x), o = o(x).

Satz 7.1 (Autonomer Fall). Falls die Koeffizienten die lokale Monotoniebedingung, namlich
VR >03c=cg:2bx)-bly),r—y)pat|o(@) —oy)|ss < crllz —y|° Va,y € Br(0) C R?
erfillen, sind zwei Losungen von

dX = b(z) dt + o(X) dB,
Xo=¢

ununterscheidbar, d.h. falls eine Losung existiert, ist diese eindeutig.
Beweis. Falls (X;) ein Ré-wertiger Prozess mit
dX, =U, dt +V, dB, = U dt + dM,

ist mit U, € R, V; € R¥™* und B, eine k-dimensionale Brown’sche Bewegung, so gilt:

d
d|I X =d) (X}
]:

d d
=> 2. X/ dX{+ ) d(X7, X7)
=1 i=1

d d
= 2U} dt+> 2X] dM} +) " d{(V e B, (V e B)/)
j 1 j=1

j=1

:ZQUJ dt+Z2XJ dMJ+Zd<Z Vit + Vi @ (B! Bm>>

j=1 Il,m=1
d

2U} dt+22X” deJrZZ

j=1 7j=1 [1=1

= 2(Uy, X, )ga dt +2(VIX) dB; + |Vi|3g d

U

U

t
B[ = B[ Xl / Saxivlds| +E| [Vl i
0

wobel

Weitere Vorbereitung:
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Lemma 7.2 (Gronwall-Lemma). Seien g : [0,7] — Rsq, h : [0,T7] — Rxq und stetig,
B > 0. Falls fir alle t € [0,T]

mwsmw+ﬁ/w@ds

qgilt, folgt
t

g(t) < h(t) + ﬁ/h(s) P9 s

0
Falls ferner t «— h(t) nicht fallend ist, gilt

Beweis des Lemmas:

Gle [owas) = o~ 5 [ o6s) ds
< e Pton(t)
= /g(s) ds < eﬁt/h(s) ce P ds

Weiter gilt

< h(t)+ B -t /h(s)e_ﬂs ds

0
t

Falls h nichtfallend: < h(t) + 3 - €% - h(t) - / e % ds
0
= h(t) - e

t
Insbesondere: g > 0, g(t) < c+ B [ g(s) ds = g(t) < c- e’
0

Zurtick zum Eindeutigkeitsbeweis:

Seien (X}), (X?) zwei Losungen von
dX =b(X) dt + o(X) dW;
Xo = & P-fast sicher
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Betrachte Z = (X; — X3). Dann gilt

Wir fithren die Stoppzeit

=inf {u >0 |

A} =R}

ein. Dann gilt
|| Z7))? = 2(b((X)™R) = b((X?)R), Z7%) dt + (Z7%, ST dWy) + ||S7%||5g dt
~;
= 2b(X}) = b(XP), X} = XP) dt + (2, S dWy) + [|o (X)) = o(XP)|[ 6t

Insbesondere ist Z7® beschrankt

TRAL

= / Ly » Sy dW,,

0 t>0
ist ein echtes Martingal und hat damit den Erwartungswert Null. Damit gilt mit der
Voraussetzung
M TRAL
E[1Z71*] =E [ Z)*] +E /2<b(X;)—b(X3),X1 X2) + ||lo(Xh) + o (X254 du

0
[ TRAL

E[||Zo]°] + E /cR-\\X;—X5||2 du
0

t

0+ en- [ B[Lucey X1 - X2] du

-~

=:g(u)

t

= cR~/g(u) du

0

Auflerdem gilt:
B {100 = Xnl] 2 B [ |10 = XE] = 910

Insgesamt haben wir also
t

o(t) < en [ g(u) du
0
d.h. wir konnen das Gronwall-Lemma mit A = 0 anwenden.

=0<g(t) <h(t) "' =0
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= E [Hth - Xf||2 : ﬂtsTR] =0Vt

Da X und X7 stetig sind, folgt, dass X! ., und X? ., ununterscheidbar ¥V R > 0. Mit

R — oo folgt, dass X! und X? ununterscheidbar sind. O

Bemerkung. Falls x — b(x) und z — o(x) lokal Lipschitz, d.h. ¥V R> 03 cg:

16(z) = o) llpa < Mlz =yl -cr s llo(@) —oW)llgs < lle—yll-cr ¥V z,y € Br
so erfiillen sie auch die lokale Monotoniebedingung.

Bemerkung. Scien @ = b(z) , (0) = zo, ¥ = b(y), y(0) = yo zwei Losungstrajektorien
einer gewohnlichen DGL. Dann gilt

d(|| X = Yi|I*) = 2(X; = Y, dX; — dYy)
= 2(X; — Y, b(Xy) — b(Yy)) dt
<2-cp- || X, =Y dt

ler: Xy = x(?) und Y; = y(¢)). Aus dem Gronwall-Lemma folgt dann
hier: X dY; Aus dem G 11-L, folgt d
1Xe = Yi* < e*er - X0 — Yo

= X, =Y, falls Xg =Y.

7.2 Existenz starker Losungen unter Lipschitz-Bedingung

Satz 7.3 (Existenz von Losungen unter globalen Lipschitz-Bedingungen). Es sei E[[|€]]*] <
0o und es existiere I > 0 mit

16(X) = 0(Y)[|lga + o(X) —o(¥)||ps < K- [X =Y VX,V
und
16X + llo(2)|| < K- 1+ X]))  (WB)

Dann existiert eine starke Losung der stochastischen DGL

dX =b(X) dt + o(X) dW;

X(] =
Ferner qilt:

3CVte0,T]:E[IX]* < C- (1 +E[¢]*)

)

Beweis. Picard-Iteration: Definiere Folge X% von Prozessen durch

X9 .=¢vt
t t
XD =y / b(X P ds + / o(X®) aw,
0 0
Zunéchst: Einschrankung auf ¢ € [0, 7] mit T > 0.
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1. Behauptung:

IC>0VEkVE<T:E {HX;’”HQ} <C-(1+E[¢)?)

Beweis:
k = 0: Kklar.
k— k+1: Es gilt
¢ 2 t 2
2
E MX}’“*” } < 3E[||¢||?] + 3E /b(X,@) ds | | +3E /a(X§k>) AW,
0 0
t t
2 2
< 3E[||¢[? +3/IE x| ds+3/IE o (x| as
0 0

t
(WE) 2 2 ®|? 2
< BE[EIT]+3(T+1)K* | E ||| X, dt+3(T'+1)K=*-T
0
= 3Cy: Yte[0,T]V ke N gilt
t

B[] < o+ ey + o [E[Ix0] au

Iteratives Einsetzen liefert

EM”“W?ﬁ%%Hﬂmﬁ»Q+@H“WV+“+@ﬁ“)

2 (k+1)!
< Co(M+E[|€]°]) - €T Vit e[0,T]V k

2. Ahnlich fiir die Unterschiede in k:

t

t
X0 X = [ ) = bxd ) ds+ [ (o0®)  o(x ) d,
0

s

0

J/
~ —~

=:B; =:M;

Mit der Lipschitz-Stetigkeit folgt dann

t
E [sup HBsHﬂ < K?.T.E [/ ”ng) _ngfl)”2 dS]
0

0<s<t

und mit der Maximalungleichung fiir Martingale

E {sup HMS\F] <Ci-E

0<s<t

/www>aw9%Ww}

t
< 4B [ [ I - xenyp ds]

0
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Zusammengesetzt ergibt das

t

B [sup HXLng _Xs(k)||1 < C2/E [HXs(k) _Xs(k_1)|{2} s

0<s<t

Iteration in k ergibt

42
E {sup HXs(k+1) _ng)“2] < (Cy - 1) e

0<s<t k!
mit

Cy= sup E [HXS) —SHZ}

0<s<T

Mit Tschebyschev folgt

k
P ( Sup ”Xs(kJrl) _Xs(lc)”2 > 1 ) < M -Csy

0=seT ok+1

Wegen > oy, = e*T folgt aus Borell-Cantelli:
k=0

3 X XP(w) = XZ(w)

gleichméBig auf [0, 7] fiir fast jedes w € Q. Daraus folgt dann

t t
XED = ¢y / b(XM) ds + / o(X®) dw,

0 0

1

t t

X =§+/b(X§°) ds—l—/a(X;’O) AW,
0 0

Der Grenziibergang in der Integralgleichung (genauer in den stochastischen Inte-
gralen) ist gerechtfertigt durch:

xXH 5 X = b(Xt(k)) — b(X°) und o(XF) = o(X°), da bund o stetig, und die
Anwendung vom stochastischen Konvergenzsatz der dominierten Konvergenz unter
Verwendung der unter 1. gewonnenen Schranken.

= (X7°)teo,r) 16st die stochastische DGL. Fiir zwei auf [0, T] bzw. [0, T) definierte
Losungen X bzw. X gilt wegen der Eindeutigkeit

~

X & =X

[[0,TAT) 1[0, TAT

= Wir erhalten eine globale Losung durch Fortsetzung.
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7.3 Schwache Losungen
Definition 7.4. Gegeben: Koeffizientenfunktionen
RY > 2+ b(z) € R
RY Sz o(x) € R

Dann heifit ein Paar (X,, W,) von Prozessen auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, (&), P) eine schwache Lésung der stochastischen DGL

dX =b(X) dt + o(X) dW,;
falls

1. W, ist eine Brown’sche Bewegung
¢ ¢

2. Vt>0: X, =Xo+ [b(X,) ds+ [ o(X,) dW;
0 0

Bemerkung. Unterschied zum Konzept der starken Losung: W als antreibende Brown’sche
Bewegung wéahlbar!

7.3.1 Beispiel: Schwache Losung durch Girsanov-Transformation

dX = b(X) dt +dW, , X €R

mit b beschrankt und messbar.
Falls b nicht Lipschitz-stetig ist, ist die Existenz von starken Losungen (zu gegebenen W)
nicht klar.

Konstruktion einer schwachen Losung mit Girsanov-Transformation:
Sei (Bt)i>o eine Brown’sche Bewegung definiert auf (€2, (§¢):i>0, P)). Wir schreiben

-~

::th

Girsanov:

t
W, = —/b(BS) dB, + B,
0
ist eine Brown’sche Bewegung auf (€2, (§,), P) mit
P=c¢ /b(Bs) dB, | P
0

= (B, /VIV/.) als Prozesse auf (€, (§,), P) erfiillen die stochastische DGL
dB = b(B,) dt + dW,

und Wt ist eine Brown’sche Bewegung.
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7.3.2 Verteilungs- vs. Pfadweise Eindeutigkeit

Schwache Losungen geben Aufschluss iiber die ("statistischen” bzw.) Verteilungseigen-
schaften von Losungen, jedoch keine Information iiber den pfadweisen Zusammenhang
von Eingangs- und Ausgangssignal.

Definition 7.5.

o Die stochastische DGL
dX =b(X) dt + o(X) dW;

heifit verteilungseindeutig, wenn je zwei schwache Losungen (X, W) und (X', W)
dieselben Verteilungen (als Prozesse mit Werten in R?) haben.

o Die stochastische DGL
dX =b(X) dt + o(X) dW,;

heilt pfadweise eindeutig, wenn jeweils zwei Losungen X und X’ mit derselben
Brown’schen Bewegung W ununterscheidbar sind.

Beispiel. b =0, o(z) = sign(z) = { _11 ’i i 8 (alsod =k =1).

dX = Sign(Xt) th

Falls (X, W) eine schwache Losung auf (€2, (F:), P) ist, ist X ein Martingal mit
¢
(X, X)) = /sign(Xs)2 ds =t
0

= X ist eine Brown’sche Bewegung.
= Die stochastische DGL ist verteilungseindeutig.

Sei X eine Standard-Brown’sche Bewegung. Weiter sei
t

W, = /sign(Xs) dX
0
Dann ist W eine Brown’sche Bewegung und es gilt:
dW = sign(Xy) dX;
& dX, = sign(X,) dWs
= (X, W) ist eine schwache Losung und (—X, W) ist wegen
dX = sign(X;) dWj
= —dX = —sign(X;) dW;
= d(—X) = sign(—X;) dW;
auch eine schwache Losung. Damit haben die Losungen (X, W) und (=X, W) dieselbe

Brown’sche Bewegung W, aber X und —X sind nicht ununterscheidbar. Damit ist die
stochastische DGL nicht pfadweise eindeutig.
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Bemerkung. Stochastische DGLs mit Verteilungseindeutigkeit erlauben allgemeine Aus-
sagen liber die stochastischen Eigenschaften von sémtlichen (schwachen) Losungen. Falls
Verteilungseindeutigkeit nicht gegeben ist, so sind kaum allgemeine Aussagen zu Losungen
moglich.

7.4 Schwache Losungen und das Martingalproblem
Satz 7.6. Sei (X, W) eine schwachen Lésung der stochastischen DGL

dX = b(X) dt + o(X) dW;

mit X € RY, o — b(z) € RY, z — o(x) € R und eine standard k-dimensionalen
Brown’schen Bewegung W . Sei weiter

RS R, feC?*RY

t— f(Xy) /
0

Dann st

mit

(£1)(r) = (b(), VS sz Do) 5o o)
% S (007)i5() - (Hess f)5(a)

ij=1

= (b(x), Vf(z)) +

ein lokales R-wertiges Martingal.

Zusatz: Falls f beschrdankt ist, so ist

t— f(Xy) /
0

ein Martingal.

Beweis. Ito-Formel:

i { J
) dX} + Z axz axj d(X?, X7)

’Lj_

||M&

Es gilt

k
dX] =b(X,) dt + Y oa(X) dW'
=1
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———

k
d(X", X7) Z oi(X)ojm(X) d(WH W™
lm=1 =01y, dt

k
== Z O'Jk dt

( )m (Xt)

~

Einsetzen:

df (X;) = ((b(Xt), V(X)) + % Z(O’JT)Z']'<X)(H€SS f)ij(X)> dt + (Vf(Xy),0(Xy) dWy)

2,] N
J e-/\/lloc

O
Bemerkung. Es sei ein linearer Differentialoperator 2. Ordnung £ gegeben. Wir sagen,
X 16st das Martingalproblem zum Operator £, falls fiir alle f € C?(R9)

t

ﬂXﬁ—/UVN&)MGAmm

0

Korollar 7.7. 7.5 Anwendung auf PDE zweiter Ordnung: Methode
der “stochastischen Charakteristiken”

Sie Q C R? ein beschrinktes, glattes Gebiet. Seien weiter g : 02 — R und h: Q@ — R
Losung zur partiellen DGL

Lh =0 auf
h =g auf 00

eindeutig bestimmt. Ferner sei X eine Losung des Martingalproblems zu L. Dann ist h

gegeben durch
h(ZL‘) E [ (X(z)] : ]lTasz<<>0

ToQ

mit einer Losung
t X"

des Martingalproblems zu L mit Start in xz, d.h. X(w) = x. Auflerdem sei
Toq : 1nf{u>0\X géQ}
(Methode der "stochastischen Charakteristiken”)

Beweis. h existiert, aber ist unbekannt. Es gilt Lh = 0 in . Mit der Ito-Formel bzw.
der Definition von X ®) als Losung des Martingalproblems liefert fiir « € Q
t
BOEE) = hX) = [ () ds € M

0

J/

-~

=0
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tATHQ
= BX) ~ O~ [ (RO ds = hOXD,,) — hXE) € M

0

(. S/

~~
=0

(Hier die Einschréankung 19 < oo fast sicher)

= h(z) =E [h (Xfflm)] V>0
]

— 1 (=)
= i 1 (X0%

=E [h(X53))]

ToQ

=E[g(X®)] ,da X € 0Q

ToQ oQ

O

Zusammenhang zur Methode der Charakteristiken: Bei partiellen DGLs 1. Ordnung
benutzt man eine Ansatzmethode iiber gewohnliche DGLs.
Hier: Fiir partielle DGLs 2. Ordnung haben wir eine Ansatzmethode iiber stochastische
(gewohnliche) DGLs benutzt.

8

Kurzer Ausblick in Schlagworten

Das Spiel von £ und (X,) als Losung zum Martingalproblem ist noch heute Gegenstand
mathematischer Forschung. Folgende Fragen/Situationen treten dabei typisch auf.

1.

2.

Nicht regulare Koeffizienten

Randverhalten von X, auf 97

Stochastische Differentialgleichungen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten
Unendlich dimensionale Situation (= stochastische partielle DGLs)
Langzeitverhalten von Losungen

Optimale Kontrolle von Stochastischen Differentialgleichungen und voll-nichlineare
PDE

Viele weitere Fragen ergeben sich zudem in den konkreten Modellen, die studiert werden.
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