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Kapitel 0

Einfiihrung

0.1 Analysis und gew6hnliche DGI.

Die Erfindung der Analyis (= Differential- und Integralrechnung) durch Newton
(1643-1727) und Leibniz (1646-1716) loste den Siegeszug der Mathematik bei
der Beschreibung von Naturphdnomenen und ¢konomischen Zusammenhéngen
aus und fithrte zur Mathematisierung von Physik, Chemie, Biologie, Technik,
Okonomie, . ..

Gewohnliche Differentialgleichungen dienen der Modellierung von Phénomenen
der realen Welt: dy; = b(t,y;)dt. Der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung erlaubt dquivalente Formulierung in differentieller und integreller
Form:

T
e = b(t,yt) bzw. yr =1vyo + fb(t7yt)dt
0

0.2 Stochastische Analysis und stochastische Dif-
ferentialgleichungen

Die Stochastische Analysis hat die Beschreibung von Naturphinomenen zum
Ziel, die stochastischen (= nicht deterministischen) Einfliissen unterworfen sind.
Dies geschieht z.B. mittels stochastischer Differentialgleichungen der Form

dY, = b(t, Y;)dt + o(t, Y;)dM,. (1)

Formal fiithrt das zu ) )
Vi = b(t, i) + o (t, Yo) M. (2)

b(t,Y:) bezeichnet hier den Einfluss des (deterministischen) ,,Signals“, o (t, Y;) M,
den Einfluf} des (stochastischen) ,,Rauschens*.

Fiir (M,);>0 wihlt man ein stetiges Martingal (also einen stochastischen Prozef}
ohne erkennbare Signalkomponente), typischerweise die Brownsche Bewegung

(BB).
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Problem: fiir solche (M) ist fast keine Trajektorie differenzierbar! Es gibt keine
pfadweise stochastische Differentiation! (Lediglich eine Art , stochastische Diffe-
rentiation im distributiven Sinne“ im Rahmen des sog. Malliavin-Kalkiils, von
Paul Malliavin ab 1978 entwickelt.)

Ausweg: Wir vergessen die differentielle Interpretation (2) und definieren (1)
mittels der folgenden integralen Version

T T
Yr=Yo+ [oevode+ [ (e Vi, Q
0 0
T
Hierzu miissen wir stochastischen Integralen der Form [ X,;dM, eine Bedeutung

0
geben (fiir (M;); Martingal, (X;); ,,messbarer® stochastischer Prozef).
Das geht! Itd Integral (Kyoshi Ito).

e R. Paley, N. Wiener, A. Zygmund (1933): (X;) determ, (M;) BB
o K. It6 (1942,44): (X,) stoch., (M;) BB
e H. Kunita, S. Watanabe (1967): (X;) stoch., (M;) Martingal

0.3 Die Idee des It6-Integrals

T
Definition 0.3.1. Y;(w) = [ X;(w)dM(w) als L?-Limes der Approzimationen
0
A(n
V)= 30 X (@) (Mynr(®) = My, a7 (@) (4)
tiEA(n)

fiir Partitionen A(n) von [0, c0[ mit Feinheit |A(n)| — 0.
Fiir eine grofie Klasse von (M;) und (X;) existiert dieser Limes und es gilt:

o (Y3); ist stetiges Martingal

e B(V2) = E [ X2d(M),

mit (M) = quadratische Variation von M = (M) (2.B. (M), = ¢ fiir
BB).

Achtung: Diese Eigenschaften gelten nicht, falls man in (4) X;, _, durch X,
(riicklaufiges Ito-Integral) oder 3(Xy, , + X, ) (Stratonovich-Integral) ersetzt!
Allerdings gilt fiir das Ité-Integral nicht df(M;) = f (M;)dM, (das gilt fiir
klassische Integrale und fiir das Stratonovich-Integral), sondern die Itd-Formel

() = f (MM, + 3 f (M)d(M),

(Kettenregel fiir stochastische Integrale)



0.4. STOCHASTISCHE DGL UND PARTIELLE DGL

0.4 Stochastische DGI und partielle DGI

Sei (M;); die d-dim BB mit infinitesimalem Erzeuger 1A =

die Losung der SDGI dY; = b(Y:)dt + o(Y:)dM;.
Dann hat (Y;); folgenden infinitesimalen Erzeuger

d 82 d 9
D=5 Y e gy g + b g
=1

ij=1

DN | =

mit b (Drift-Vektor) wie oben und a = oo* (Diffusionsmatrix), d.h. a;;(z) =

kil oir(z) - ojk(x).
Es gilt also .
m —(E,f(Y3) — f(2)) = (Lf)(=).

i
t—0 t
= Partielle DGI lassen sich mit Hilfe stochstischer DGI 16sen!
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Kapitel 1

Filtrationen und
Stoppzeiten

Im folgenden sei stets vorgegeben ein W.-Raum , F, P.

1.1 Stoch. Prozesse (Wiederholung)

Definition 1.1.1. Sei (E,&) ein Mefiraum. Eine Familie X = (X¢)i>0 heifft
stochastischer Prozess (auf (Q, F, P) mit Werten in (E,E)), falls ¥t > 0 :
Xt : Q — E ist F-mefbar (genauer: F[/E-mefbar) (d.h. eine Zufallsvariable).
t € [0,00[ wird als Zeit interpretiert, E als Zustandsraum (meist E = R? und
& =B(RY)).

Fiir fizes w € Q0 heifst die Abbildung

Xe(w): Ry - E, t— Xy(w)

Trajektorie.
Wir verwenden folgende dquivalente Interpretationen:

X : Ry xQ—=E, (t,w)w— Xi(w)

X: Q— E® ww X,(w) (zufilliges Auswihlen von Trajektorien,).

Definition 1.1.2. Zwei stochastische Prozesse X,Y (auf selbem W-Raum (2, F, P)
mit selbem Zustandsraum (E,E)) heiflen

e Modifikationen wvoneinander, falls
P(X:=Y,) =1 fir allet > 0.

o ununterscheidbar , falls P(X; =Y, fir allet > 0) = 1, m.a.W. P(X, =
Ye) =1.
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Bemerkung 1.1.3. Ununterscheidbar = Mod. voneinander!
Umkehrung gilt i.a. nicht! (z.B. Q = [0,1], P = A}, X;(w) = 0, (Vt,w) und

1 falls t = w
Yi(w) = { 0 sonst

Lemma 1.1.4. Seien f.a. Trajektorien von X,Y rechtsseitig stetig. Dann gilt:
Ununterscheidbar < Mod. voneinander.

Beweis. Ubung,. O

1.2 Filtrationen

Definition 1.2.1. Eine Familie (F;);>o heifit Filtration (=Filtrierung) falls
VO <s<t<oo: FsF; sind o-Algebren auf Q mit Fs C Fy C F.

Intuitiv: Fy enthdlt die bis zum Zeitpunkt t € [0, 00] verfiigbare Information.
(Erlaubt Unterscheidung von Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft.)

Definition 1.2.2. (Q,F,F;, P) heifst filtrierter W-Raum. Man setzt:
Fir = N Fsy Fie = 0(Fs i s < t),Fo- = {0,Q} und Foo = o(Fe : t > 0) =
s>t

o(Fiy :t>0)=0(Fm 1t >777).
Offenbar gilt Fy— C Fy C Fis.

Definition 1.2.3. (F;) heifit rechtsstetig, falls Fr = Fry (V> 0).
Beispiel 1.2.4. Stets ist (Fiy)¢>0 eine rechtsstetige Filtration.

Definition 1.2.5. Der filtrierte W-Raum (Q, F, F, P) heifit vollstindig, wenn

Fo alle (F, P)-Nullmengen enthilt.

Eine Menge A C Q heifit (F, P)-Nullmenge, falls 3A" C F mit A’ D A und

P(A) =0.

Bemerkungen 1.2.6. a) Ist (2, F, F;, P) vollst., so ist jeder der W-Riume
(Q, F:, P) vollsténdig.

b) Umkehrung gilt nicht!
Es gibt i.a. mehr (F, P)-Nullmengen als (Fy, P)-Nullmengen.

¢) Man erhilt einen vollstdndigen filtr. W-Raum durch Augmentieren: erset-
ze F und F; durch 7' = o(FUN) bzw. F' = o(F; UN) mit
N = Menge der(F, P)-Nullmengen.

(Hinweis: Statt (F, P)-Nullmengen verwenden manche Autoren bei obiger De-
finition (F, P)-Nullmengen.)
Definition 1.2.7. Der filtrierte W-Raum (Q,F,F;, P) geniigt den iiblichen

Bedingungen (bzw. ist ein standard filtrierter W-Raum), falls er vollstindig ist
und die Filtration (F;) rechtsstetig ist.

Bemerkung 1.2.8. Standard-Erweiterung: 1. Augmentieren: 5, und F7,
2. Rechte Limiten (F{,) = (, F{,,F’, P) standard filtrierter W-Raum.



1.3. ADAPTIERTE PROZESSE 11

1.3 Adaptierte Prozesse

Definition 1.3.1.  a) Gegeben: Stochastischer Prozess X auf (Q, F, P) mit
Werten in (E,E).
FX o= o(Xs:8<1t)

heif$t die von X erzeugte Filtration.

b) X heifit an eine vorgegebene Filtration (F;):>o adaptiert, falls
FiX C Fi(¥t > 0) oder m.a. W., falls
X: Fi-mefbar (vt > 0).

Beispiele 1.3.2.  a) (X;) ist an (F~) adaptiert. (Trivial)
b) Sei f € L' (2, F, P) und (F3):>0 gegeben.
Definition 1.3.3. X, := E(f|F)

= (Xt)i>0 an (Ft)i>0 adaptiert.

Bemerkung 1.3.4. Oft bezeichnet man die von einem Prozess X erzeugte
Filtration (F) mit (;°) und ihre Standard-Erweiterung dann mit (F;).

c) Geg.: (Xi)i>o und (Y)i>0 ununterscheidbar, (X;):>o an (F;) adaptiert
und (Q, F, F, P) vollstédndig = (Y3)i>0 an (F;) adaptiert.
(Achtung: Hier reicht nicht, daf(2, F;, P) vollst. ist!)

1.4 Progressiv messbare Prozesse

Definition 1.4.1. Fin Prozess X heif$t progressiv messbar bzgl. einer Filtration
(Fi)t, falls fiir allet > 0 : die Abbildung

X:[0,t]xQ— E, (s,w)r— Xs(w)
B([0,t]) ® Fi-messbar ist.

Proposition 1.4.2. Sei X ein stochastischer Prozess mit Werten im topologo-
schen Raum E, rechtsstetig (d.h. alle(!) Trajektorien t — X (w) sind rechtsste-
tig) (oder linksstetig), und adaptiert an (Fy)i>o0. Dann ist X progressiv messbar.

Beweis. Sei X rechtsstetig, t > 0 fix. Wir approximieren X durch X () mit
X (W) = X(pp1yo—n (w) fiir s €]kt27™, (k + 1)t27"), k=0,1,...,2" -1,

und X(()n)(w) := Xo(w). Dann ist X : (s,w) Xs(")(w) B([0,t]) ® Fi-messbar.
Wegen Rechtsstetigkeit: lim X" (w) = Xs(w) fiir alle (s,w) € [0,¢] x .

n—0oo
= X :[0,t] x Q@ — E ist B([0,t]) ® Fi-mefibar. O
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1.5 Stoppzeiten

Definition 1.5.1. Eine Abbildung T : Q — [0,00] heifit Stoppzeit bzgl. (Fy),
falls Yt > 0:
{T <t} e F,

wobei {T <t} :={weQ:T(w) <t}
Sie heifst schwache Stoppzeit (oder Optionszeit) bzgl. (Fy), falls Vi > 0

{T <t} € F.
Bemerkungen 1.5.2.  a) Jede Stoppzeit ist schwache Stoppzeit.
b) T ist schwache Stoppzeit bzgl. (F;) < T ist Stoppzeit bzgl. (Fit).
¢) (F) rechtsstetig = Jede schwache Stoppzeit ist Stoppzeit.

Beispiel 1.5.3. Jede "konstante Zeit”T = t, ist eine Stoppzeit.

d) T ist Stoppzeit < X; = 1jo 7((t) ist adaptiert, (denn {X; = 0} = {T < t}).

Proposition 1.5.4. ) Mit S und T sind auch SAT,SVT,S+T (schwache)
Stoppzeiten.

b) Mit T,,(¥n € N) ist auch supT,, eine (schwache) Stoppzeit und inf T,, eine
schwache Stoppzeit. !
(Denn: {suan < t} =N {T <t} und {inan < t} =U{T. <t}.)
n n n n

¢) Jede schwache Stoppzeit T lifit sich monoton durch Stoppzeiten T, mit
endlichem Wertebereich approximieren:
Tp,=(k+12" auf {k27" <T < (k+1)27"},k=0,1,...,4™,
T, :=+0c0  sonst.
=T, —T,T,>Tyy1>T und T, > T auf {T < co}.

Proposition 1.5.5 (Galmarino’s Test). Sei Q = C(R,,R?) (oder Q = D(R,,R?) =
{w:Ry — R? cadlag}) Xi(w) = w(t) und Fy = FiX. Dann gilt:

a) T ist (schwache) Stoppzeit genau dann, wenn ¥t > 0,w,w’ € Q : gilt:
(T(w) < t) und Vs <t: X (w)=Xs(w) = T(w)=T(W).
(<)

Ist T Stoppzeit, dann gilt
b)) Ac Fre(weAVs <T(w): Xs(w) = X)), T(w) =T(W) =uw €A).
c) f st Fr-mefbar & f(w) = f(wr) mit wr(s) = w(s AT(w)).

d) Fr=0(XT:5s>0).
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1.6 Treffer- und Eintrittszeiten
Definition 1.6.1. Sei (X;) an (F;) adaptierter Prozeffund A C E.
Ty(w) :=inf{t > 0: X;(w) € A}  Eintrittszeit von A
Ti(w) :=inf{t > 0: Xy (w) € A}  Trefferzeit von A
(jeweils mit inf ) := +00.)
Bemerkungen 1.6.2. a) FirI' C R x Q
Dr(w) :==inf{t > 0: (t,w) €'} Debut von T
Somit fiir A C E:Ta = Dx-1(4)-
b) (Q, F,F:, P) geniige den iiblichen Bedingungen
Debut-Theorem: Fiir jedes progressiv mebare I' C Ry x Q ist Dr eine

Stoppzeit.
Korollar: X progressiv meibar = T4 ist Stoppzeit VA € &.

¢) Jede Stoppzeit ist eine Eintrittszeit:
wihle X; := 1o 7((t) und A:=0= Ty =T.

Satz 1.6.3. Sei X = (X;)¢>0 adaptiert. (an vorgeg. (Fy):) und rechisstetig (d.h.
E ist topologischer Raum und alle Trajektorien Xo(w) sind rechtsstetig).

a) T4 = T4 schw. Stoppzeit (VA offen C E)

b) Ist X sogar stetig und E metrisierbar, so ist
T Stoppzeit (VA C E abgeschlossen)
und Ty schw. Stoppzeit (VA F,-Menge, d.h. A =|J A, mitA, abgeschlos-
sen).

¢) (ohne Beweis) Geniigt (Q, F,Fy, P) den iiblichen Bedingungen, so ist Ta
Stoppzeit (VA e & =B(E))

Beweis.  a) Stets ist {Ty > t} = {X, ¢ A : Vs € [0,t[} und {T} > t} =
{Xs ¢ A:Vs €]0,t[}. Daher bei offenem A und rechtsstetigem X:

(Ta>t}={T; >t} = {X,¢A:Vsel0,tNQ}
= (] {X.¢A er

s€[0,t[NQ

= T4 ist schw. Stoppzeit.
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b) Fiir A abgeschlossen

{Ta>t} = {Xs¢ A:Vse[0,t]}
= {w:d(Xs(w),A) >0,Vs € 0,t]}

1
= Jfw:dXi(w). 4) > —,¥s € [0,1]}
neN
[wegen Stetigkeit von X;(w) und damit von s — d(X;(w), 4)]

= U {w:d(Xs(w),A) > %,VS € [0,t]NQ}

neN

- U N wxoz en

neNs€[0,t)NQ

Ist A = (JA, mit A, abgeschlossen (= T4, Stoppzeit), so ist Ty =
inf T4, schwache Stoppzeit.

O

Beispiele 1.6.4. Q = C(R;,R%), X Koordinatenprozess (d.h. X;(w) = w(t))
und F; = ftX.

Sei A C R, # () offen.

= T ist schwache Stoppzeit, aber keine Stoppzeit.

= Fi # Fit )

Intuitive Begriindung (genaueres s. Ubung ” Galmarino’s Test”):

Wihle w mit w(0) ¢ A und w(t) € A fiir ein t > 0, d.h. fiir ¢y = T%(w) gilt:
0 < to < co. Wegen Stetigkeit ist w(ty) = 0A. Def. neuen Pfad w’ € Q durch
W'(t) = w(t Atp). Offenbar w’ ¢ A(Vt > 0) und damit T4 (w') = +oo. Nun gilt:

w(t)=w'(t) VE<ty

=>VleF,:welew el (Galmarino)

Aber offensichtlich w € {T} <to} und w’ ¢ {T% < to}

= {T% <to} ¢ F, = T% keine Stoppzeit = (F;) nicht rechtsstetig.

Weitere Beispiele fiir (schwache) Stoppzeiten:

A, B C F disjunkt, Ty :=0,n € Ny

T2n+1 = 1nf{t >To, : Xt € A}

T2n+2 = 1nf{t Z T2n+1 : Xt € B}

(z.b. A =R\ B, schlecht bei BB, dann f.s. T,, = T} Vn)

Keine (schwache) Stoppzeit

Letzte (oder vorletzte etc.) Austrittszeit aus A

Ly=sup{t>0:X; €A}

Denn (intuitiv): Ist La(w) = ¢ so weill w das zum Zeitpunkt ¢ (und auch un-
mittelbar danach) noch nicht!! (sondern erst am Ende seiner Tage.)
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1.7 Die T-Vergangenheit

Definition 1.7.1. Fiir Stoppzeit T sei
Fr={A € Foo : AN{T <t} € F fiir allet > 0}

die o-Algebra der T-Vergangenheit.
Analog lafit sich fiir schwache Stoppzeiten T definieren

Fri={A€ Fu : AN{T < t} € F; fiir alle t > 0}

Beides sind tatséichlich o-Algebren (Beweis wie im diskreten Fall). Jede
Stoppzeit T ist Fpr-mefbar, jede schwache Stoppzeit Fri-mefibar. Fr besteht
aus den FEreignissen, die bis zum zufiilligen Zeitpunkt T eintreten. Stets ist
fTCfT+.FﬁI'TEtiStJTT:ft undfT+:ft+.

Bemerkungen 1.7.2. Wie im diskreten Fall gelten folgende Eigenschaften:

a) S<T=FsCFr
b) Fsar = Fs N Fr
¢) E(|Fsar) = E(E(|Fs)|Fr)

d) T, schwache Stoppzeit (Vn € N), T' = infT,, (= schwache Stoppzeit)
= mj:TnJr = ]:T-i-

Kurze Wiederholung: Sei G; := F;y. Dann gilt:
T schwache Stoppzeit bzgl. (F;) < T Stoppzeit bzgl. (G;) und Fry = Gr.

Satz 1.7.3. Sei X progr. meflb. und T eine Stoppzeit.

a) Xp:{T < oo} = E, wr Xp(w) ist Fp-messbar.

b) Der gestoppte Prozeff X7 : (t,w) — Xpae(w) ist progressiv mefbar.
(sowohl bzgl. (Fy)y als auch bzgl. (Fiar)i>o0)-

Beweis. a) T ist Fr-messbar = fiir fixes ¢t > 0 gilt:
T {T <t} - [0,t] xQ, wr (T(w),w)

ist 7o N{T < t}/B([0,t]) ® Fy-messbar, denn fiir B € B([0,t]) und A € F;
gilt:
{I"e BxAIn{T <t} ={TeB}nNAN{T <t}eF

Progressive Messbarkeit von X : Ry x Q — E bedeutet B([0,t]) ® F;/E-
Messbarkeit von X auf [0,¢] x Q.

= F, N{T < t}/E-Messbarkeit von X = X o T* auf {T < t}.

Das gilt V¢t > 0

= Xp ist Fr/E-messbar auf {T' < oo}.
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b) Fiir fixes t > 0 gilt:
T, : Q2 —[0,t] x Q, wr— (T(w) At,w) ist Fiar/B([0,t]) ® Fi-messbar
= Ty :[0,t] x 2 — [0,¢] x Q ist B([0,t]) ® Fiar-messbar.
Da X progressiv messbar ist, gilt:
XT = XoTyr :[0,t] x Q — E, (s,w) — XTI (w) ist B([0,t]) ® Fiar/E-
messbar

1.8 Treffer-Verteilung

Korollar 1.8.1. Sei X progr. messbar und T schwache Stoppzeit. Dann de-
feniert
vr(C)=P(Xr € C,T <) (VC€&)

ein Maf vr auf (E,E).
Speziell fiir T = Ty heifst vp ,Trefferverteilung “. Ist T < oo f.s., so ist vy ein
W-Map, nimlich das Bildmafy vy = X7(P) = Px, = Po X}

Beweis. Sei P*(C) = P(CNA{T < oo}) = P* MaB} auf (Q,F) bzw. dquiv. auf
(5, Q" NF) mit QF = {T < oo} C Q. Auf Q" ist Xp Fpry-messbar, also
F-messbar.

:VT:P*OXEI ist Maf. O

Satz 1.8.2. Sei X stetig und T'= Ty mit A C E abgeschlossen. Dann sind die
Vert. von T und Xr, also P(T € -) und vp(-) = P(Xp € -,T < 0), durch die
endl.-dimensionalen Verteilungen von X festgelegt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir vp. Es geniigt z.z. vp(C) ist VC C E
abgeschlossen durch die endl.-dim. Verteilungen festgelegt. Hierfiir gilt

VT(C) = P({XT c C} n {T < OO})

= P{3teRy:Vse[0,t: Xs¢ Aund Xr € ANCY)

= P{ZkeN:Vn>k:3HecQq :Vsc 0t} X, ¢ Bi/n(A), Xs € Byy(ANC)})
UN U N X EBya(A)n{X, € Byn(ANO)})

keNn>k teQy s€Q4N[0,¢]

|
o)

O

Beispiel 1.8.3. Sei X die d-dim. standard BB (d.h. P = Wiener Maf}; £ =
RY Xo =0), x € RY 7?2 > |22, T}, := Ty, (zx) = T(‘;Br(x)' Dann ist

_ r’—l=)?
a) E(T$) = —a und

b) vp,(-) das zu 1 normierte Oberflichenmaf o, auf 0B,(0).
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Beweis.  b) Sei C eine Borel-Teilmenge von 9B,(0) und A eine orthogonale
d x d-Matrix. Aufgrund der Rotationsinvarianz der BB gilt:

VT(C) P(XTEC):]P((AOX)TEC)

P(XT S Ailc) = I/T(Ailc)

= v ist rotationsinvariant und normiert = Beh.
Fiir jede beschr. oder nicht neg. Borel-Funktion f auf R? folgt:

E(f(Xty, ) = / F(w)on(dy)

9B,.(0)

a) Offenbar ist Typ, (o) = TgBr(o) < oo wegen iterierten Logarithmus’ (z.B.).
Nun ist M; := |X; — z|? — d - t — |z|? Martingal mit My = 0.
= | Xiar — z|? —d - (t AT) — |z|?> Martingal
=d-EtAT)=E(|Xipr — x|?) — |z <12 — |2 (V1)
=d-E(T) <r?—|z?
Umgekehrt folgt aus dem Lemma von Fatou und der Stetigkeit von X:

d-E(T) = lim E(|Xinr—af*)—|2* 2 E(im [ Xonr—af?)—|2]* = r* [z
O
M.a.W. Fiir die in « startende BB (X}, P*) gilt:

r? — |z|?
d

Im Falle d = 1: Seien a,b > 0, B, (z) =] — a,b[,T = T{_, 1
=ET)=a-b

E*(Th) =
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Kapitel 2

Martingale in stetiger Zeit

Stets vorgegeben: Filtrierter W-Raum (2, F, 7, P), E = RL.

2.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Definition 2.1.1. Ein stoch. Prozess X = (X;)i>0 heifst Submartingal (bzgl.
(F1)), falls

o X an (F:) adaptiert
e R-wertig mit E(X;") < oo (Vt>0)

VO < s <t:BE(X|Fs) > X, [os. (2.1)

X heifit Supermartingal , falls —X ein Submartingal ist.

Es heifst Martingal , falls es sowohl Sub- als auch Supermartingal ist.

Ein Sub-/Supermartingal X mit E(|X¢|) < oo (Vt > 0) heifit integr. Sub-
/Supermartingal bzw. L'-Sub-/Supermartingal.

Jedes (Sub-)Martingal X bzgl. (F%) ist auch ein (Sub-)Martingal bzgl. der von
ihm erzeugten Filtr. (]-"tX), sowie bzgl. jeder Filtr. (G;) mit FXcG cF.
Ebenso bzgl. der augmentierten Filtration (F;), denn E(.|F) = E(.|F) f.s.
La. ist jedoch fiir G: O F; der Prozess X kein (Sub-)Martingal mehr bzgl. (Gy).
Die Submartingal-Ungleichung (2.1) bedeutet: V0 < s < t,VA € Fy :

/ X,dP > / X.dP
A A
Beispiel 2.1.2. (trivial)

Sei Fy = F (vt > 0). Dann gilt: (X;) Submart. < Vs < t: X;” € L' und
Xs S Xt f.s.

19
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Faustregel: Martingale Beschreiben faire Spiele,
Supermartingale beschreiben realistische Spiele:

E(X|Fs): was ich aus jetziger Sicht zukiinftig erwarten darf
Xs: was ich jetzt habe.

Proposition 2.1.3 (Standardbeispiele). Sei X die d-dim. BB und F; = F,~.
Fra,y € R? bezeichne x-y das kanonische Skalarprodukt. Dann sind Martingale:

a) y- Xy firy € R, insbes. die Koordinatenprozesse X! firi=1,...,d.
b) [Xef* —dt
c) exp(y - Xi — zlyl*t) fir y € R?

Beweis. a) Sei Y; =y-X; und s < t.
E(}/tu:-s) = yE( (Xt - XS) |.7-'5)—|—yE( X ‘]:s) =y X, =Y,
N— ~~

unabhéngig von Fg mefBbar bzgl. Fg

b) E(|X¢?|Fs) = E(|Xi— X2 4+2X,- (X — X)X || Fs) = (t—5)+0+| X, |2

c) SeiY =exp(y- X; — %t)
2
E(Y|F,) = e 7t B(evXe=Xo) . o¥Xe | F))
— e_gt . ey'Xs . E(ey'(Xt_Xs)) — YS
—_——

ey?/2:(t—s)

denn sei Z; in 0 startende d-dim. BB:

E(ev?t) = /ey'ZdPZt (dz)
= /eyz - (2mt) 2. e~ 5 dz
R
= e%t /(27rt)7d/2 e g dz
R4
2
= ezt

Bemerkung 2.1.4. a) X,Y Mart. = X+Y, X —-Y,a-X Mart. (Ya €R)
b) X,Y Submart. = X +Y, X VY, X Submart. (Vo >0)

¢) X Mart. und ¢ : R — R konvex (oder X Submart. und ¢ : R — R konvex
und isoton) und E(Jo(X:)]) < oo (¥t > 0)
= (¢(Xy))i>0 Submart.
(zB. (X;")e>0)-
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d) X Mart. & X L'-Submart. mit ¢t — E(X;) konst.

Beweis. a), b) trivial. ¢) Jensen
d) <" B(X; — X,|F,) > 0 und E(X, — X, = 0)
"2 B(X, — X|F,) = 0. 0

2.2 Maximalungleichungen

Satz 2.2.1. Sei (X;)i>0 Submartingal, T C [0, 0o abzihlbar (oder X rechisste-
tiges Subm, T = [0, 00[) und X*(w) = sup X;(w). Dann gilt
teT

a) X- P(X* > \) <sup BE(X,")
teT

b) Ist sogar X > 0 oder Mart., dann gilt Vp > 1:

p
X"y < —— jlelgHXth

Lemma 2.2.2. Fir a,b C R gilt unter obigen Vorr.:

(b—a) E(Ur(a,b, X(w))) < fggE((Xt - b))

Hierbei

Ur(a,b,X(w)) = sup{ne€Np: Tty <ta < - - <tg, €T:
Xi, (w) >0, Xy, (w) < a, Xy, (w) >b,..., Xy, (w) < a}

= Anzahl der absteigenden Uberquerungen von [a,b] durch Xo(w)|r.

Beweis von Satz und Lemma: Aussage bekannt fiir 7" endlich. Wahle isotone
Folge (T},) mit T,, endlich, | JT,, = T. Die Behauptungen folgen mit Satz v.d.
monotonen Konvergenz.

2.3 Regulierungsresultate

Satz 2.3.1. Sei (X;); ein (F;)i-Submartingal mit X, € L' (vt >0).

a) Dann IQ* € F,P(Q*) =1:VYw e Q*:

YVt >0 ex. Xy (w) = s\li,r?et@ Xs(w) und

YVt >0 e X (w) = S/l;ltgle(@ Xs(w).

(Fiir w ¢ QF setze man X4 (w) = limsup X (w).)
b) Dann sind X¢y, Xy~ € L' und Vt >0:

E(Xt+|ft) 2 Xt f.S. (*)
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und YVt > 0:
E(X:|Fi-) > Xt fs. (k)

Dabei gilt Gleichheit in (x) (bzw. (xx)), falls t — FE(X;) rechts- (bzw.
links- )stetig ist.
Insbesondere, falls X ein Martingal ist.

¢) (Xi4)i>o ist ein Subm. bzgl. (Fit) (und (Xy—)i>0 eines bzgl. (Fi—).)
Ist (X;) ein Mart., so sind beides Martingale (bzgl. d. jeweiligen Filtr.).

d) Fast jede Trajektorie von (Vi) = (X¢4) ist rglll , d.h.:
cadlag

Y(w):t — Y (w) ist rechtsstetig u. besitzt linke (%miten
(rc)
(cad) (lag)

Beweis.  a) Wir zeigen 3X;_. Es gilt:
{w : lim X (w) ex. nicht fiir ein ¢ > 0}
s /'t,s€Q

= U {w o lim  X(w) ex. nicht fiir ein ¢ € [O,n]}
neN s,/'t,s€Q

= U U {W5 liminf X (w) <a <b<limsup fiir ein ¢ € [O,n]}
neN a,beQ,a<bd s/t,5€Q s,/ 't,s€Q

C U U {w: Uo ninala, b, X (w)) = oo} .
neN a,beQ,a<b
Nun ist
1 +
E (U[O,H]QQ(mb,X(w))) < 7 sup E((X;—b)")
te[0,n]NQ
1
= EE((Xn —b)") < o0
= P({w: U (Up,nnala, b, X (w))) = +oo}) =0
= P({w: lim X;(w) ex. nicht fiir ein ¢t > 0}) = 0.

s,/ 't,s€Q

b) Fix t > 0 und (t,)ne—n € Q mit ¢, \, ¢ fir n — —oo.
= (X4, Jne—n ist ein Submart. bzgl. (F;, )ne—n (,riickldufiges Submartin-
gal“) mit

sup B(|Xy,|) < 2-supEX, —inf EX,,

< 2-EX; —EX; <o
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= Xt+ S Ll,th — Xt in Ll.

Aus Xt < E(th|.7:t) fOlgt daher Xt < E(Xt+|]:t)

Ferner (wegen L'-Konvergenz) E(X;y) = lim,,_ o E(X;y), und falls ¢ —
E(X;) rechtsstetig, folgt F(X;) = E(X¢y).

= Xt = E(Xt+|ft)

(**) analog: th S E(Xt|-7:tn) = E(Xt7|]:tn) S E(Xt|]:tn) = Xt, S
E(X:|Fi).

¢) Fix s < t und sei s,, eine Folge mit ¢ > s, \, s. Dann gilt
Xo, S E(X4|Fs,) < B(E(Xey |F)|Fs,) = BE(Xei|Fs,) = Xop < E(Xei | Foy).

d) Rechtsstetig klar, linke Limiten wegen a), angewandt auf das Subm. (X4 ).
O

Korollar 2.3.2. Sei X rechtsstetiges Subm. bzgl. (Fy).
a) Dann ist es Subm. bzgl. (Fiy) und bzgl. dessen Augmentierung.
b) Fast jede Trajektorie ist cadlag.

Korollar 2.3.3. Sei X (Sub)mart. bzgl. (F;), welche iibliche Bed. erfiillt, und
sei t — E(Xy) rechtsstetig (z.B. konstant, falls X Martingal).
Dann 3 Mod 'Y von X mit cadlag- Traj. und Y ist (Sub-)Martingal bzgl. (Fy).

Beweis. Wihle Y; = X von vorhin. Bleibt zu zeigen: (Y;) ist Modif. von (X4),
d.h.

Vi>0: PY,=X,) =1
Nun gilt aber nach b) aus vorigem Satz:
E(Xt+|ft) = Xt f.s.

und wegen F; = Fyy:
E(Xt+|ft) = Xt+ f.s.

2.4 Konvergenzsitze

Satz 2.4.1 (Subm.-Konv.). Sei (X;) rechtsstetiges Submartingal mit sup, E(X;") <
00. Dann 3X o := tlim X; fs.

Korollar 2.4.2. Sei (X;); rechtsstetiges, nicht-neg. Supermart. = 31X =
lim X; f.s.

Satz 2.4.3. Sei (X;): rechisstetiges, nicht-neg. Supermart. (oder rechtsstet.
Mart.). Dann sind dquivalent:

i1) 75lim X emistiert in L.

— 00



24 KAPITEL 2. MARTINGALE IN STETIGER ZEIT

iii) 3Xoo € L1 Xog = lim X, fos. mit
—00
(Xt)teo,00) 18t Submart. (bzw. Mart.) bzgl. (Ft)ie[o,00)-
i) {X¢:t€]0,00[} ist gleichgradig integrierbar.
Bemerkungen 2.4.4. a) Die Auss. sind erfiillt, falls sup, || X;||, < oo
fiir ein p > 1. In diesem Fall X, € L? und X; — X, in LP.
b) Die Implik. (i) = (ii) = (¢4¢) gelten bereits f. rechtsstet. Submart.

c) Ist X rechtsstet. Mart., so ist ferner fiquivalent zu (i), (iii):
(iv) X € L1 1Vt > 0: X; = BE(Xo|Fp)-

Bemerkung 2.4.5. {Y; : t € I} gleichgr. integr. : <
sup E(|Y:| - 1(jv;>amy) — 0 fiir M — oo.
tel

2.5 Optional Sampling

Satz 2.5.1. Seien X rechtsst. Submart. bzgl. (F;) und S, T beschrinkte Stopp-
zeiten mit S < T. Dann gilt

E(X7|Fs) > Xs  [s.

Beweis. Sei tg > T und zunichst X > 0(=¢€ L'). Approx. S und 7T durch
Stoppzeiten S,,, T, < tg mit endlichem Wertebereich, S,, \, S, T, \, T

= Xg, = Xg, X7, — X7.

Nun gilt (Doob Lemma): Xg, < E(Xy,|Fs,)

= {Xg, : n € N} gleichgr. integr. (denn {E(X;,|Fs,)} ist gleichgr. integr.)

= Xg, — X, in L', analog X7, — X7 in L',

Ferner gilt

fXS”dP < fXTndP VA e Fg, = VA e Fs CFs,

;»fXSdP<fXTdP VA € Fs

= Behauptung fiir X; > 0.
= analog: Behauptung fiir Xt(") =XV (—n)
= Behauptung fiir bel. X; mit monotoner Konvergenz. O

Korollar 2.5.2. Sei X rechtsst., adaptiert, integr. Aquivalent sind
i) X ist Martingal.
i) ¥ beschr. Stoppzeit T ist E(Xr)= E(Xy).

Beweis. 7 =7 Optional Sampling.
7«7 Sei s <tund A € Fs. Definiere S :=s-14 +¢-140, d.h.
S(w) = { s ,fallswed
t , sonst.
Dann ist S Stoppzeit und E(Xy) = F(Xg) = E(X; - 1g0) + E(Xs-14).
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Ebenso ist T' = t Stoppzeit und daher
E(Xo)=E(X1)=E(X; - 1sc)+ E(X;-14) = Beh.

Korollar 2.5.3. Unter obigen Voraussetzungen sind ebenfalls dquivalent
i) X ist (Sub)martingal.
1) V beschr. Stoppz. S < T gilt: E(Xg) < E(Xr). (Bei Mart.: oBdA S =0.)

Beweis. <= Sei s < t,A € Fs. Def. S ;= s-1p+t-1lycund T =¢ > S
Stoppzeiten.
= FE(X:—Xs) 14)=E(Xr—Xs) >0 = Beh. O

Korollar 2.5.4 (Optional Stopping). Sei X rechtsstet. (Sub-)Martingal und T
Stoppzeit. Dann ist auch XT = (Xiar)i>0 ein (Sub-)Martingal.

2.6 Anwendung auf BB

Proposition 2.6.1. Sei (X, P,) 1-dim BB startend in x €la,b] und T, =
T{a},Tb = T{b}. Dann ist

a) Ex(Ty) = E.(Ty) = +o0
b) Ex(Ta NTy) = (z — a)(b— )
¢) Pu(Tu <Ty) = B2, Py(Ty < T,) = =8

b—a’ b—a

Beweis.  a) folgt aus b) mit b /" co bzw. a \, —oo, dim?
E.(Ty) > E.(Ty NTp) = (x — a)(b— x) — oo fiir b — oo.

b) folgt aus néchstem Satz fiir d = 1.
¢) Wegen P, (T, =T,) =0 gilt

(1) Puo(Toe <Tp) + Pu(Ty < To) = 1.
Ferner ist Y; = Xia7, a1, €in beschr. Martingal (< |a| V |b]) = (Op-
tional Sampling).

(2) T = EI(Yb) = Ex(YOO) = Ex(XTa/\Tb) = CL-Px(Ta < Tb)-‘rbpz(Tb <
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Kapitel 3

Stetige Semimartingale und
quadratische Variation

Ab nun stets: (Q, F, F, P) filtrierter W-Raum mit iiblichen Voraussetzungen.

3.1 Stetige Semimartingale

Definition 3.1.1.  a) Ein Prozeff X heifit stetig und wachsend (kurz X €
A™T), falls er adaptiert ist und fir fast alle w € Q gilt: Die Abbildung

Xe(w) 1 t— Xy(w)

1st stetig und wachsend.

b) Ein Prozefs X heifit stetig und von endlicher Variation (oder stetig und
lokal von beschrinkter Variation), kurz X € A, falls er adaptiert ist und
fiir fast alle w € Q gilt:

t — Xy(w) ist stetig und von endlicher Variation, d.h. ¥t > 0: die Varia-
tion

St(w) = S¢(X(w)) = sup {Z ’Xti(w) - Xt,ifl(w)‘ meN,0<ty<t; < - <t, < t}
i=1

von s — Xs(w) auf [0,t] ist endlich.
Lemma 3.1.2. X c A X=Y-ZmitY,Zc A".
Beweis. Y = 1(S+ X), Z = (S — X), mit S = Variation von X. O

Definition 3.1.3.  a) Ein Prozeff X heifit stetiges, lokales Martingal, kurz
X € My, wenn er adaptiert und stetig ist, und wenn Stoppzeiten T,
existieren mit T,, /" oo f.s. und X™ Martingal (¥n € N).

27
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b) Ein Prozef heifit stetiges Semimartingal, kurz X € S, falls IM € Mo, A €
A: X =M+ A.

Bemerkungen 3.1.4 (zu lokalen Martingalen). a) X € M (d.h. stetiges
Martingal) = X € My, [Wihle T,, = co Vn € NJ.

b) X € Mjoe, X > 0= X Supermartingal.
(denn E(X|Fy) = E(lim Xyar, | Fs) < liminf E(Xiar, |Fs) = X5).

¢) X € Mjoe, X beschrankt = X Martingal.

d) XeM& X € Mppe und Vs > 0: {Xras : T Stoppzeit} ist gleichgradig
integrierbar.

e) 3 gleichgradig integrierbares X € My, : X ¢ M.

Proposition 3.1.5. Sei M?OC ={X € My : Xo =0 f.s.}. Dann ist M?OC N
A={0} und S=M" o A.

Mit anderen Worten: X € M, N A= X konstant = Xg.

Beweis.  a) Es geniigt zu zeigen: X € M°N A= X =0, denn dann:
XeM) NnA=3T,), X" e M'NnA= X" =0= X =0.

loc

b) Geniigt zu zeigen fiir X beschridnkt mit global beschrinkter Variation S,
denn:
Sei T;, = inf{t > 0 : | X¢| > n oder S; > n}
= X e M°NA
=X =0=X=0.

c) Seie >0,Ty =0und Tj4q = inf{t > T; : | X; — X71,| > €}, Wegen X
stetig: T; — oo (fiir i — o).
Nun gilt

1

E(X%) = E<n (X%M—X%i)>

=0
n—1 5 n—1

= E’(j{:(jcﬂ+1)(ﬂ) ) +’§£:2~_E l?()gn+14*}(ﬂ fﬁy)‘)@n
1=0 i=0

=0

n—1

i=0

Wegen S, beschriinkt und e beliebig folgt £ (X7 ) = 0= E (X2) =0=
(mit Doobscher L2-Ungleichung)
E(sup X?)<2?.FE(X2)=0= X =0 fs.

teR L
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3.2 Die Doob-Meyer Zerlegung

Satz 3.2.1 (Doob-Meyer). Sei X stetiges Supermartingal. Dann IM € Ml
und A € AT mit

Xt = Mt — At.
Hierbei sind M und A eindeutig (bis auf Ununterscheidbarkeit).

Beweis.  a) Eindeutigkeit: Sei X; = M;—A; = N;—B, mit M, N € M%)"C, A,Be
AT,
=M-N=A-BeMynA={0}
= Eindeutig!

b) Existenz im zeit-diskreten Fall: Sei (X,,),cn diskretes Supermart.,

Y, = EX,—Xpq1|Fn) >0, F,-meBibar
n—1
A, = Z Y,  wachsend, F,,_i-mefibar
k=1
M, := X,+ A, Martingal.
Fiir zeit-stetigen Fall folgendes Lemma: O

Lemma 3.2.2. Sei (A,)nen wachsender Prozeff mit Ag =0, A, Fp—_1-mefSbar
und

E(Ay — Ap|Fn) < K (VYn € Np)

= B(A2) <2K2.

Beweis. Sei a, = Apy1 — A,. OBdA A, < Cia, <C
=A% =25 (A — An)a, — > a2
n=0 n=0

= F(A%) = 2-E (i E(As — Ayl Fy) ~an> -E (i ai)

n=0 n=0

2-K-E<§%an>

2. K- E(A)
S 2'K2a

denn E(As) = E(E(As — An|F)) < K. O

IN

Lemma 3.2.3. Seien A = (A%”)n und A®) = (Ag?))n wie eben und B =
AW — A Ferner sei W eine ZV mit W > 0, E(W?) < co und

|E(Bso — Bi|Fk)| < E(W|Fk).
Dann Jc mit:

E(sup B2) < c- E(W?) +c- K - [E(W?)]"?.
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Beweis. Sei b, = Bpi1 — Bn,AgLn) = ASBA — Agf) (t=1,2;n €N)

= E(B%) = 2. E(ZE — B, < F) ) (Zb2>
< (ZE W|Fn) - (alV) —|—a2))>
< 2. E( (A“ +A<2>))
< o e ([o ()] + [ (a7)] )

< 4-v2-K-(BEW2)"?
Betrachte schlieilich die Martingale M,, = E(Bx|Fn), W, = E(W|F,) und
X, =M, — B,.
= |Xu| = [E(Bos = Bu|Fn)| < Wa
= (Doobsche Ungleichung)

E(sup X7) < E(supWy;) < 2°- E(WZ2) = 2°- E(W?)

und
E(sup M?) < 2%. EM2Z =2%. E(B%).
n

oo

Wegen sup |B,,| < sup | X,| + sup | M,,| folgt
E(sup|Bal) < 2% B(W2)+2°. E(B2)

< BEW e K- (BEW).
O

Fortsetzung des Beweises des Satzes von Doob-Meyer.  ¢) Sei X stetiges und
beschrianktes Supermartingal und konstant fiir ¢t > N
= fast alle Trajektorien sind gleichméBig stetig.

d) Fixiere k € N. Fiir n € N sei

n—1
kaL: = fn,Q—k und Afl = Z E(ij—k — X(j+1)2—k|fjk)
j=1

(diskrete Doob-Meyer Zerlegung aus b)).

Fiir t > 0 mit (n — 1)27% <t <n27" sei FF = FF und Zf = Ak,

Sei W(0) = sup{|X:—Xs| : s < N,s <t < s+d}. Wegen X beschrinkt, ist
auch W (9) beschrankt. Da die Trajektorien von X fast sicher gleichméfig
stetig sind, gilt: W () — 0 f.s. fiir § — 0.

= W(8) — 0 in L? fiir § — 0.
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°)

Beh. Zf konvergiert in L? fiir k — oo, gleichméBig in ¢. Mit anderen
Worten, E(sup |Zf - Zi|2) — 0 fur k,1 — oc.
t
Denn: Sei [ > k. Die Prozesse Zk und a sind jeweils konstant auf den
Intervallen |n2=! (n + 1)27Y.
—k =l —k —1
= sup |A;, — A, =sup |4, -1 — A, 0-1].
t n
Seit=n-2""und u = inf{m-27% > t:m € Ny}

= BE(A, - A|F) = B(AL - AL |Fp-)
= F(X;— Xol|F)
und
—k  —k
E(Aoc_AtLFg) = E(A ﬁ2k|ft)
= B(E(AL — ALy Fu)|F)
(
(

E(BE(Xy — Xoo| Fu)|F)
E(X, — Xoo| F)

— = —k  —k
= |B(Ay — A|F) — E(A, — 4 |F)] E(|X: — Xu||F2)

E(W(27")|F).

IN

Mit Lemma 3.2.3 folgt:

E(sup \Zf—Z‘t) <cEWER™)+d - EWEMHY2 50 fiir k — oo
t

Beh. A:= lim A" ist stetig.
k—oo

Denn A" hat Spriinge AZf = E(X(n-1)2-+ — Xpa-+#|F(n_1)2-+) an den
Stellen ¢ = n2~%, die beschriinkt sind durch

EW Q2 )| Fno1)2-+) (vn €N)
Daher

Blsup(AA;)?] < Blsup BW(2 )| Fuiy-+)?]

Martingal in n

22. E(W(27%)?) =0

IN

Ubergang zu Teilfolgen:

sup Aij —0fs. (kj — o)
t

= A stetig.
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g) Beh. M := X + A ist Martingal.
Denn Vk € N,Vs,t € D, =27*Ny,VB € Fy,s < t

/Mth: /MSdP nach Teil b) (3.1)
B B

=Vs,t € D=Dy,s <t VB e F; gilt (3.1).
=Vs,t € Ry s <t:3sp,tp € D,s < s <tp,sSp— Sty =>t:VB e F; C

Fep
/Mth - lim/Mtde — lim/Msde — /MSdP (3.2)
B B B B

denn M ist stetig und beschrankt in L2.

h) Allgemeiner Fall: X beliebiges stetiges Supermartingal.

Definiere T := inf{t > 0 : |X;| > N}. Fiir alle N € N ist Ty eine
Stoppzeit, und Ty / oo fiir N — oo. Ferner ist XV ein stetiges und
beschrianktes Supermartingal und konstant fiir ¢ > N.

= IMN AN . XTv = MV — AN (mit MY € My, AN € A,).

Wegen Eindeutigkeit VK > N :

(MK)TN _ (AK)TN — (XTK)TN — XTN — MN _ AN

= ME = MV AKX = AN auf [0, N]

= IM,A: MN = (M)™~ AN = (A)T~ (VN)

> MceMP Ac A, X=M- A

Korollar 3.2.4. Jedes stetige Supermartingal ist stetiges Semimartingal.

3.3 Quadratische Variation
Satz 3.3.1.  a) VM € My, : I(M) € Ag: M? — M — (M) € M.

b) VM, N € My : I(M,N) € Ag: M - N — MoNy — (M, N) € Myoe
Es gilt: (M,N) = £ (M + N) — (M — N)).

Beweis. Trivial. (M € Mo, = M? Submartingal = (Doob-Meyer-Zerlegung)
M?=N+A) O

Definition 3.3.2. (M) = (M, M) = ((M);)t>0 heifit zu M gehdriger wachsen-
der Prozefs oder quadratische(r) Variation(sprozefl) von M.

(M,N) = ((M,N){),;~q heift Klammerprozef§ zu M und N oder quadratische
Kovariation von M und N.

Proposition 3.3.3. VM, N € M,.:

a) (M, N) hingt symmetrisch, bilinear und positiv semidefinit von M und N
ab.
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b) Fiir jede Stoppzeit T gilt:
(M,N)T = (M,NT) = (MT ,NT).
¢) (M) = (M - My).
d) (M) =0« M konstant.
Beweis.  a) Trivial.

b) Optional Stopping = (M2 — (M))T = (M7T)? — (M)T € Myoc = (M)T =
(MT).
Rest mit Polarisation.
Bei ¢) und d): Nach b) oBdA M — My beschrinkt, = € M

c) (M — My)My € M, denn E((My — My)My|Fs) = MoE(M; — My|Fs) =
Mo - (M — Mo)
= (M — My)? — (M) = M? — M3 — (M) — 2(M — My)My € Mo
d) (M) =0 auf [0,t] = (M — My)? Martingal auf [0,t]
= E( sup (Ms; — My)?) <4-E((M; — My)?)=0
0<s<t
= M konstant auf [0,¢].
O

Beispiel 3.3.4. Sei X stetiger, zentrierter, quadrat-integrierbarer Prozefl mit
unabhingigen Zuwichsen. Dann ist X € M und (unabhéngig von w)

(X); = Var(X; — Xo) = BE((X; — X0)?) fs.

Beispiel 3.3.5. M eindimensionale Brownsche Bewegung = (M), =t (Vt >
0).

Fiir eine Partition A = {tg,¢1,...} mit ¢, oo und 0 =ty <¢; < ... und
einen stochastischen Prozefl M definiert man die quadratische Variation von
M auf A durch

QF = QX (M) =Y [Myne — My, pef.
k=1

Als Feinheit von A definiert man |A|| = sup |tx — tg—1].
k
Satz 3.3.6. Seien M € My, und t > 0. Dann gilt
QY — (M), P — stochastisch fiir | Al — 0.

D.h. Ve > 0,7 >0,Vt € R: 3§ > 0:V Partitionen A mit ||A]| <6 :

P < sup |QSA — (M)4| > E) <n.

0<s<t
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Beweis. Seien M und t fest, und fiir 6 > 0
A = {to,t1,...,tg,...} mit ||A] < 0.

Annahme: M und (M) beschrinkt.
Sei Cll(»l) = (Mt — ]\4,51,)27 a,7(;2) = <M>t
W0 pa @ _ o S (1) _ 42
Ay = Z;) a;’ =Qp (M), A = i;)ai = (M),, B = Z;) by =A A7 =

QQ(M) - <M>tk7 Fi = U(Mti+1 S k)

(= a,(:),a,(f) mefibar bzgl. Fy).

Da oBdA M und (M) beschriankt, sind die Voraussetzungen von Lemma 3.2.3
erfiillt.

Da M und (M) gleichmiBig stetig auf [0, ¢], gilt

W(8) = sup (Mg = Muf? 4+ [(M)ere = (M).]) =0

egé

i+1 i1 <M>tw b; = a’z('l) - az(‘2)'

P-fs. (und in L2, da beschrinkt!) fiir § — 0.
(o)
Nun gilt Boo — B = >, b; und E(b;|Fi) =0 fiir ¢ > k

i=k

= |E(Bos — Bi|Fi)|

|bk|

a](cl) _’_ag)
E(al" + a{?|F)
E(W(6)|F)

A

IN

Mit Lemma 3.2.3:
E(supB2) <c-EW()*) +¢ - E(W(8)*)Y? -0
k

fiir § — 0.
= E(sup |Q2 (M) — (M)4|?) < 2E(sup B2) +2- E(W(8)?) — 0 fiir § — 0.
s<t k

= L?- und stochastische Konvergenz (gleichmiBig in s € [0,t]) von Q% (M)
gegen (M)s,.

Lokalisierungsargument:

Ist M oder (M) nicht beschrinkt, dann definiere T, := inf{t > 0 : |M;| >
n oder (M), > n}

= Plsup Q2 (M) — (M)| > ¢)

< P(sup| QA(M™)— (MT)|>e )+ P(T,<t) (V) 0
s<t N——

fiir n fest: <n/2 fiir [|A]| hinr. klein <n/2 fiir n hinr. gro8
Korollar 3.3.7. VM, N € M, Vt > 0,V Partitionen A,, mit |A,]| — 0:
Q2"(M,N) — (M, N); stochastisch (n — o),

wober QtAn (M7 N) = Z (Mti+1/\t - Mti/\t) ' (NtH»l/\t - Nti/\t)'
t; €Ay
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Satz 3.3.8. a) Fiir fast allew € Q:Va <b:
(M)q(w) = (M)p(w) & My(w) = Ma(w) (VL € [a,D]).
b) Fiir fast alle w mit (M)oo(w) := sup(M)¢(w) < oo gilt:
tlggo M (w) existiert (und ist endlitch).
Beweis.  a) folgt im wesentlichen aus dem vorigem Satz.
b) OBdA My =0,T, =inf{t >0: (M) > n} =
E(sup Mf,r,) < 2%sup B(Mj.r,)
>0 ¢
= 4. SLtlp E{(M)irr,
< 4n

= (Martingalkonvergenzsatz): 3 f.s. M, = flim M, € Rauf Q, Mr, =
tlim M, = My, auf {T,, = co}.
=dfs. My = tlim M, auf | H{T), = oo} = {(M)oo < 00}
— 00 n
O

Definition 3.3.9. Fir X, YeS mit X =M+ A, Y =N+ B, M,N € My,
A, B € Agy definiere (X,Y) := (M, N) und (X) := (M).

Satz 3.3.10. Dann gilt VX,Y € §,Vt > 0,V Partitionen A, mit ||A,|| — 0
QA" (X,Y) — (X,Y),  P-stochastisch.
Beweis. Wir zeigen Q2" (M, A) — 0 und Q2 (A, A) — 0. Es gilt

Q" (M, A)|

Z (Mt¢+1/\t - Mti/\t) : (Ati+1/\t - Ati/\t)
€A,

< Stlp | M, ne — M pel - Z | At ine — Agail
3

ti

< osup My, ae — My el - Se(A) — 0
< oo

wegen der gleichmiifligen Stetigkeit von M auf [0,¢] und da die Variation S; =
S¢(A) endlich ist.
Analog fiir Q27 (4, A). O

Korollar 3.3.11. VX,Y € S, Vt > 0:
(XY) < ((X) (7))
< S (X+¥)).
Beuweis. Folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Q2 (X,Y). O
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3.4 Stetige L?-beschrinkte Martingale
Definition 3.4.1.

H?:={M € M :sup B(M?) < oo}
t

ist der Raum der stetigen L?-beschrinkten Martingale.

Proposition 3.4.2.  a) H? ist ein Hilbert-Raum bzgl. der Norm

1/2 1/2

1Ml = (M) = lim (EM?)

b) Aquivalent zu dieser Norm ist die Norm
1/2
Ml =B (sw )

¢) Fir M € H: ={X € H*: Xy = 0} gilt
M| 172 = (B(M)oo)'? .
Beweis.a), b) Zunichst ist klar:
MeH? = ML :SLip|Mt| € L?
= 3IM, € L?: M; = E(X,|F:)
und
BOMZ) = Jim B(M)
= sng(Mf)
< Blsup M)
= B(MY)
< 22~Stt1pE(Mtz)
= 22| M]3
¢) Ferner gilt Vt : E(M?) = E(M), + E(M}), also E(MZ2) = Jim E(M?) =

lim E(M); = B(M)w. Falls Mo = 0.

Seien nun M™ € H?, mit [|[M™ — M¥|| > — 0 fiir n,k — oo
= AM?, ME € L? mit M} = E(M2|F,), MF = E(ME | F)

1M = ML |2 = IM"™ — M¥|| 2 — 0
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= (Vollsténdigkeit von L? = L?(Q, F, P)):
IM,, € L? : M, — M, in L2

Def. My := E(Mqo|F:) Martingal

= (Doob):

E(SgleZL—MtIQ) < 4 B(IME - M)

4-||M™ = Mgz —0
= 3 Teilfolge (ng)g:

sup |[M" — M| — 0 f.s. fiir k — o0
t

=t — M, f.s. stetig
=MeM=Mc H>



38KAPITEL 3. STETIGE SEMIMARTINGALE UND QUADRATISCHE VARIATION



Kapitel 4

Stochastische Integration

4.1 Das Lebesgue-Stieltjes-Integral
Betrachte g : R; — R rechtsstetig.
Satz 4.1.1. Aquivalent sind:

(i) g ist von endlicher Variation.

(ii) ¥Vt > 0: S(g) < o0
mit Si(g) = sup{SA(g) : A = {to,t1,...,tn},0 =ty <t; < -+ <t, <t}

n—1
und S£(g) = Y lg(tivr) — g(ti)].
i=0
(#ii) g1, ga rechisstetig, wachsend: g = g1 — ga.

(iv) 3 signiertes Radon-Maf p auf Ry mit
u(0.8]) = g(t) (VtER,) (4.1)

Beweis. (i) < (ii) per def., < (iii) klar
(#it) < (iv) oBdA g wachsend, p > 0.
Dann: g ist Verteilungsfunktion von p. O

Bemerkung 4.1.2. Durch (4.1) ist p bzw. g eindeutig bestimmt.

Definition 4.1.3. Sei g : Ry — R rechtsstetig und von endlicher Variation
und f : Ry — R lokal beschrinkt und Borel-mefbar. Dann ist das Lebesque-
Stieltjes-Integral

t

t t
/f :O/f s)dg(s :O/f von f bzgl. g

0

39
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[ o

10,¢]

definiert durch

mit p = p9 = signiertes Radon-Mafl zu g.
Bemerkungen 4.1.4. a) Ist g € C}(R,), so gilt:

dg(s) = g'(s)ds,
t
d.h. das Lebesgue-Stieltjes-Integral [ f(s)dg(s) ist ein gewthnliches Lebesgue-
0
Integral f f(s)g'(s)ds mit der Dichte g’.

b) Sind g und h stetig und von beschriinkter Variation, so gilt die Produkt-
regel
d(gh)(s) = g(s)dh(s) + h(s)dg(s).

Satz 4.1.5. Sei g rechtsstetig und wachsend, [ linksstetig und lokal beschrinkt,
t > 0. Dann ist

t
/ fdg= Tm I2(f.9)

lAl—

mit I (f, 9) = Z f(tr) - (9(tes1) — g(tr))-
Bem.: Hierbei kann man f(ty) durch f(tp11) ersetzen, falls f stetig ist.

Beweis. Sei f& = Z F(t) - 1y, ¢,.,) und sup [f(s)| = C < oo. Dann gilt fiir
s€[0,t]

Al — 0: f2(s )—> f( ) (Vs €]0,¢]) (wegen Linksstetigkeit von f).
Ferner: |f2(s)] < C (Vs E]O t])

= I2(f,9)= [ f2(s) [ f(s)ps(ds) = ffdg O
10,¢] ” 10,¢]
¢
Wir wollen nun Integrale f X dA, definieren mit A € A und
0
X € B:={X : X adaptiert, linksstetig, pfadweise lokal beschrinkt}.
Definition 4.1.6. Fir A € A und X € B heifit die pfadweise definierte ZV

(X~A)t/thA/thdAs: wH/th(w)dAs(w)
0 0 0

stochastisches Integral von X bzgl. A (auf [0,t]). X = Integrand, A = Integra-
tor.
Der Prozef8 X - A= ((X - A))i>0 heifit unbestimmtes stochastisches Integral .
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Satz 4.1.7. Fir Ae A und X,Y € B gilt:
a) X-AeA,.
b) X - A ist bilinear in A und X.
c) (X - AT =X-AT  fiir alle Stoppzeiten T (Stopp-Formel).
d)Y - (X-A)=(YX) A (Assozativitit)

Beweis. b), c), d) einfache Ubung.
¢

a) Klar: (X - A)g =0 und ¢ — [ X,dA, pfadweise stetig (da A stetig).
0

¢
Adaptiertheit: [ X,dA; = lim IA"(X, A) € F, fiir eine Folge von Parti-

0
tionen A,, mit ||A,] — 0.
Endliche Variation:

Si((X - A)(w)) < sup [Xs(w)] - Si(A(w)) < o0

0<s<t

4.2 Das It6-Integral fiir Elementarprozesse
Ziel: Definition von X - M = [ X dM, fiix M € H?und X € £.
0

Definition 4.2.1. X : Ry x Q — R heifit Elementarprozefs , kurz X € &, falls:
), (Zi), 0 < tg < t1 < ...,t; / 00, Z; Fi,-mefibar, Z_1 Fo-mefsbar, Z;
gleichmdjig beschrdinkt, so dafs

X=7Z_1- 1{0} + ZZz ' 1]t,;,ti+1]'
=0

Definition 4.2.2. Fir M € § und X € & definieren wir das stochastische
Integral X - M = [ XdM = [ X,dM; pfadweise wie folgt:
0 0

Z Zl : (MtAti+1 - Mt/\ti)

=0

n—1

= Z Zi(MtH»l - Mti) +Zn - (Mt - Mtn)
=0

(X - M),

fiir t € [tn,tni1].
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Bemerkung 4.2.3. Fiir M € A stimmt das mit der bisherigen Definition
(Lebesgue-Stieltjes) iiberein.

Satz 4.2.4. Fir M € H? und X € € gilt:
a) XM € HZ.

b) (X 20) = [ X2d(3), = X7 (2).

o) 1 Ml = B ([ xzatan), )

Beweis. a) Offenbar X - M adaptiert, stetig, (X - M)y = 0. Ferner fir s €
[tkflatkh te [tn7tn+1[:
n—1
(X M)y =(X-M); =Y Z(M,
i=k

My,) + Zp(My — My, ) + Zy—1 (Mg, — M)

i+l i

= E((X - M); — (X - M)s|F)

Ft.)

i+1 ‘7:3)

l

n—1
E ( Zi B(M,,,, — M, ]—}L) + Z, - B(M, — M,,
+Zk—1 - BE(My, — M|Fy)
= 0.
b) OBdA s = ty,t = tp41 (erginze {t;} um zwei Punkte).

= B((X - M)i — (X - M)|Fs)
= B((X M), — (X - M)J|Fo) +2- B(X - M),) - [(X - M) — (X - M),]|

=0 nach a)

= E([(X M), — (X M),?F.)
= E([Z Zi(My,,, — My,)]?| Fs)
i=k

= E(Z 212 : (Mti+1 - Mti)2|fs) +2- E(Z Z’iZj(Mti+1 - Mti)(Mtj+1 - Mtj)|]:5)

i<j

t
- E(/ X2d(M),|F,) + 2B Z:Z;(My,,, — My,)E(My,,, — My, | F,)|Fy)
—_—

@ J
i<j -0

~ B / X2d(M), | ).

) X - Ml = B(X - M)ow = B [ XPd(M),. O
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Korollar 4.2.5. Sind X,, € £, n € N, Elementarprozesse mit
E/(Xt” — XE2a(M), -0 firn,k — oo,
0

so gilt:
E(sup[(X"™ - M), — (X*- M), *) =0 firn,k — occ.
¢

Beweis. Mit X", X* € £ ist auch X" — X* € Eund X" - M — XF - M =
(X" — X*). M € H2. Ferner

E(sup[(X™ - M); — Xk M)?) = B(sup[(X" — XF) - M7

< A4 (X = XE) Mg

= 4E/(Xf — XM)2d(M); — 0.
0

O

Satz 4.2.6 (Kunita-Watanabe-Identitit und -Ungleichung). Fiir M, N € H?
und X,Y € & gilt:

a) (X -M,Y - N) = [ X,Y.d(M,N), = (XY) - (M,N)
0
und
b) |E(X-M,Y-N)oo| < (E [ X2d(M),-E [ Y2d(N),)"/2 < E [ |X,Y,||d(M, N},
0 0 0

Beweis. b) folgt aus a), denn [(M, N)| < ((M)(N);)/2.
a) Im wesentlichen wie Teil b) aus Satz 4.2.4:

E((X - M)(Y - N)y — (X - M)y(Y - N)|F)
= E((X- M), = (X - M)g]-[(Y - N)o(Y - N)s]|Fs)

= E(ZXt’L.Y..tZ(Mtl-Fl - M, )(Nt Ny )

i i+1 i
k

Fs)

i

=« |l

B([ XYM, N), 7).

¢

= (X M) (Y N),— [ X,Y,d(M,N), ist Martingal
0

= Beh.
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b) Wir verwenden |(A4, B)oo| < ((A)oo - (B)wo)'/? fiir A, B € H?.

:»|E<X.My.N>OC\
< ((< M)oo - (Y - N)oo)'/?)
< (B(X M) E(Y - N)oo)'/?
[E(( A(M))oo) - E(Y?+ (N))oo)] /2

O

4.3 Das Ito-Integral fiir vorhersagbare, meflbare
Prozesse

Definition 4.3.1. Die auf Ry x Q definierte o-Algebra P = o(E) heifit vor-

hersagbare o-Algebra (,predictable o-field”). Sie ist die kleinste o-Algebra auf

Ry x Q, beziglich der die Abbildungen (t,w) — X;(w) mefbar sind fir alle

X el
Ein P-mefbarer Prozefs X heifst vorhersagbar.

Proposition 4.3.2.

o) = o({X : Ry xQ — R adaptiert, Xy linksstetig auf]0,00[})
o({X : Ry x Q@ — R adaptiert, Xg stetig auf [0,00[}).

Beweis. Seien o1, 09,03 obige g-Algebren. Offenbar o3 C o3. Ferner oo C 07,
da fiir linksstetiges X:

Xi(w) = Xi'(w) = Xo(w) - 103 (t) +ZXk/n 1) (t).

Schliefllich oy C o3, denn 3f,, € C(Ry) mit | f,| < 1j0,141/n) und fir, — 1j9,1) und
3gn € C(Ry) mit [g,| < 1j0,1/n) und g, — 140y und daher

Xt = 1{0} +ZZ 1t t1+1 )

th Z—l'gn +ZZ fn )

H—l_t
O

Korollar 4.3.3. Jeder vorhersagbare Prozef$ ist progressiv mefSbar. Mit anderen
Worten:

P C  Prog :=c({X : Ry xQ — R progressiv meffbar})
C BR;)® Fw.
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Sei nun wieder (Q, F, P, (F;):>0) mit den iiblichen Bedingungen und M € H?
(d.h. M ist stetiges Martingal mit || M]3, = sup E(M?) < 00.)

Wir definieren ein endliches Mafl Py (,, Doléans-Maf3”) auf (R4 xQ, B(R;)®F )
durch

Py (D) = E/lp(t,w)d<M>t(w) (T € B(R}) ® Fso).
0

Ferner sei

L2(M) ={X : R, x Q — R vorhersagbar, | X||x < oo}

und

L2(M) ={X : R, x Q — R progressiv mefibar, || X||» < oo}
sowie eine Pseudo-Norm

1X s = [ / X2d(M))]? = | / X2dPy]V?
0 Ry xQ

auf dem Raum der progressiv meffbaren Prozesse X : Ry X {2 — R. Schliefilich
seien L2(M) und L2(M) die Réume der Aquivalenzklassen von £2(M) bzw.
£2(M) bagl. ||

Proposition 4.3.4.  a) & liegt dicht in L*(M).
b) L?*(M) und L?(M) sind Hilbert-Réiume

¢) und als solche isomorph bzw. stimmen im folgenden Sinne iberein:
Zu jedem Prozefp X € L2(M) emistiert ein vorhersagbarer Prozefs Z mit
[X = Z|a = 0.

d) Falls t — (M), absolut stetig f.s., so ist ferner L>(M) = L2, (M) mit
L2 (M) ={X B(R))® Fo-mefbar, adaptiert, | X||as < co}.

e) Offenbar € C L2(M) C L2(M) C L2, (M) C L2,,(M) ={X B[R;)®
Foo-mefbar, nicht notwendig adaptiert, || X || < co}.

Beweis. b) L2(M) = L*(R, x Q, Prog, Pys) und
L*(M) = L*(R4 x Q, P, Pyr) = Hilbert-Réume.
a) Jeder Proze X € £%(M) wird in ||.|[»s approximiert durch P-einfache Pro-
zesse Y = > a;-1a, (neN,a; eR,A; €P).
i=1
Jeder P-einfache Prozefl Y wird in ||.||as approximiert durch einfache Prozesse
A
(Monotone Klassen-Argument), denn VA € P,Ve > 0:

JA" € ring(€) = ring ({|s,t] x F:s<t,F € Fs}U{{0} x F: F € Fy})

= {endliche disjunkte Vereinigungen von solchen Mengen},

sodaB |14 — L1a|la <e.
c¢) Ohne Beweis (vorldufig). O
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Satz 4.3.5. VX € L?*(M) : I(X - M) € H? mit der Eigenschaft: ist X" €
EneN, mit|| X —X"|m — 0, sogilt |(X-M)—X" M| g2 — 0, und daher
X" M — (X - M) (gleichmipig in t) in L?. Bez: I = X - M.

Die Abbildung L*>(M) — HZ, X — X - M, ist eine Isometrie, d.h. || X|p =
1X - M|

Beweis. Def. von X - M: zu X € L?(M) existieren X" € £, n € N, mit || X —
X"||m — 0. Folglich

I3 M = X5 M| = X7 — X¥]lar — 0 fitr n, & — oo.
(Isometrie fiir X, X* € £).
Also ist {X™ - M},en Cauchy-Folge in H?
= 3NX -Me€ HZ: X"-M — X-M in H? Dabei ist X - M unabhingig von
der Wahl der Folge {X"},,, denn (wegen Isometrie):
| X" M — X" Mg = || X" — X"||p — 0.

Schliefllich

IN

B(supl(X™ - M), = (X - M)J?) < 4-sup B(((X" - M), = (X - M)

4| X™ — X||m — 0.

O

Korollar 4.3.6 (Kunita-Watanabe-Identit#t und -Ungleichung). VM, N € H? X €

L2(M),Y € L*(N) :
@) (X M) = [ X2d(M), = X*- (M),

b) (X-M,Y -N) = [ X,Yod(M,N), = (XY) - (M,N).
0

t t t
¢) |E(X-M,Y-N)| < E [ |X,Y;||d{M,N)|, < (Efod(M)S-EfXQQd(N)s)l/Q.
0 0 0

Beweis. Folgt durch L?(M)-Approximation von X durch X" € £, Einzelheiten
spéter. O

Satz 4.3.7. VM € H?, X € L*(M) : 3] € H{ :
(I,N)=X-(M,N) (VN e H?).
Ndamlich: I = X - M.

Beweis. Existenz: obiges Korollar mit ¥ = 1.
Eindeutigkeit: Seien I, 1’ € HZ mit (I, N) = (I'/N) (VN € H?)
=(I-IY=0=I=1T. O
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Bemerkung 4.3.8. a) Alternative Definition von XM, sogar fiir X € L....(M) =
{X: Ry xQ—>R| X B(Ry) ® Foormeflbar |, || X ||ar < 00}
Aber Achtung! Hier ist stochastisches Integral # Stieltjes-Integral.

Beispiel 4.3.9. X;(w) =Z(w) Vt>0,Z € Foo\Fo
t

= Stieltjes-Integral [ X dM, = Z(M; — My) nicht adaptiert.
0

Aber: Stochastisches Integral adaptiert (= Stieltjes-Integral [ XdM mit X, =
Zy 777).

Bemerkung zur alternativen Definition: VM, N € HZ,VX € L2, (M):

BIXC LN = (B[ Xd(1,N))
0
S (E XSQd<M>S B d<N>s)1/2
[en-x |
= [IXlar - [IN |
\
N — E[(X-(M,N)x)] stetige Linearform
H? — R
)
3 I € Hi:E[I Ny =E[(X - (M,N)y)] (4.2

X -M

Fiir M € H?: X - M := X - (M — My).

Aus (4.2) folgt:

B({I, N)) = B((X - (M, N))o) (N € H3)

= (ersetze N durch NT):

E((I,N)r)=E((X -(M,N))r) V Stoppzeiten T,VN € HZ
?2(I,N) = (X - (M, N)) ist Martingal (== 0)

?2(I,N)=X-(M,N) (VN <€ H}) (4.3)

Bemerkungen 4.3.10. a) Die Assoziativitiit fiir Stieltjes-Integrale ist of-
fensichtlich:

(f © (g © h))t = fsd(g © h)s‘ = fsgsdhs = ((fg) © h)f
o=

(denn d(g o h)s = gsdhs).

b) Die Assoziativitit fiir It6-Integrale kann man in symbolischer Kurzschreib-
weise wie folgt formulieren:

d(X - M)y = XdM,
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(8
d(Y - (X - M)), = Vd(X - M), = Y X,dM,

kokok

¢) Durch (4.2) wird X - M definiert VX € L2, (M). Sei X die Projektion von
X auf L2(M). Dann gilt X - M = X - M.

Beispiel 4.3.11. (siehe Beispiel 4.3.9)
Xi(w) = Z(w),
= X¢(w) = Z;_(w) mit Z; Cadlag-Version von E(Z|F;)
X, vorhersagbar, Z; progressiv mef3bar.
t t

= (X M), = [ ZdM, := [ E(Z|F,)dM, # Stieltjes-Integral
0 0
Proposition 4.3.12. X € L?(M) und Y € L*(X - M) = YX € L?*(M) und
YX) M=Y (X -M).
Korollar 4.3.13. In obiger Situation: dPx.p = X2dPyy.

Beh. Wegen (X-M) = X2-(M)und Y € L*(X-M),dh. E(Y2- (X -M))s <
o0, gilt E(YX)? - (M))oo < 00, dh. YX € L2(M).
Ferner gilt VN € H? :

(YX)-M,N) = (YX)-(M,N)
= Y (X -(M,N)) Assoziativitit von Lebesgue-Stieltjes
= Y (X -M,N) vorheriger Satz

= (Y- (X -M),N) vorheriger Satz
Wegen Eindeutigkeit: (YX) - M =Y - (X - M).
Proposition 4.3.14. VX € L?(M),V Stoppzeiten T':
(X M) = XM = (X1gz) M
Beweis. Folgt aus voriger Proposition wegen

M =117 - M.

4.4 Erweiterung durch Lokalisation

Sei nun M € M. stetiges lokales Martingal.

¢
Definition 4.4.1. £? (M) = {X mefbar, vorhersagbar mit ¥t > 0: [ X2d(M)s <
0

loc
oo P-fs.}
und entsprechend L2 (M).

loc
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Lemma 4.4.2. X € £? (M) < X vorhersagbar und 3 Stoppzeiten T,, / oo :

loc
s
E(/ X2d(M),) < 0o
0

(d.h. X1j1,) € L2(M) baw. X € L2(MT)).
t

Beweis. ,=” Wihle T,, = inf{t > 0: [ X2d(M), > n} / o0
0

Ty
= [ X2d(M), <n
0 .
= E( [ X2d(M),) <n.
0 .
<" E([ X2d(M)s) < 0o
0
tAT,
= P( [ X2dM); <oo)=1 (Vt,n)und P(T, >t) =1 (n— )
0
t
= P([ X2d(M), < 00) = 1. O
0
Definition 4.4.3. Fir M € M,. und X € L} (M):

loc

X M := lim X -M™ = stochastisches Integral

n—oo

FirV=M+AecS und X € B:
X V=X-M+X-A €8
Proposition 4.4.4. YV, W € S, VX,Y € B:
a) X -V bilinear in X, V.

b) X -V € Moo, falls V € Mo
X -VeA,fallsV € A.

¢) (XY)-V=X-(Y-V).

d) (X VY W)= XY (V,W)
(=0, falls V oder W € A).

e) (X -V)T'=(X1pm) V=XV V Stoppzeiten T.
f) Fiir fast jedes w € Q,Va,b € R:

X(w) =0 auf [a,b] oder V(w) konstant auf |a, b]
= (X - V)(w) konstant auf [a,b].
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Beweis von f). Klar fiir V € A. Sei also V' € Mjq.. Aus der Voraussetzung
folgt: Xo(w) = 0 auf [a, ] oder (V)(w) konstant auf [a, b]

S (X2 (V) = (Of X2d(V),)(w) konstant auf [a,b]
= (X - V) konstant auf [a, b]. O

Nachtrag des Beweises eines Satzes aus 3.3: Fiir f.a. w,Va < b : (M) kon-
stant auf [a,b] < My konstant auf [a, b].

Beweis. ” <=7 klar (M, konstant = Var. = 0 = Quadratische Variation = 0).
7 =7 Fir ¢ € Q betrachte

Nt = Mt+q - Mt (ft+q)t20—Martingal

(N)e = (M)i4q — (M)

T :=inf{t > 0: (N); > 0} ist Stoppzeit, NT € Mo mit

(NT)y = (N)iar =0 (V£ >0)

= N7 ist f.s. konstant auf [0, oo,

= N ist f.s. konstant auf [0, T,

= M ist f.s. konstant auf [¢,q +T] T =T(q),
= M ist f.s. konstant auf | [¢,q + T(q)].

Aber: (M)o konstant auf [ZLE,%] = [a,b] C [a,T(a)]
=3¢ €Q:[a,b C Ula T(q)] O

i€N

Nachtrag Kunita-Watanabe-Ungleichung:
VM,N € H? (bzw. sogar € M), VX € L}*(M),Y € L*(N) (bzw. > 0, oder
beschrinkt, B(R) ® Foo-meBbar):

? T T
sup / XY d(MNY, < ( / X2d(M) )3 / Y2d(N),) V2
t<?0 0 0
< /\XsYst<M,N>S\
0
<

Beweis. Wegen Dichtheit und Monotonie Argument:

X,Y beschrankt, > 0,

X =Xo- 1oy + X¢, Lo+ + Xt - L1 0n]y  Foo-meBbar, beschrénkt, >
0, O=to<t;<---<t,=t

Y=... O

<M7N>s,t = <M7N>t - <M7N>s
U
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(M, N, | < (M)YZ-(NVZ (Ws,t)  fs.

I
/ XYM, NY| <3 X Vil (M, N,
=1
< ZXth V2L (N2
< ZXt' tio1,t) /2 ZYt tiosti) 1/2

Il
S
>
&

X / Y,d(N),)V?

1/2 /md 1/2

IN
o
>
&

Beweis. (von ¢):)

Esup(X -M,Y -N); < E(sup(X -M),;”> (v -N)?)
t<T t<T

IN

[E sup(X - M), - Esup(Y - N)t} v

t<T t<T

T T
E/X?d(M)S : E/deuv)
0 0

1/2

e

(VT € [0, 0))

und

1/2
Esup/X Y,d{M,N), [ /X2 /de(N)S]
t<T

Beweis. (von b):)

Zundchst Y =1€ &, X, € £,X,, —» X in L*(M):
= (X" M,N); — (X - M,N); glm. int. in L*
= Teilfolge: 77 (Vt) fs.

Ferner:

/X;Ld(M, N)s — /Xsd<M, N) glm. int. in L!

= Teilfolge: 7?7 (Vt) f.
¢
= (X - M,N), szd (M,N) (V) fs. O
0
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Schliefllich
t
(Y-N,X-M), = /Y5d<N,X-M>S
0

t
/ Y. X d(N, M),
0

Satz 4.4.5 (Stochastischer Integralkonvergenzsatz). SeienV € S und X", X ¢
B,|X™| <X (Yn) und X — 0 punktweise (d.h. fiir jedes t) f.s.

Dann X™ .V — 0 gleichmdfig P-stochastisch auf jedem kompakten Intervall
CRy.

Beweis. Zu zeigen: Vt, Ve

P (Sup (xX™ . V)s) > s) 0 (n— o0).

s<t

Fir V € A ist das der Satz von der majorisierten Konvergenz. Sei V' € M
und T Stoppzeit mit V7 € H?, X7 beschrinkt

= (X™)HT - 0in L2(VT) (Satz von der majorisierten Konvergenz)

= (XM . V)T - 0in H?> (L?-Isometrie)

= (X . V)T = 0 gleichmiiBig auf R,  P-stochastisch

= X .V — 0 lokal gleichmiBig  P-stochastisch. O

Satz 4.4.6 (Approximation durch Riemann-Summen). Sei V € §,X € B,t >0
und A™ beliebige Folge von Partitionen von [0,t] mit |A™|| — 0. Dann

IsAn (X, V) = Z Xti(‘/S/\tHl—Vsmj) - /XTd‘/T
t;EA™ 0

gleichmifig in s € [0,t] P-stochastisch.

Beweis. Sei o BdA Xy = 0 und zunéchst X beschriankt. Wegen Linksstetigkeit
von X € B ist X punktweise Limes von X%» =3 X 1 (auf Ry x Q).

Ferner I2"(X,V) = [ X2»dV,.
0

tiytiv]
Also gilt nach dem stochastischen Integralkonvergenzsatz 4.4.5:
IA (X, V) — /erVT gleichmifig auf [0, ¢] P-stochastisch.
0

Fiir allgemeines X existieren 7, /* oo mit X7 beschriinkt. O
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Bemerkung 4.4.7. Stets 3 Teilfolge (ny ) mit

L (X,V) . /XTdVT gleichmiBig in s € [0,t] P —f.s.
0
Satz 4.4.8 (Partielle Integrationsformel). VX, Y € S:
¢ ¢
X,Y, = XoYp + / X.dY, + / YodX, + (X, V).
0 0

Insbesondere

t
X} =X+ 2/XSdXS + (X)s.
0

Beweis. Allgemeiner Fall folgt durch Polarisation aus Spezialfall X = Y. Fiir
jede Partition A = {to,t1,...,t,} von [0,¢] gilt (mit 0 =tg < --- <&, =1):

ST (Xt — X0)" = X2 -2 Xy, (Xey, — X0

i

Fiir ||A| — 0 gilt:

t
(X)=X}-X? —2/XSdXS
0

(nach dem Approximationssatz fiir stochastische Integrale). O

In differentieller Schreibweise lautet das:

d(XY): = X dY:+YdX: +d(X,Y),
bzw. = X;dY;+ YidX; + dX,dYy,
falls man definiert: dX;dY; := d(X,Y):.
Hierbei gilt dX;dX; = d(X); und dX;dY; =0, falls X oder Y € A.
Folglich: VXY, Z € §: (dXydY;)dZ; = dX(dYidZ;) = 0, denn
dX;dY; = d(X,Y); = 0 wegen (X,Y) € A.
Beispiel 4.4.9. X = B = Brownsche Bewegung.
t
= DB :B§+2/Bsst+t
0
bzw. dB? = 2B;dB; + dt.

Hier gelten folgende fundamentalen Regeln:
(dBy)? = dt  (,dB,=Vadt")
dBidt = dtdB, =0
(d)*> = o.
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4.5 Ito-Differentiale
It6-Differentiale sind als Abbildungen {(a,b) € R?;a < b} — R% zu interpretie-

ren:

b
dv; - [a,b]H/th:Vb*Va

b
XedVi:  [a,b] — /Xtht
[ |
ax V), (X V)~ (X V),
Assozdativitiit: d(Y - (X - V)) = Y,d(X - V), = Y, X,dV,.
Definiere ferner: dV,dW; := d(V,W);, (dV;)? = dV,dV; = d(V'),

=dX-V)dY - W), = XYidVidW, (Kunita-Watanabe-Identitét)
(dX-V))® = XP(dV)?

Beispiel 4.5.1. X; = B?. Gesucht: (X);.

d(X); = (dXy)* = (dB?)* = (2BydB; + dt)*
= 4B2(dB;)? + 4B.dBydt + (dt)*
= 4BXdt

t
= (X); = 4/B§ds.
0

Beispiel 4.5.2.

AXYZ), XYdZ, + ZXdY, + Y ZdX,
+ XdYidZ, + ZdX.dY, + YdZ,dX,
_|_

dXdYrdZy + dZd X dYy + dYedZ:d X,

d(f(X)e = f'(Xe)dXe + 5" (Xe)(dXe)* + 3 7 (Xe) (dXe)* + ...
(Taylor-Formel ~~ Ito-Formel).

Bemerkung 4.5.3. Fir M € Mo : M? — MO2 — (M) € Mo (per def. von
(M)).

t
Nach der partiellen Integrationsformel: = 2 f MdMs,.
0



Kapitel 5

Ito-Formel und
Anwendungen

5.1 Die Ito-Formel

Satz 5.1.1 (It6-Formel). Sei F' € C2(RY,R) und X = (X*',..., X¥) mit X1,..., X4 €
S. Dann ist F(X) € § mit

g aF
F(X,) = F(X0)+Z/8x S)dX!
i=17 v
t

d

oY
Z/ 8ijX>
*0

1\3\»—\

Beweis. a) Gilt die Behauptung fiir ein F' € C2(R¢,R), so gilt diese auch fiir G
d
mit G(z) = > agxy - F(z).
k=1

%)
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Denn nach partieller Integration gilt:

G(X,) — ZakaF ZakXO (Xo)
/ZakX dF (X /ZakF )dXE +3 " ap(XF, F(X)),
a B o
S [ e
/ZakF X,)dXxF +
/Z 0x; dXZ / Z 89:18% XZ X]>

d(X* X%,

denn 2 7 Zaka:k am + o, F,
8%G _ OF OF
Fe,00; — =3 ntrgg gy axiaxj T o T Mgy

b) Die Behauptung gilt also fiir alle Polynome auf R? (vollstindige Induktion).
¢) Die Behauptung gilt VF € C?(R%, R) mit kompaktem Triger.
Denn: 3 Polynome F;,, mit F;,, — F pktw.

0 0
—F, F
0? 02
—FF, F
6xi6xj - 8:52 8333‘

(z.B. Taylor-Entwicklung von F', Weierstrass‘scher Approximationssatz)
Damit folgt die Behauptung mit Konvergenzsétzen fiir gewohnliche und stocha-
stische Integrale.

d) Die Behauptung gilt VF € C?.

Denn: Wihle K,, kompakt, K, / R? und

T, =inf{t >0: X: ¢ K,,} =T, / .

Wahle F,, mit F,, = F auf K,, also hat F;, kompakten Trager

= F,(Xy) = F.(Xo) +

= F(Xy)=F(Xo)+... auf{t<T,}

= F(Xy) =F(Xo)+... aufQ. O

Bemerkungen 5.1.2. 1) Fiir X = (M*',... , M* Al ... AY M € Mc AJ €
Aund F € C2(RF R) gilt:

k l

OF OF -
F(X,) = § 7 (X)dM] + E . (X,)dAl + § (% ax d(M?, M),
+7 J
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o7

2) Fiir X = Xo+ M+ A, M € M, A € Ag und F € C*(R,R) ist F(X) =

F(Xo)+ N+ B €S mit
Ny = / F'(X,)dM, € M

t t

B = [ FXdA 5 [ PO, € A

0 0

Ito-Formel in Differentialform:
d=1:

dF(X;) = F'(X;)dX; + %F”(Xt)(dXt)Q

allgemein:
. 1 ) .
dF(X;) =Y 0iF(X)dX] + 3 > 0 F(Xy)dXidX]
d=1und X = BB:
dF(B;) = F'(B;)dB; + %F"(Xt)dt.

Korollar 5.1.3. Sei X € C%, F € C?. Dann gilt:

=% / (5 5 ) Croatx 0,

(dF(X)? = (...dX}{ 4 ...dX}dX])? =
Korollar 5.1. 4 Sei B d-dimensionale BB, F € C2. Dann gilt

a) (F( t—f|VF| s)ds
b) Ep((F(B))) =t - Rfd \VF[2(2)dx = t - £(F) = t| VF|2.

Beweis. a) (B%, BY); = §;; - t, denn B? und B’ sind unabhéngig (Vi # j).

E(B{B] - BIBI|F,) = E(B{(B] - BI)|F.) + E((B] — B{)Bi|F.)

= E(B{|F,)- E(B] - BI|F,) +
0+0

= B'BJ — B} B} Martingale
= (B*,B7) = 0.
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] / E. (VF*(X,)) dzds
0
0/ / / IVF2(y)ps(z, y)dydads

/EgC (/tVF|2(BS)ds> do

Wiederholung: It6 Formel fiir d-dim BB
f(By) = f(Bo) +fo s)dBs + % fAf B;)ds und

t t
f(t,By) = f(O,B0)+Ofo(s B,)dB, +f%{ (s, Bs)ds+%0fAf(s,Bs)ds
Bemerkung 5.1.5.
Mloe - = {X adaptiert , X — X € Méoc} > Mloe
= {Xo Fo-meBbar} & M%)"C.

Proposition 5.1.6. a) Sei B d-dimensionale BB, f € C2(R, x R?)

2
ap=sar+ %Z i+ o

Dann ist

t
M, = f(t,By) — f(0,Bo) — /Af(s,BS)ds € Mloe
0

Insbesondere: (f(t, Bt));>q € Mc falls Af =0 auf Ry x R?,
b) Sei f € C2(RY), dann gilt

M; = 1(B) ~ f(B) - 5 [ Af(Bds & M (5.1)

Insbesondere f(B) — f(Bo) € M, falls f harmonisch auf R.
¢) f(BT) — f(By) € Mk, falls f harmonisch auf D C R mit T = inf{t > 0 :
X: ¢ D}.

Beweis. a) und b) Ito-Formel und (B?, B7), = §;; - t
¢) Stoppen von (5.1) bei T. Wichtig: f € C?(R%) oder zumindest f € C?(D?)
mit D' O D. O
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¢
Bemerkung 5.1.7. Bei a) gilt: (M), = [ |V (s, Bs)|?ds.
0

Proposition 5.1.8. Sei B eine d-dimensionale BB, o(z) = (0i;(x))i j=1,..d
eine Matriz mit stetigen Koeffizienten x — o0,;(x) und X ein stetiger, adaptier-
ter d-dimensionaler Prozef§ mit

t
=10

Jj=1

Dann ist X' ein lokales Martingal und auferdem ist ¥Vf € C?(Ry x R9)

t

Mf = f0.0) = 0.X0) ~ [ Af(s,X.)ds

0
ein lokales Martingal, wobei
d
_of 1 0% f(t,x)
Af(t,.’lf) = E(t,l‘) + § ijZ:1 aU(ZC)W, (53)
d
mit aij(z) = (o(z)o’(2))i; = 3 ow() - ().
k=1
Beweis. Zunéchst gilt
(X' X% = ) (owlw)- BY ou(x) B,
Kl
= (O'ik(Xs)O'jl(Xs)d<Bk,Bl>5)
Kl
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Dann
t
f&,X:) = f(0, X0)+/Vf(s X,)dX +/8t s, Xs)ds +
. t
= s)d Xt X7
* 2/ xlax] ) )s
0
t
= f(0,Xp)+ lokales Martingal +/Af(s,XS)ds.
0
O
Anwendungen

Satz 5.1.9 (L2-Liouville-Theorem). Sei f € L? harmonisch auf R¢ = f = 0.

Beweis. f harmonisch = f(X;) — f(Xo) = ftVf(Xs)dXs.
0

Em [(f(Xt) = f(X0))?] = Em (/Vf(Xs)dXs)zl

- B[ |Vf|2<Xs>ds] .

En [(f(X:) = f(X0))?] < F2(X0) + f2(X0)]
= // y) + f2(2)] pi(x, y)dydze.
Insgesamt folgt:
co>4-[IfI? = 2E, [fA(Xy)+ fA(Xo)] = /IVfI ]

= t- IV (vt>0)
Also ist ||V f]| = 0 und damit f const, alsof = 0. O

5.2 Exponentielle Martingale

Proposition 5.2.1. Sei F' € C*(R; xR, R) mit aF—l—% & F =0und M € Mj,.
Dann ist Ny :== F((M), M) € M;, .
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. OF 10°F
Beweis. dNy = 2E . dM, + o ~d(M); + 5@du\@t. O
=0 nach Vor.
Korollar 5.2.2. VA € C,VYM € M, ist Ex(M) € M;, . +iMj,. mit Ex(M), =

exp(AM; — %(Mﬁ) Ex(M) heifit “ exponentielles lokales Martingal”.

(Hierbei bedeutet Ex(M) € My, +iMj,.: Re Ex(M) € M, und Im Ex(M) €
foc+)
Beweis. F(t,xz) = exp(Ax — )‘;t) 16st (% + %8%22) F=0. O

Beispiel 5.2.3. Fiir A =i = /=1 gilt: VM € M _ ist
cos(M;) - e2{M)e ¢ M. und sin(M;) - es{M)e & Aq*

loc*

Frage: Ist £x(M) ein richtiges, also nicht nur lolales Martingal?
Antwort: i.A. NEIN!

Proposition 5.2.4. Es gilt £x(M) € M + iM unter jeder der folgenden Vor-
aussetzungen:

(i) M beschrinkt, A € R
(i) A € iR, (M) beschrinkt.
(iii) Mo =0 und E[Ex(M):] =1Vt und A € R

Beweis. (i) M beschrinkt und A € R = £\ (M) ist beschrinkt und ein lokales
Martingal = &, (M) ist ein Martingal (gleichgradig integrierbar).

(ii) analog.

(iii) A € R= &\(M) € Ry und lokales Martingal = € (M) ist Supermartingal
= (Ex(M) ist Martingal < E(Ex(M)) =1).
O

Beispiel 5.2.5. Sei A € R und M eine 1-dimensionale BB. Dann ist
2
X = &,(M) geometrische BB, X, = e*B+~ ¥t und X, l6st

dX; = AXdBy.

5.3 Lévy’s Charakterisierung der BB

Satz 5.3.1 (P.Lévy). Gegeben sei X stetig, R%-wertig und (F;);-adaptiert mit
Xo = 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) X ist BB (bzgl. (F)).
(ii) X € MY und (X*, X7) =6t (Vk,j=1,...,d).

loc
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(iii) X € MY und Vf = (f1,..., fa) mit fr € L>(R4,R):

loc
t . ¢
& == exp izk:/fk(s)dX§+22k:/f§(5)ds EM+iM=C-M
0 0

Beweis. (i) = (ii) siehe vorherigen Beweis.

(i) = (iii): & = E(f - X) € M +iM.

(iii) = (1): Sei z € R4 r > 0 und f =z - 1jg

= & = exp [i(z, Xiar) + 3/2[7(t AT)] € M +iM
>VAceF,unds<t<r:

E(1aexpli(z, Xt — Xs)]) = P(A) - exp [—;HzHQ(t — s)]

= X; — X unabhéngig von F; und GauB-verteilt nach v;_
= E (exp[i(z, Xy — X,)]|Fs) = exp [—3[|lz[%(t — s)] = E (exp[i(z, X; — X,)])
O

Wichtig hierbei: X stetig!
Ansonsten sind die Voraussetzung auch erfiillt fiir X; = N; — ¢ mit N Poisson-
ProzeB.

Korollar 5.3.2. Sei X € M}, . mit (X); =t. Dann ist X eine BB.

loc

Korollar 5.3.3. Sei X € M;,, mitt— X2 —t € Mj . Dann ist X eine BB.

Beispiel 5.3.4 (Brownsche Briicke). Sei B eine BB mit By = 0. Definiere
X;=(1-1t)B;;1—, Brownsche Briicke fiir ¢ € [0, 1]
¢

1—.5
Dann ist X € & mit (X); =1.
Denn sei B; = B/ = B’ Martingal bzgl. F = Fij1—¢ und (B'); = L

1-t

und V; = X, + [ S=ds, te€0,1]
0

t t
X;=(1-t)B;=—[Blds+ [(1—s)dB.
0 0

t

(X)r = Of(l —s)ld(1%) ==t
Aber X ist nicht die BB! X ist kein Martingal.
Schliefilich
t t t
Vi =X, +/ 1)issds =(1-t)B; + /B;ds = /(1 — 8)dB. € Mo
0 0 0

Ferner gilt (V); = (X); =t.
Also ist (Vy)iepo,1f eine 1-dimensionale BB bzgl. (7;') = F;/1_¢. Aber V; # B.
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Beispiel 5.3.5 (Ornstein-Uhlenbeck-Prozefl). Sei Y; = e MB_ 2, t € R. Dann
ist Y € S mit (V) =+t.

Definiere W; = Y; — Yy + A [ Yids. Es gilt W € M und (W), = t. Also ist
(Wi)i>0 eine BB bzgl. (Feene)i>0. Aber Wy # B.

5.4 Bessel-Prozesse

Sei (P%, By),crn eine N-dimensionale BB auf RY und R; = ||B;| sowie Q; =
N N2

R2=3% B""
i=1

Vorbemerkung: a) Vz,y € RN mit ||z|| = |jy| gilt: P*(R; € .) = PY(R; € .) denn
sei y € Qx mit @ orthogonale Transformation des RV

= P*(Ro € .) = P*(| Bo|| € ) = P (|QBoll € ) = P¥(Ro € .).

Daher: Vr > 0:3 W-Mafl P" mit P"(Ry € .) =P*(Ro €.) (Vz mit ||z] =7).
(P", Ry),>0 heiBt N-dim Bessel ProzeB auf [0, co[= R

(I@’", Q¢) heift N-dim Bessel-Quadrat-Prozef.

b) Nach Ito-Formel ist @ ein Semimartingal mit

N
dQ: = 23 BdB{" + Nt
=1

Satz 5.4.1. Sei B N-dim BB, startend inx € RN, N > 2, und R = || B|| N-dim
Bessel-Prozef, startend in r = ||z|| > 0.

N o H Ltpw g
a) Dann ist X = 3 X® mit XV = Ik Bﬁng) eine stand. 1-dim BB.
i=1 o

b) Der Bessel-Prozef erfillt die SDG

N -1
dt + dX,
R, T

dR; =

t
(i.5.v. Ry = Ro + [ J7tds + X).
0 s
Beweis. Wegen
A ({se[0,4: R, =0}) <\ ({s c[0,4]: BY = o}) ~0

ist Xt(i) wohldefiniert und ebenso die SDG.

0) ;
a) Es gilt: ’%S ’ <1 :>Xt(l) eM

t )
P L )i BW(s)
(X, X0y, = /R?Bg 'BY8yds = by -~y
0
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= (X); = Z(X(i),X(j)>t =1

~ X — 1.dim BB, X, = 0.

b) Sei F: RY — R, F(z) = |z|| = /23 + - - - + 2% und Vk € N:
Fp :RYN - R F, €C>®, F}, = F auf {z: ||z] > 1/k}.

Sei Ty = inf{t > 1 : ||B,|| < 1/k}. Dann folgt fiir k — oo
Teg— Ty ={t> 7 : || Bl =0} = +oo (wegen N > 2!) fs.
Nach der Ito-Formel gilt auf {(t,w) : T(w) >t > +}:

t N 510 N tN 1
F(B)) = F(Biy)+ ZmdBﬁl)—l-i/Zmds
11 =t 1/
t
1/ B{BY .
z d(B(l)7B Y
2 ) ZTBP
11 "I
1 / N -1
F(Bl/1)+Xt7X1/l+2 7. ds,
1/l
OF __ x; *F  _ di iTj T
denn 520 = 5 30w, = Tafl ~ Talp (V07 =10 N)

= Stetigkeit von F(By) und X.
¢

F(Bt) = F(Bo) + X; — Xo + § [ Mtds auf Ry x Q fs. O
0

Proposition 5.4.2. a¢) N=1,a>0: P*(||B¢]| =, 3t >0) =1

b) N>2:P*(||B| =0,3t >0)=0

¢) N=2,a>0:P(|B|| =, 3t >0) =1

N >3,a>0: P*(|B| = a, 3t > 0) = (ﬁ*\ A 1)N_2

d) N > 3: Pi(thj& | Bl = 00) =1
Bemerkungen 5.4.3. ad ¢) LHS:]P’I(EI;E |1 Bl < o).
Stets gilt P*(sup || B|| > ) =1 (Va > 0,YN > 1) und
P*(lim sup ||BiT|O: 00) =1 (Satz vom iterierten Logarithmus)
&) Fiir N < 2 gilt;

IP"‘(Iiﬁi;lfHBtH =0)=1.

Beweis. von d) und d’): Sei @« > 0,5y =Tp =0
S =1inf{t > Ty—1 : || B|| < a}
Ty = inf{t > Sy : || B|| > k}
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= P*(T), < 00) = P*(Sy < 00) (iterierter Logarithmus z.B.)

PT(Sh1y < 00) = P*(T) < 00) - (2 A1)V 72
Im Fall N = 2:
P*(Sk <o0) =1 (Vk)
= P7(Sp <oo,Vk)=1
= “(hmlanBtH <a)=1 (Va>0)
= P*(liminf ||B|| =0) =1
Im Fall N > 3:
k—1
T (S < 00) <
I
= P¥(S; < oo,Vk) =0
= P*(liminf By <) =0 (Va > 0)
= P*(liminf||B|| =0) =1

Also: Die BB in R¥ ist
e transient, falls N >3

e rekurrent, falls N < 2
(sogar “punkt-rekurrent”, falls N = 1).

Punkte des RY sind polar fiir die BB < N > 2.
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Kapitel 6

Brownsche Martingale

6.1 Zeitwechsel

Satz 6.1.1. Sei (1) ein beliebiger Zeitwechsel. Ferner sei X € H? und X
Ty-stetig. Dann ist X; = X,, € H? (bzgl. Fy = Fy, ) und (X): = (X), — (X)r-

Satz 6.1.2. Sei (1¢) ein endlicher Zeitwechsel, X € Moe und X 1-stetig. Dann
ist X € M.

Satz 6.1.3. Sei (1¢) ein endlicher Zeitwechsel, X € S, F € B und F 74-stetig.
Dannist F- X =F-X — (F-X),,.

6.2 Lokale Martingale und zeittransformierte BBen

Satz 6.2.1. Sei (X:) eine d-dimensionale BB bzgl. (F:) und T eine endliche
Stoppzeit. Dann ist By = Xy — X, eine BB bzgl. (Frit).

Satz 6.2.2 (Dubins-Schwarz). Sei X € M. mit Xg =0 und (X)oo = 00 f.8.
und sei 7 = inf{s >0 : (X)s > t}, dann ist By = X, eine BB bezgl. (Fri+)

A

Satz 6.2.3. Sei X eine durch T gestoppte BB auf (0, F,P,F;) (d.h. X €
Mioe, Xo =0 und (X); =t A1), dann existiert eine BB X auf einer geeigneten
Erweiterung (Q, F, P, F;) von (Q, F, P, F;) mit X™ = (X o), wobei 7w : Q) — Q
Projektion ist.

6.3 Darstellung als stochastische Integrale

Gegeben (und im folgenden fix): B = (By);>0 1-dimensionale stand. BB mit
Filtration (ft)t20~

67
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Definition 6.3.1. (i) (B;) heifit (F,)-BB, falls B eine an (F;) adaptierte BB
ist und ¥t > 0 der Prozefy X = (X;)s>0 mit X5 = Byys — B, unabhingig
von Fy ist.

(i) (F:) heifit Brownsche Filtrierung , falls es die kleinste Filtrierung ist, die
die iblichen Bedingungen erfillt, und bzgl. der B mefibar ist.
Also Fy = F2, mit F,° = 0(By : s < t).

Es sei nun J die Menge der deterministischen Elementarprozesse f : Ry — R

n
der Form f = > Aj -1y, 4]
i1

EF'B bezeichne das exponentielle Martingal zu
n
Fy=f-By= ) Nj(Bi;ant — Bi,_at). Also insbesondere
j=1 '

. 1N
EIB —exp | Foo — 3 Z )\?(tj —tj—1) | = const-exp(Fx).
j=1

Lemma 6.3.2. Sei (F;); Brownsche Filtration. Die Menge {ELP : f € J} ist
total in L2(Q, Fo, P), d.h. Tn{ELP : f € J} = L*(Q, Fu, P).

Beweis. Annahme: Die Behauptung gilt nicht.

(i) Wir fixieren ein Y € L?(Q, Fo, P) mit Y orthogonal zu jedem [P fiir
fed.

Wir wollen zeigen: Y - P ist Null-Maf} auf (Q, Foo).

Dazu geniigt es zu zeigen:

Y - P ist Null-Ma8$ auf (Q,0(By,,...,Bt,)) fir jede endliche Folge (t1,...,t,).
Fixiere eine solche Folge mit ¢y = 0.

(ii) Die Funktion ¢ : C* — C

w(z1,...,2n) =F (exp <Z zj(By; — Btj_1)> . Y> ist homomorph.

j=1
Denn:
ez1z) = B (exp(d2(By, — By, ) E(V|Bu..., Br,))
= /exp sz(éﬂj —xjo1) | gz, @) p(de, . day)
R» Jj=1
mit y = P(p, . B, ) gemeinsame Verteilung von (By,, ..., Bt,) und geeignetem

g mit E(Y|Bt1, ey Btn) = g(Btla ey Btn)~

(iii) Nach Voraussetzung ist Y orthogonal zu jedem &1 fiir f € J, d.h. insbe-
sondere p(A1,...,An) =0 VA1,...,\, €R

= p=0aufC”

= E(exp[i> zj(By, — By, )] Y) =0 (Vz=(21,...,2,) € C")
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Dieses entspricht der Fourier-Transformation der Verteilung von (B, — By, .., Bt
unter dem Mafl Y - P.
= das Mafl Y - P ist Null auf

n

g (Bt1 _Btoa-“aBtn _Btn—l) = O'(Btl,...,Btn)
(denn By, = By = 0). O
Proposition 6.3.3. VF € L?(Q, Foo, P) : 31H € L?>(Ry x §, Pred, A @ P) mit

F=E(F)+ /Hsst (6.1)
0

Hier Pred =P = vorhersagbare o-Algebra.

Beweis. (i) Sei H = {F € L?(f), Fo, P) mit der Darstellung (6.1) fiir ein H €
L?(Ry x Q,Pred, \ @ P)}.
Fir F' € H gilt:

E(F?)=E(F)’+E /HdeS (6.2)
0

Folglich: Ist {F™} Cauchy-Folge in H C L3(f, Fa, P), so ist die zugehorige
Folge {H"} Cauchy-Folge in L?(R, x €2, Pred, A ® P).

Also H™ — H € L*(Ry x Q,Pred, A @ P).

Ferner gilt

o0
und damit F = E(F) + [ HydB,, d.h. F € H und damit:
0

H ist abgeschlossen (in L2(R, x , Pred, A\ @ P)).
(ii) Andererseits gilt: H D {£LP : f € J}, denn mit der Ito-Formel folgt:

LB 1+ / EIB f(s5)dB,
0

B(ELP) + / H,dB,
0

(iii)Ferner: H = linH und lin{€LP : f € J} = L? (nach Lemma)
= H = L*(Q, Foo, P), d.h. H in (6.1) existiert stets.
(iv) Eindeutigkeit: folgt aus (6.2). O

Satz 6.3.4 (1t6). Jedes lokale (Fi)-Martingal M besitzt eine stetige Version
mit der Darstellung

t
M, = My + /Hsst (Vt € Ry)
0

- an—l)



70 KAPITEL 6. BROWNSCHE MARTINGALE

mit eindeutig bestimmtem, vorhersagbarem H = L7 (R4 x Q, Pred, A @ P) und
konstantem M.
Fiir stetiges M gilt:
d . ,

H, = %(M, B): (Radon-Nikodym-Ableitung)
Beweis. O.E. sei M stets rechtsstetig und My = 0.
(i) Sei zuniichst M ein L?-beschrnktes Martingal
Dann gibt es ein My, € L? und ein H € L*(R; x Q,Pred, A ® P) mit:

M, = E(Ms|F,) = E(Moo)+E(/Hsst‘ft)

0
t
= E(Moo)+/H5dBS
0

Damit folgt die Behauptung (insbesondere M stetig).

(ii) Sei nun M ein gleichgradig integrierbares Martingal. Es gibt also ein M., €
L'. Da L? dicht in L' gilt:

J Folge (M™) von L?-beschrinkten Martingalen mit E [| My, — M2 |] — 0 (bzw.
J Folge (M) in L? ...).

Aufgrund der Doobschen Maximal-Ungleichung

1
P (sup M, — M| > A) < LB (| Maw — ML)
t

und wegen Borel-Cantelli (>~ P(A,,) < oo = P(limsup A,,) = 0), gibt es eine
Teilfolge (M™), die f.s. gleichmifBig gegen M konvergiert

Daraus folgt M ist f.s. stetig!

(iii) Sei nun M ein beliebiges rechtsstetiges lokales Martingal bzgl. (F;).

= 3 Stoppzeiten T, mit M7T» rechtsstetiges Martingal

= M™ " gleichgradig integrierbares, rechtsstetiges Martingal = f.s. stetig

= M f.s. stetig.

Wihle nun 7,, = inf{t > 0 : |[M;| > n}, dann ist MT» beschrinkt und nach
nach Teil (i) folgt: Vn : 3! H" € L?(Ry x Q,Pred, \ @ P):

MTn — Hn . B
Vm>n: (M) = (H™.B)™ = (H™1,) B

= H" = I[O’T_,L]Hm,
=3 Hell (RyxQPred, \@P) mit H* = 1;9 1,z (Vn)

loc

und M = H - B. O

Korollar 6.3.5. Sei B eine d-dimensionale stand. BB und (F;); die davon er-
zeugte minimale Filtration, die den tblichen Bedingungen geniigt. Dann gilt:
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V lokale Martingale M bzgl. (F;): 3 stetige Version und 3IH' € L? (R x
Q, Pred, \' ® P),i =1,...,d, und eine Konstante C, so daf

d
M=C+) H-B

i=1
Beweis-Idee: oBdA My = 0.
Sei F* die von (B}) erzeugte Filtration mit den iiblichen Bedingungen, dann

M} = E(M;|F;") = M'® Martingal bzgl. (F;%)
= 3JH':M'=H'"-B"
Ferner
(B") unabhiingig = (F') unabhiingig

d
= M, =E(M|F) =Y EM|F’ ZMZ

i=1
Bemerkung 6.3.6. Offensichtlich

t

(M, B, ZHJ B’ BY) —Z(Hj.<Bﬂ',Bi>)t:/Hi(s)ds

J 0

und damit H(t) = d<Md’f;i>t (Radon-Nikodym).

6.4 Der Satz von Girsanov

Im folgenden sei (2, F, P) (F;)—filtrierter W-Raum mit den {iblichen Bedin-
gungen und (Wy);>0 = (Wi, ..., W) sei eine N-dimensionale stand. BB.
Ferner sei Z € M und Z > 0, d.h. wirklich ein Martingal (s. Abschnitt ?7) mit
E(Zr)=1, Y0<T < .

Deﬁnition 6.4.1. Vt € [0,00][ definiere W-Maf§ Q1 = Z:P auf (Q, Ft), d.h
QA f ZdP (VA€ F,).

Wegen Z e M gilt fiir alle 0 < S <T < 0: Qs = Qr auf Fs "Konsistenz”.

Achtung: i.A. existiert kein Mal @ auf Fo, mit Qg = Q auf Fg (VS).

Lemma 6.4.2. Fir alle Z > 0,Z € M gibt es ein eindeutig bestimmites
L € M mit

Z =EF =exp (L - ;<L>>

¢
Néamlich: Ly =1log Zy + [ Z%dZ
0
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Beweis. Mit der Ito-Formel folgt:

t
1 1
logZ; = logZO—i—/dZs—Q/ng(Z)s
0 0

Beobachtungen Sei Z > 0 und Q = ZP

(1) Ist S eine Semimartingal bzgl. (2, F;, P) so auch bzgl. (2, F;, Q) mit der-
selben quadratischen Variation (S).

(2) Allerdings éndern sich die Doob-Meyer-Zerlegungen:
S = M+4+A in(QHF,P)
= N+B in (Q,ft,Q)

Ziel: Berechnung von N (aus M und Z2).
Annahme: Z € M, T € [0, 00[ fix und Qr = ZPr.

Lemma 6.4.3. Sei0< s <t <T,Y F-mefibar und Eq, (|Y]) < co. Dann gilt
mit dem Satz von Bayes:

1
Eqr(Y|F) = Ep(YZIF,)  fs. begl. P und Qr

Beweis. VA € Fy:

Ep(Y Z,|F,)dP

I
B B

1
[ FEr(vziF e
2 S

Y Z,dP

YdQr

Bezeichnungen: M})OCT = {stetige lokale MartingaleM = (M;)o<i<r
R ngl (Q,}—T, P, (ft)0§t<T) mit My = 0}
und MBO% = {stetige lokale MartingaleM = (M;)o<i<T
bzgl. (2, Fr,Qr, (Ft)o<i<r) mit Mo = 0}
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Proposition 6.4.4. Sei M € /\/l(lfCT, dann ist M, = M, — (M,L); € M(l)o% und
(M) = (M) auf [0,T] x Q f.s. bzgl. P und Q.

Beweis. OBAA M, (M) und (L) beschriinkt (in ,w). Dann ist auch M be-
schrénkt.
Mit partieller stochastischer Integration folgt:

t t
Z,M, = / ZudM,, + / M,dZ,
0 0

also ist (ZtMt)ogth Martingal unter P.
Mit dem Lemma 6.4.3 folgt: Fiir alle 0 < s <t < T gilt:

1

~ Ep(ZMy|F,) = M, fs.

Eqr (Mtu:s) =
Somit ist M € /\;lg’% O

Korollar 6.4.5. Fiir M,N € M5, gilt (M,N) = (M, N).

Beweis.
W R) = 5 (4 R - (3 - )
- i(mfl/m—(m»
= UM+ N)— (M- N
= <M7N>

O

Satz 6.4.6 (Girsanov, Cameron&Martin, Maruyama). Sei (W);>¢ eine d-
dimensionale BB und (F;)i>o0 die von (W) erzeugte Filtration mit den Gblichen
Bedingungen. Sei

(X)s0 = (X1, .o, XV )is0 € L (Ry x Q, Pred, \' @ P)N und

N t t
Ty = th-W = exp (ZagX;dW; — ébf”XS”QdS).

~ . . t .
Definiere ferner W) = Wj — [ Xids, i=1,...,N,0<t< oco.
0

Falls Z ein Martingal ist, dann ist fir alle T < oo der Prozef W = (Wt)ogth
eine N-dimensionale BB auf (Q, Fr, Qr, (Fi)o<i<T)-
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Beweis. Fiur allet=1,..., N gilt:

Wi = (WL = W= (W' X7 wi),
J

= Wi=) (X (W W),
J
t

= W;'—/X;ds:wg
0

also Wi =W'— (W' L) e M})OCT nach Proposition 6.4.4 und ferner (W?#, W), =
<Wi, Wj>t = 5ij -t.
Also ist W eine N-dimensionale BB (Satz von Lévy). O

Bemerkung 6.4.7. Sei Q) = C(R4, E), E ein polnischer Raum und V = (V;);>0
mit V; : Q — E Projektion. Sei ;" = o(V; : s < t) die von V erzeugte Filtration
enthalten in F;.

Dann gibt es ein W-Mafl Q auf (€, F2) mit VT < 0o : Q = Qr auf F% (C Fr).
Denn: Fiir [ = {t,...,t,} definiere ein W-MaB Q; auf (E', B(E')) durch

Qr(A) =Qr(weQ: (Vi (w),..., Vi, (w)) € A)

fiir beliebige T > t,, und alle A € B(E™).

Dann ist {QI, I end. C Ry} eine projektive Familie

Es gibt demnach ein W-Maf Q = QR+ auf (E®+, B(E)®+), den projektive Limes
Also gilt fiir T < 00 : Q = Qp auf (C(R4, E), F2) und Q := Q|C(R+’E) leistet
das Gewtinschte.

Bemerkungen 6.4.8. (1) Das kanonische Modell ist der Wiener-Raum, dort
gibt es ein @ auf (9, F2.).
In dieser Situation gilt:

t
W, =W, — /Xsds ist N-dimensionale BB auf (Q,}'go, Q, (ft0)0§t<oo)
0

(2) Warum haben wir in der allgemeinen Situation nur W-Mafle @, P mit Q =
ZpP auf (Q, Fr) fir alle T betrachtet, wobei Z € M und E(Zy) = 17
Antwort: Da @ < P auf (Q, Fr) gibt es ein (F;)-mefbares Zp, Zp : Q = Zp P
auf (Q, Fr).

Wegen der Konsistenz gilt, dal Z = (Z7)p>o ein Martingal ist mit E(Zy) = 1.
(3) Im allgemeinen folgt aus obigem nicht Q@ < P auf (2, F2) (und natiirlich
nicht auf (2, Fx)).

Bsp: Sei W eine 1-dimensionale BB, 7" = £V, X, = o # Ound Z; = eaWﬁ_ant
(also Z; Martingal!)

Dann ist W, = W, — at eine 1-dimensionale BB bzgl. @Q mit Q = Z, P auf FL.
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Sei A = {tlir% %Wt = a}
Dann ist Q(4) = Q ({}E% %Wt = 0}) =1 (<« iterierter Logarithmus fiir ;)

aber P(A) =0 (<« iterierter Logarithmus fiir W)
= (Q ist nicht absolut stetig bzgl. P.
(4) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Q@ < P auf F%
(ii) Z ist gleichgradig integrierbar

(5) Warum 148t sich in (1) @ nicht zu einem W-Maf auf (Q, Fo,) fortsetzen?

Hier (typischerweise): F; = f,?+P und Foo = NFy.

Antwort: Gegegeben sei A € F2 mit P(A) =0 und Q(A) > 0.

Dann sind alle A’ C A in F

= man setzt P(A") =0 aber Q(A’) # 0.

Dieses Problem tritt nicht auf, wenn man ]—";0) statt féfi) und Q7 statt Q) be-
trachtet. Denn es gilt stets Qr < P auf Frp.

6.5 Die Novikov-Bedingung

Wir betrachten nun wieder allgemein (€2, F, P) mit einer Filtration (F;);>¢, die
den iiblichen Bedingungen geniigt. Sei L € Mg und Z = £ = exp (L — %<L>)
Wir wissen bereits:

e 7 € M Z >0,Z Supermatingal, E(Z) = 1
o (ZeMEE(Z)=1 Wt
Satz 6.5.1 (Novikov '72). Z = & ist ein Martingal, falls

E <exp (+;<L>t>> <oo (V)

Beweis. (i) Nach einer eventuellen Erweiterung von (Q, F, P, F;) existiert eine
BB B = (Bt)tZO auf (Q,Q,P, gt) mlt

Ly = B<L>t'
Fiir n € N definieren wir folgende Stoppzeiten bzgl. (G;)

Sp=inf{s >0: By —t < —n}
Nach der Wald-Identitdt gilt E [exp (BSn — %Sn)] =1. Also F [exp (%Sn)] =

e’ﬂ

(ii) Betrachte nun die lokalen Martingale bzgl. (G;)

Y, = exp (Bt—;t) = (EB)t
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und Y;" = Yipg, -

Es gilt
1
ElY;] = Elexp(B; - §t)]
= /ex (x — 1t) - (2mt) "2 ex (—I—Q)dx
- PP 3 P
R

= (27Tt)_1/2/exp(— (= ;tt) )dx
=1

Dann ist (Y;)¢>0 ein Martingal und folglich auch Y™ = (¥;")¢>o0.
(iii) Ferner ist S,, < oo f.s., also

Y2 o= limYp
= YSn
1
= eXp(BSn _5571)

und E(Y?) = Elexp(Bs, — %Sn)] =1=E(Yy)
Somit ist (Y;*)o<i<oo ¢in Martingal.
(iv) Optional Sampling: V Stoppzeiten R bzgl (G;):

B oo (5o b -1

Fiir fixes ¢t € [0, 00[ wihle R = (L), (= (Gs)s>0-Stoppzeit), dann

1
1 = Elexp(Bs, a1y, — §(Sn A{L)t))]
1 1
= Bllgs.<yy exp(58 = )] + Blls,>r).y exp(Le — 5(L))]
"= 0+ E[Z]
denn Efl;g, > (1,3 exp(Ls — %(Lﬁ)] < e’nE[exp(%(Lﬁ)] —0 O

Beispiel 6.5.2. Ist speziell L = X - W mit einer d-dimensionalen BB W so
lautet die Novikov-Bedingung

¢
1
E expi/des <oo (Vt>0)
0
¢

Dann ist Z = £X'W ein Martingal und Wt =W; — szds eine d-dimensionale

0

BB bzgl. Q = Z, P. -

(Hierbei ist X progressiv meBbar bzgl. (F;") und damit W eine BB bzgl.
(Q7Ftwv Q) )
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6.6 Wiener-Raum und Cameron-Martin-Raum

Zur Vereinfachung betrachten wir nur Prozesse mit ¢ € [0, 1].

Wiener-Raum : Q = Co = {u € C([0,1],RY) : u(0) = 0} versehen mit:

(1) der Norm ||.||sc der gleichméBigen Konvergenz ~— Banach-Raum

(2) dem Wiener-Mafl P — W-Raum.

Cameron-Martin-Raum : H ={uel: u(i) absolut stetig , ||u||g < oo} Hilbert-

Raum mit Norm |u||% = f [u/(s)]?ds = f Z |u®’ (s)[2ds, H liegt dicht in Co.

Der Projektionsprozefl W (W)o<i<1 auf dem Wiener-Raum (€2, A, P) ist eine
stand. BB.
Fiir h €  kann man eine Translationsabbildung 7, in {2 definieren:

Th:Q — 0

u +— u+h

Sei PP = Po T, ! das BildmaB von P unter 7, und W der Prozef definiert
durch W} (u) = Wi(u) — h(t).

wWh = WoTh =Wor_y.

Dann gilt also, da die Verteilung von W unter P" gleich der Verteilung von
W unter P ist. Somit ist W" unter P" eine BB.

Sei nun h € H, dann ist b’ € L*(][0, 1],]RN)

Mz

¢
Wie definieren das Martingal L = (h' - W [ RO del) und Z! =
0

=1

Lh
1(\(1C/‘ach)t1'\lovikov ist Z" ein Martingal mit E(Z})) = 1. Also folgt mit Grisanov,
daB8 W" cine BB unter Z"P ist.
Satz 6.6.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) P> P" und P < P"

(i) he H

In diesem Fall: P = ZhP.

6.7 Grofle Abweichungen

Seien (2, A, P), (Wi)o<i<1 und H wie zuvor.

Definition 6.7.1. Das Wirkungsfunktional I auf 2 ist definiert durch
rwy— { Hluly ueH
0 Jue Q\H
und fir AC Q:I(A) = lirelgf(u)
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Bemerkung 6.7.2. (1) u — I(u) ist nach unten halbstetig auf
(2)VA>0:
YA {u: I(u) < A} kompakt C Q

Satz 6.7.3 (Schilder ’66). Fir alle Borel-Mengen A C Q) gilt:

—I(jl) < lim i(I)lf e?log P(eW € A)
£E—
< limsup e? log P(eW € A)

e—0

< -I(4)

Anschaulich:

P(eW € A) ~ e_s%I(A), also P(eW € A) =% 0 exponentiell schnell, falls
I(A) > 0.



Kapitel 7

Stochastische
Differentialgleichungen

Ziel: Existenz und Eindeutigkeit fiir Losungen X der SDG
dXt = b(t,Xt)dt-i-U(f,Xt)th, XO = E (71)

Hier und im Folgenden seien:

b(t,z) = (bi(t,x));—; 4 Drift-Vektor,

o(t,x) = (0ij(t,®)),=y 441, , Dispersionsmatrix,

alt,z) = o(t,x)o” (t,x) = (ak(t,x));—y  gp—1.. 4 Diffusionsmatrix,

das heifit: a;,(t, ) = > 04;(t, x)ow; (¢, ).

j=1

Stets gelte fiir alle 4, j, k:

b; : R, x R* — R Borel-messbar,
0ij : Ry x R? — R Borel-messbar,
ak : Ry % R4 — R Borel-messbar.

Definition 7.0.4. Man definiere fiir alle (t,z) € Ry x R%:
1

ol = (£ 20,0

lot,2)]] = (i > o@-(t,x)) .

j=1

7.1 Starke Losungen

Vorgegeben:
e W-Raum (92, F, P),

e r-dim stand. BB W = (W,);>0 und die davon erzeugte Filtration (7" );>o,

79
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e von W unabhiingig, R%wertige ZV ¢.

Bezeichne dann mit (F;);>¢ die folgende den tiblichen Bedingungen gentigende
Filtration: Fir ¢ > 0:
Fi := Augmentierung von o (¢, Wy : s < t) :=o(§) V7.

Definition 7.1.1. Eine starke Lisung der SDG (7.1) ist ein auf (2, F,P)
definierter R:-wertiger Prozess X = (X;)i>0 mit

(i) X ist an (Fi)i>0 adaptiert.
(i) Xo =€ P-fs.

(i1i) X ist stetiges Semimartingal mit ¥t < oo:
¢
[ 1866, X011+ lo(s. X lPds < 00 Pofs
0

(iv) X ldst die stoch. Integralgleichung

t t
Xy = Xo +/b(s,X5)ds+/a(s,Xs)dWS, (7.2)
0 0
0 <t < 400, P-fs., d.h. koordinatenweise Vi = 1,...,d:
t st
x=x{ —l—/bi(&Xs)ds—&—Z/Uij(s,Xs)dWS(j),
0 i=17%
0<t<+4o00, P-fs.

Bemerkung 7.1.2. (iv) entspricht der SDG, (ii) ist die Anfangsbedingung, (iii)
ist technische Vorraussetzung damit (iv) formuliert werden kann, (i) bedeutet:
X; ist (im Wesentlichen) Funktion von & und {W; : 0 < s < t}. Dies bezeichnet
man als “Kausalitdtsprinzip”: Output zur Zeit ¢t hangt nur ab vom Input bis
zur Zeit t.

Definition 7.1.3. Fiir SDGlen zum Paar (b, o) gilt starke Eindeutigkeit, falls
Folgendes gilt:

Sind X und X zwei starke Lésungen von (7.1) auf einem W-Raum (Q, A, P),
zu einer BB W und einer Startvariable £, so sind X und X ununterscheidbar,

dh P(X,=X, Vt>0)=1.

Beispiel 7.1.4. ¢ =0, b(t,x) = |z|*: Damit ist (7.1) eine gewohnliche DGL 1.
Ordnung.

Anfangsbedingung: Xy = 0.

Falls @ > 1 : Eindeutigkeit gilt: X; = 0.

Falls 0 < a < 1 : keine Eindeutigkeit: VT € [0,00] 3 Lsg. X := X mit X; :=0
fir 0 < ¢t < T und X, == [(1—a)(t =T fir T <t < 0.
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Satz 7.1.5 (Eindeutigkeit). Sind b und o lokal Lipschitz-stetig in xz, so gilt
starke Eindeutigkeit fir SDGI zum Paar (b, o).

Bemerkung 7.1.6. Die Voraussetzung lautet explizit:
Vn € N 3K, < ooVt > 0Ve,y € R mit [|z|| <n, |yl <n:

16(t, 2) = b(t, y)|| + [lo(t, x) = o(t,y)l| < K - [l =y

Lemma 7.1.7 (Gronwall). Seien g : [0,T] — R stetig und h : [0,T] — R

integr., 8 > 0.
Aus ,
0<gt) <h(0)+ 5 [ go)ds (vt 0.7)
0
folgt

g(t) < h(t) +5/h(s)eﬁ(t’s)ds (Vt € [0,T7])
0

und falls h isoton ist, folgt
g(t) < h(t)e".

Beweis. Aus Voraussetzung folgt:

t t

0 0

Beweis von Satz (7.1.5). Gegeben seien (Q, F, P), W = (W})¢>0, &, (Ft)t>0 und
zwei starke Lsg. X, X von (7.1).

~ ()
Def. Stoppzeiten 7y, 7, Sy, durch (7'n) =inf{t > 0: || X¢|| > n}und S, := 7 AT,
Dann gilt: S,, /" oo P-f.s. und

Xins, — Xins,

o
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Dies impliziert:

E (HXt/\Sn — Xirs, 2> = (u, X)) — bi(u,j(u)} du
. tAS, 2
+ / o4 (u, Xu) Uij(u,)zu)} dw 9
J=179
tASn
< 2-E / 6(u, Xu) — b(u, X)||>du
0
tASn
+ 2E / llo(u, Xu) — o(u, X,)|*du
0
t
< AT+ 1)K [B([Xuns, — Funs, ) du
’ —iq(u)
Aus dem Gronwall-Lemma folgt nun die Gleichheit:
E (I1Xins, = Xirs,lI?) =0 (v¢ < T,¥n)
= X5, X" sind ununterscheidbar (¥n)
= X, X sind ununterscheidbar. O

Bemerkung 7.1.8. Aus lokaler Lipschitz-Stetigkeit folgt nicht globale Exi-
stenz.

Beispiel 7.1.9. 0 =0, b(t,z) =| z ||?, Xo =1
= X, = o fiir t € [0,1] ist Lsg. der zugehérigen DGL, Explosion fiir ¢ — 1.

Im Folgenden seien (2, F, P),W = (Wy), &, (Ft) gegeben.

Satz 7.1.10 (Existenz). Sei E(||¢]|?) < oo. Es existiere eine Konstante K > 0,
so dass fir alle t,x,y gelte:

162, ) = 0(t Y)|| + llo(t, ) —a(t,y)l| < K- [lz = y]|

(“globale Lipschitz-Bedingung”) und

16CE, 2)|| + [lo (8, )| < K (1 + l=]])

(“lineare Wachstumsbedingung”).
Dann existiert eine starke Lsg. X der SDG (7.1).
Ferner gilt: VI 3C VO <t < T':

E(| X)) < € (1 +E(€]*))-
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Beweis. (i) Idee: Picard-Lindeléf-Tteration, d.h. def. X” = ¢,
t t

X = ¢4 [b(s, XIP)ds + [ o(s, XI)dWw,
0 0

xF =¢ pts.
Durch Induktion beweisen wir nun, dass X *) wohldefiniert, stetig und an (F)
adaptiert ist:
Induktionsanfang: Fiir k£ = 0 stimmt diese Aussage.
Induktionsschritt: Aus der Induktionsannahme und der linearen Wachstumsbe-
dingung folgt:
t t
J 1065, X+ oo, X0 2y < 2837+ 1) (14 02
0 0

Aus der Stetigkeit von X *®) (Induktionsannahme) folgt nun:
¢
[ 106 X+ (s, X Pyds < 0 Pt
0

= X (1) wohldefiniert, stetig, adapt.
(ii) VT 3C = Crer Wt < T,V

k
E(|XP)2) < 01 +E(€]2)). (7.3)
Denn: Fiir £ = 0 und alle ¢ gilt:
E(|X7)12) = E(|€]?) < 1+ E(€]?).
Fiir £ > 1 und alle ¢t < T gilt:

t t
BXSID) < 3B(I) +3- [ B (16w X)) du+ 3+ [ 2 (o, XP)P) du
0 0

t
< BE(J¢?) +3(T + K /IE (1X501) dua+ 307 + 1)K
0

Es existiert also eine Konstante Cy = Co(K,T) > 1, so dass fiir alle t < T und
alle k > 1 die folgende Iterationsformel gilt:

t
E(IX*VIP) < ColL + B(I) + Co [ BUXO|)du
0

k+1
= E(| X%

IA

2 k+1
Co(1 +E(/|€]1) (1 +Cot + (Cg!t) ((iojr)l)')

N

< Co-e@T(L+E([E]?)
= C-(A+E(ElP)
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mit C := Cgr = CoecoT.
(iii) Nach Konstruktion gilt (fiir fixes k € N): X*+1) — X#®) = B 4 M mit

t
B = [bls X~ (s, XD
0
t

M, = / lo(s5, X8 — (s, X D)dW,
0

Aufgrund der linearen Wachstumsbedingung und der Abschéitzung aus dem Ab-
schnitt (i) ist M = (M®, ..., M) € (Mg)? mit

IN

E [ sup ||Ms|2}

0<s<t

t
C,-E /||a(s7Xs(k)) —o(s, X(FY)|2ds
0
t

IN

C,-K*-E /||X§’€> — X112
0

wegen Lipschitz-Stetigkeit (mit einer geeigneten Konstanten C; > 0).
t

Ferner gilt: || By||2 < K27 [ | X% — x {1 |24s.
0

t

=E [ sup ||Bs||2} <K?>.T-E [f x5 — Xﬁkl)st}
0<s<t 0

Dies impliziert:

t
| s X0 - x| <o [E[IX0 - x0OR]as ra)

0<s<t

Iteration ergibt: Vk € N,Vt € [0,T] :

k
E[sup ||X§’““>X£’“>||2] < (O,j.t) - Cs (7.5)
0<s<t !

mit C3 = sup E [|Xs(1) - §|2} < oound Cy = 4(Cy + T)K2.
0<s<T
(iv) Aus (7.5) und der Chebyshev-Ungleichung folgt fiir alle k € N:

(4C,T)*
k!

P s X040 - X0 2 (76)

0<s<T

]<403'

Dabei gilt: Die rechte Seite von (7.6) ist konvergent in k. Also folgt mit dem
Lemma von Borel-Cantelli:

1

Rt fiir unendlich viele k € N| =0

P[ sup [ XEHD — XB >
0<s<T
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Es existiert also ein stetiger Prozess X = (X;)o<s<7, so dass P-f.s. gilt:
X®) — X in Sup-Norm auf [0, 7]

Damit existiert ein stetiger Prozess X = (X;)o<s<r mit der Eigenschaft:
X®) — X glm. auf [0,T] P-fs.

Aus dem Lemma von Fatou folgt: V¢ € [0, T):

E(| X)) < CA+E[I¢)*)  mit C =C(T, K) (7.7)

(v) Behauptung: X lost SDG (7.1).
Denn: Nach Konstruktion gilt: X; = klim Xt(k) mit

t t
XD = g+/b(s,X§k>)ds+/a(s,XS(k))dWS
0 0
Fiir fixiertes T gilt: Fiir P-fast alle w €  existiert ein N := N(w) € N, so dass
fiir alle Vi > N(w) gilt: sup || X,(w) — X (w)] < 27F.
0<s<T
Die globale Lipschitz-Bedingung impliziert:

t 2

t T
/b(s,Xs)ds - /b(s,Xs(’“))ds < K2T/ [Xs — X|2ds — 0
0 0 0

fiir k — oo P-fs..
Nun zum stoch. Integral: Aus (7.5) folgt Vt € [0, T]:

(Xt(k))kEN ist Cauchy-Folge in L*(Q2, F, P).

Aus der P-fast sicheren Konvergenz Xt(k) — X, folgt Xt(k) — X; in L2.

Ferner: sup E [||X§k)||2:| < o0.
0<t<T,keN

Mit dem Lemma von Fatou folgt daraus: sup E [[|X;]|?] < oo
0<t<T
Damit gilt schlieBllich:
. 2

¢
E /O’(S,Xs)dWs —/U(S,Xs(k))dws =
0 0

t
2
E /“U(S,XS)—O(S,XS(k))" ds
0

IN

t
K?.E /||X5—Xs(k)||2ds —0 (k— )
0
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wegen L2-Beschrinktheit (auf [0,7] x Q) u. pktw. Konvergenz.
Zusammen erhélt man:

. ¢
Xt(k+1) —¢ +/ b(s, X)) ds _|_/ o(s, XFNdw,
0 0

t t
— &4 / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dW, = X;.
0 0

O

Korollar 7.1.11 (Verallgemeinerung). Voraussetzungen an b, o wie zuvor (glo-
bal Lipschitz, lin. Wachstum), keine Einschr. an §. Dann ezistiert eine eindeutig
bestimmte starke Ldsung.

Beweis. Idee: Vk € N sei § := {1y¢/<ky und X () die eindeutige starke Lsg. zur
Anfangsbedingung &.
Dann folgt fiir alle 7' und alle [ > k:

sup |[XD —X®|| =0 P-fsauf {w:|E(w)] <k}
0<s<T

Also existiert ein Prozess X mit X = klim X&), O
—00

7.2 Beispiele

(i) BB mit Drift: d = 7,0 € R4, 0 >0

dX; = vdt + odWy,

Losung: X; = Xo + vt + oW, = E(Xy) = E(Xo) + vt
Allgemein: d,r bel., v € R%, o € R¥™" W, = r-dim BB
dXt = vdt + O'th,

Xt =X0—|-Ut+O'Wt

E(X;) = E(Xo) + vt

Falls X, konstant ist, gilt:

Cov(X!,X]) = Cov (ZoikWtk,Zajthl)
k 1

T
= Zo—ik"gjk't (27]:177d)
k=1

= a;-t mit a = oo’

(ii) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess: d = r,a > 0
dXt = —OéXtdt + th

Langevin 1908: X, ist Geschwindigkeit(!) eines Molekiils unter Beriicksichtigung
von Reibung
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t
Losung: X; = Xoe™ + [ e~ ot=9)dW,
0

Falls Xy GauB-verteilt, E(X() =0, Var(Xy) = i, so ist auch X; Gaufl-verteilt,
E(X;) =0, Var(X;) = 5= und Cov(X,, X;) = s=eolt=sl.

Interpretation: Die Drift b(t,7) = —ax in Richtung des Ursprungs 0 € R?
bewirkt, dass X stationér ist (d.h. Vert. ist unabh. von t), in dem Sinne:

E(X:) — 0,

t—o0

1
E(X?) v vl const.

Im Gegensatz hierzu gilt fiir freie BB (o = 0):

d.h. X breitet sich im Laufe der Zeit immer mehr im Raum aus.
(iii) Brownsche Briicke: a,b € R4, d=r,0<t < T

b— X
dX, = T_ttdt—&—dWh Xo=ua
Losung;:
t
t dW,
= —(b— — < :
Xi=a+t (b—a)+ (T t)/T_S, 0<t<T
0
Setze X1 = b.

X = (Xt)o<i<r ist GauB-Prozess mit f.s. stetigen Pfaden und

E(X:) = a+ %(b— a) sowie Cov(X,, X;) =s At — 2.

Interpretation: Die Drift b(¢,z) = g’_ﬁ in Richtung b (mit Stdrke — oo fiir
t — T) treibt den Prozess nach b.

(iv) Bessel-Prozess:d=r=1,a € Ry, N e N:

N —
2X;

1
dXt = dt + th, X() =a

Die Drift b(t,x) = % dréngt den Prozess X vom Ursprung 0 € R weg. Fiir
N > 2 ist die Drift stark genug, um zu gewihrleisten, dass X; > 0 P-f.s., falls
X, > 0.

(v) Geometrische BB:

dXt = OZXtth, XO = f > 0.

Losung: X; = ¢ = exp(aW, — 1|al?t).
Dispersion prop. zur Auslenkung. Fiir X — 0 ist Disp. — 0, keine Bewegung,
Null wird nie erreicht.
(vi) Lineare Gleichungen: b(t,z) = A(t)x + a(t), o(t,z) = S(t)x + o(t)
dX, = [A®)X; +a®)]dt+ [SHt) X + o(t)] dWy (7.8)
= XdY,+dZ, Xo=¢&,
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t t t t
mit YV; = [A(s)ds + [ S(s)dWs und Z; = [a(s)ds + [ o(s)dW;.
0 0 0 0
Hierbei W = r-dim BB, s, S, o messbar, beschriinkt in ¢, A(t) € R4*? q(z) € R?,
S(t) € RIXIXT 5(t) € RI*T,
X = d-dim stet. Semimartingal,
Y = d-dim stet. Semimartingal,
7 = d-dim stet. Semimartingal.

Proposition 7.2.1. a) (7.8) hat eine eindeutig bestimmte starke Lsg.
b) Im Falle d = 1 ist die Lsg. durch

Xo=e) e+ / (7)1 (dZ, — S(5)0™ (s)ds)
0

¢ t t
gegeben, wobei EY 1= exp (f S(s)dWs — 3 [ S(s)ST (s)ds + fA(s)ds) .
0 0 0

Beweis. a) Vorheriger Existenz- und Eindeutigkeitssatz.
b) Nach der It6-Formel und part. stoch. Integration gilt:

t
/XSdYS
0

S

g/tssydys +/5§ /(5{)—1(61@ —d{Z,Y))
0 0

0

t
= —cregl + & [E) M- azy))
0

- /gf(gy)—l(dzr —d(Z,Y),)
0

t

- e, / (E) N dZ, - d(Z.Y),)):
0

t
— _g—zt+xt+<Z,Y>t—/52’(5}”)—1d<z,y>r
0

= - Zi+ X

Bemerkung 7.2.2. a) Seid=1und S =0, d.h.
Dann ist

X = ¢y [Xo + /(a(S)ds + U(S)dWs)]

S
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¢
mit ¢; = exp (f A(s)ds).
0
Fiir die Lsg. x; der gewdhnl. (= nicht-stoch.) DGl &y = A(t)z, + a(t) gilt:
¢
Ty = by - {xo + [ gbsla(s)ds} “Variation der Konstanten”.
0

b) Dieselbe Formel gilt fiir allgemeines d, falls man

t - t k
¢r = exp /A(s)ds = Z% /A(s)ds
0 k=0 \(

als d x d-Matrix interpretiert (s. Ubung).

7.3 Lokale Losungen, Maximall6sungen
Wir wollen das Bisherige in zweifacher Hinsicht verallgemeinern:

1. SDG mit lokal (nicht: global) Lischitz-stetigen Koeff. — Existenz der Lsg.
nur fiir gewisse Zeit

2. SDG auf offenem U ¢ R? — Existenz der Lsg. nur fiir gewisse Zeit

Definition 7.3.1. Eine Stoppzeit T : Q — R, heifst vorhersagbar, falls eine
Folge (1) nen von (“ankiindigenden”) Stoppzeiten 7, mit 7, /' 7 f.s. und 7, < T
auf {0 < T < oo} f.s. existiert.

Schreibweise: T, /" T.

Beispiel 7.3.2. X stetiger Prozess, R%-wertig, U C R? offen, # 0.

Dann ist 7y = inf{t > 0 : X; ¢ U} (“Austrittszeit aus U”) vorhersagbare
Stoppzeit.

Denn: Wihle 7, := inf{t > 0: d(X,;,0U) < 1}. Aus 7y (w) > 0 folgt Xo(w) € U
und damit 7,(w) > 0 fiir ein hinreichend groBes n. Hieraus folgt wiederum
Tn(w) < Tpy1(w) < -+ < 7(w). Ferner sup 7, = 7.

Definition 7.3.3. Seien U # 0,U C R? offen, ¢ > 0 vorhersagbare Stoppzeit.
Ein Prozess Y = (Yi)o<i<c heifst stetiges Semimartingal mit Werten in U und
Lebenszeit ¢, falls

(i) Yi(w) € U fiir alle (t,w) € Ry x Q mit t < ((w).

(ii) Es existiert eine ankiindigende Folge (()nen von Stoppzeiten , mit &, /
¢, so dass der gestoppte Prozess Yn = (Yin¢,) ein stetiges Semimartingal
15t.

¢ heifst Ezplosionszeit, falls zusdtzlich gilt: Ye, () (w) € OU fir P-f.a w mit
((w) < o0.
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Beispiel 7.3.4. Seien (Y})o<i<oo stetiges Semimartingal mit Werten in R¢ und
U C RY offen. Definiere ¢ := 7y := Austrittszeit aus U.
Dann ist (Y;)o<i<c stetiges Semimartingal mit Werten in U und Explosionszeit

.
Denn: Wegen Stetigkeit von Y gilt ¥V; — Y, € U fir ¢t — 7y auf {7y < oo}
P-f.s.

Sei im Folgenden ) # U C R? offen.
Wir betrachten nun die SDG
dXt = b(t, Xt)dt + O’(t7 Xt)th auf (]7

Xo—teU. (7.9)

mit Borel-mb., lokal beschrinkten R% bzw. R**"-wertigen Funktionen b bzw.
cauf Ry xU.

Definition 7.3.5. Fine (starke) Mazimallosung der SDG (7.9) auf U ist ein
Semimartingal (X;)i<c mit Werten in U und Ezplosionszeit ¢ > 0 (f.4.), so
dass fiir eine ankiindigende Folge (C,)nen von Stoppzeiten (, gilt: X ist Lsg.
der gestoppten SDG

dX, = b(t, X,)d(t A &) + o(t, X)) dWE  auf RY,
Xy =¢.

Bemerkung 7.3.6. o ¢ heift auch Lebenszeit der Lsg. X.
e Fiir jede Maximallosung gilt f.s. auf {¢ < oo}:

e Der Begriff Maximallgsung ist unabhéingig von der Wahl der Folge ((,)-

Satz 7.3.7. Gegeben seien U C R?, offen, U # 0, eine ZV & mit Werten in U,
eine R"-wertige BB sowie stetige Koeff. b(t,x),o(t,z), die in x lok. Lipschitz-
stetig seien: VK C U VT 3C

b(t,2) = b(t,y)| + [o(t,2) — olt,y)| < C- e~y (Va,y € K.Vt € [0,T)).

Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Mazimallosung X = (Xi)o<t<c von
(7.9). (Insbesondere ist auch ( eindeutig bestimmt).

Beweis. Wihle Ausschopfung U,, /' U mit U,, C U, 41, U, offen, U,, C U. Fiir
n € N seien b und o(™) gobal Lipschitz-stetig, global beschriinkt und so, dass
b=0b" o =g auf U, gelte. Dann existiert eine eindeutig bestimmte starke
Losung X (™ zu den Koeffizienten 5™, o™ und der Anfangsbed. £&. Nun gilt fiir

() _ x(m)

m > n: Bis zum Austritt aus U,, ist X. f.s. und:

(o= G i=1nf{t >0: X™ ¢ U,
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Denn:
Gt ot
0 0
CnAt Cont
= o / b0 (, X{™)ds + / o™ (a, X{™)dW,
0 0
X0

= (,, ist unabh. von m > n

= X, := X" ist auf {t < ¢,,} unabh. von n

= X, ist auf {t < {} wohldefiniert mit { = sup ¢,, = sup 7y,, und X; — X, € OU
fir ¢ — ¢ auf {{ < o0}

Es folgt die Eindeutigkeit. O

Korollar 7.3.8. Seien f € C([0,00[xU) N CH2(]0, 00[xU) und

Mf = (1.X0) ~ 1(0.X0) - / (5 +47) (500
0

02
mit A f(z) = %sz aik(t,x)ngéii +>, bi(t,x)ag—g) und a;, = (ool =

2. 0ijOkj-

j=1

Dann ist MY = (M), ein stetiges, lokales Martingal mit Lebenszeit (.
Korollar 7.3.9. (Verschirfung/Erginzung) Seien U = R% und b, c wie vorher
(Lipschitz-stetig in © € U ), zusdtzlich beschrinkt, zeitunabhingig. (92, A,P),
W = (Wy)i>0 seien vorgegeben.

Fir @ € U sei X* = (X7)i>0 die Lsg. der SDG (7.9) mit Startbed. x, d.h.
X§ = x f.s. Dann existieren Modifikationen, so dass die Abbildung (t,z) —
X7 (w) stetig in (t,x) ist fir P-f.a. w. Der Prozess (X[,P,%)pecu >0 ist ein
Feller-Prozess (also ein starker Markov-Prozess).

Problem: Unter welchen Vor. gibt es zu geg. a = (a;;) ein lok. Lipschitz-stetiges
o= (o) mit a =oo’.

Eine Antwort: Sei a symmetrisch (das ist keine Einschréankung, a;; =
und pos. semidefinit

= I symm. d x d-Matrix ¢ := a'/? mit 6% = a. Ist a € C?, so ist o lok. Lipschitz.

ijtaji
a .720..7 )

7.4 Schwache Lésungen

Sei zur Vereinfachung nun wieder U = R? und b(t,x) = b(z),o(t,z) = o(x)
unabhingig von ¢, Borel-mb, lokal beschriinkt in € RY. Betrachte die SDG

dX; = b(Xy)dt + o(X)dW;, PoXy'=p. (7.10)
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Definition 7.4.1. Gegeben b, o, u. Eine schwache Lisung der SDG (7.10) ist
ein Paar (X, W) auf einem filtr. W-Raum (Q, A, P, F;), so dass gilt:

o Wist r-dim. (F;)-BB
o PoXy'=p

t t
o X ist stetiges (F;)-Semimartingal mit Xy = Xo+ [ b(X,)ds+ [ o(X)dW.
0 0

Definition 7.4.2. a) Fiir Lisungen von (7.10) gilt Verteilungseindeutigkeit,

wenn fir je zwei schwache Lisungen (X, W) und (X', W') (auf filtrierten W-
Réiumen (0, A, P,F;) bzw. (', A", P, F,')) zu derselben Startverteilung u gilt:
X und X' besitzen die gleichen Verteilungen.

b) Fiir Lésungen von (7.10) gilt pfadweise Eindeutigkeit, wenn fir je zwei
schwache Lisungen (X, W) und (X', W) mit einer BB W auf einem filtr. W-
Raum (Q, A, P, F;) und mit gleicher Startvariable Xo = X|) gilt: X und X' sind
ununterscheidbar.

1, z >0

Beispiel 7.4.3. b=0,0(z) = sgn(z) = { 21 z<o

d=v=1,dX; =sgn(X;)dW;, Xo=0
t

a) Dann ist X ein stetiges Martingal mit (X), = [(sgn(Xy))?d(W), =t
0

= X BB (stand.)

= Es gilt Verteilungseindeutigkeit.
t

b) Sei X stand. 1-dim BB. Def. W; := [sgn(X,)dX,. Dann ist W eine 1-dim
stand. BB. ’

= X schwache Losung zu Anfangsvert. p = 0.

¢) Sei (X, W) schwache Losung auf (Q, A, P, F)

= (=X, W) schwache Losung auf (Q, A, P, F)

= keine pfadweise Eindeutigkeit.

Korollar 7.4.4. Es seien b und o lokal Lipschitz-stetig. Dann gilt die pfadweise
Eindeutigkeit.

Satz 7.4.5. Aus der pfadweisen Findeutigkeit folgt die Verteilungseindeutigkeit.

Beweis. a) Gegeben seien zwei schwache Losungen (X ), W) auf W-Réumen
QW) AG) D) F,0)) 5 =12 von (7.10) mit

p=rvW(xP e )y=vXP ) auf (R?, BRY).

Setze Y.V 1= x1@) — Xéj) und Z0) .= (Xéj),W(j)7Y(j)), Letzteres mit Werten
in © :=R? x C([0, o[, R") x C([0, 00[,RY) = R x C" x C<.

Sei PUY) Verteilung von ZU) unter v() = PU) W-Ma$ auf (©,B(0)).
Elemente von © seien mit v = (z,w,y) bezeichnet.

= Randvert. von P in 2-Variable = Vert. von Xéj —
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Randvert. von PY) in w-Variable = Vert. von W) = Wiener-Ma8 P,
= Vert. von PY) in (x,w)-Variable = @ P,

Randvert. von PY) in y-Variable: W-MaB mit 3o = 0 f.s.

b) Es existiert eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit

QY :RY % C" x B(C?) — [0,1]
mit folg. Eigenschaften:
i) Vo e R, w e C": QY (z,w,.) ist W-MaB auf (C?, B(C?))
i) VF € B(C?) : (z,w) — QU)(z,w, F) ist B(R?) ® B(C")-messbar
iii) VH € B(RY),G € B(C"), F € B(C%):

PY(H x G x F) = QY (x, w, F)pu(dx)P, (dw)
/]

Denn: C¢ ist polnisch (= vollst. metrisierbar, separabel) = B(C¢) abzihlbar
bestimmt = IQU) () = PO (-|x =)

und Q(j)(ajawa F) = Q(])((wi)v F) = ]P’(j)(F|’/T = (z,w))

mit 7(z,w,y) = (z,w) Proj. R x C" x € — R4 x C"

und F =R% x C" x F.

c) Definiere: 2 := R? x C" x C? x C? und W-Ma$ P auf (€2, B(€2)) durch

P(dxdwdy dys) = QW (z,w, dyl)Q(Q) (z,w, dys) p(dz) P, (dw),

N System d. P-Nullm. in Q, A := ¢(B(Q) UN),

Gi = o{(x,w(s),y1(s),y2(s)) : s € [0, ]}, Gt = 0(G: UN) Augment.
Fi =Gy

= (Q, A, P, F}) geniigt den iiblichen Bedingungen

Dann gilt VA € B(©):

PH{we: (z,w,y;) € A}) = ) ({(Xéj),W(j),Y(j)> € A})

= Vert. von (x + y;, w) unter P = Vert. von (X(()j), W) unter )
= (z +y;,w) ist Lsg. der SDG (Vj = 1,2), def. auf (2, A,P, ).
d) Aus pfadweiser Eindeutigkeit folgt:

Plo = (z,w,y1,92) € Q:y1 =y = 1
Es folgt:

XD ey = O 4y® e, =Px+y1€.)=Plx+ys €.
0
= AP +v®e) =X )

= Verteilungseindeutigkeit. O
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7.5 Schwache Losungen und Losungen des Mar-
tingalproblems

b, o wie bisher: b : R? — R? bzw. ¢ : R? — R4*? Borel-mb, lokal beschrankt,
a symmetrisch, pos. semidefinit, L := %Z aik0;0k + > b;0;.

Definition 7.5.1. Ein W-Maf P auf C* = C(Ry,R?) heifit Losung des Mar-
tingalproblems zum Operator L, falls fir alle f € C*(RY) gilt:
M = (Mtf)tzo ist stetiges Martingal auf (C%, B(C%), P, F°) mit

t

M (w) == f(w(t) = f@(0)) - /Lf(w(S))dS-

0
Proposition 7.5.2. Aquivalent sind fiir ein W-Maf auf C%:
(i) Vf € C° : M7 ist stetiges Martingal
(i1) Vf € C? : M7 ist lokales stetiges Martingal
(i4i) Vf(x) = z; und f(x) = zyop : MS ist lokales Martingal

Beweis. (i) = (ii): Sei zunéchst f € C2. Dann existieren eine kompakte Menge
K C R und eine Funktionenfolge (f,)nen mit f, € C*, suppf, C K, fn — f,
&fn — 8lf und 6i6kfn — aiakf glm auf K

= M/ ist stet. Martingal.

Sei schlieBlich f € C2. Dann existieren kompakte Mengen K,  R<, eine
Funktionenfolge( f,,)nen mit f,, € C2, suppf, C K,, und f,, = f auf K,,.

= M/ ist lokales stetiges Martingal.

(if) = (iii): trivial.

(iii) = (ii) [Sketch]: Zunichst gilt fiir alle © € R? und f(z) := exp((0,z)): M/
lokales stetiges Martingal = (Denn: Obige f liegen dicht in C? bzgl. lok. glm.
Konv. von f, 9;f, 0;0kf): Vf € C?: M/ lokales stetiges Martingal

(i) = (i): f € C2 = f, 0;f, 0:0rf beschrinkt = M7 beschrinkt auf [0, 7]
= M/ stetiges Martingal. O

Bemerkung 7.5.3. Fiir b =0 und a = id ist das “Satz von Lévy”.

Satz 7.5.4. Gegeben seien Koeffizienten b,a und Startverteilung pi. Aquivalent
sind:

(i) Es existiert eine Losung P des Martingalproblems zu L = %aikaiak + b;0;
mit P(w(0) € .) = p.

(ii) Es existiert eine schwache Losung (X, W) auf einem W-Raum (Q, F, P, )
der SDG (7.10) mit Startverteilung p zu Koeffizienten b, o mit oo’ = a.

Der Zusammenhang zwischen (i) und (ii) ist gegeben durch: P = Po X1,
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Beweis. (ii) = (i) It6-Formel.
(i) = (ii) [Sketch]: a) Sei X der kanonische Prozess auf Q2 = C(R, R%).

¢
Definiere: M; := X; — Xo — [ b(X,)ds
0

= M® = M/ mit f(z) = z; ist lokales stetiges Martingal unter (P, F;°).
Fiir alle i,k und f(x) = z;xy gilt: Der folgende Prozess ist ein lokales stetiges
Martingal:

t
M = xOx® - xOx® / [Xgi)bk(Xs)+X§k)bi(Xs)+aik(Xs)} ds

0
t

= o= MOM® - xOp® - x P - / aif,(X)ds.
0

= (M@ M) falk

b) Sei nun S : Rd — RdXd Borel-messbar, §(z) ist d x d-Orthogonalmatrix mit
a(z) := (8T apB)(x) Diagonalmatrix.

Definiere () als  d x d-Matrix mit &;; = 8j;v/ai;

=56 =6"6=a

c¢) r := Rang(¢) < d; Probleme falls < d !

Sei F die d x d-Matrix mit r Einsen auf der Diagonalen, 0 sonst.

=3 Orthogonalmatrix ¢ mit 6¢ = 6¢FE und Matrix A mit Ao = E.
d) Setze Ny := f)\ s)dM,. Dann ist N ein stetiges, R%wertiges lokales Mar-

tingal.

N = 8 / N (XA (XA ® D),

t
= Z/ ,kakl/\l] )d
kl 0

t
s)ds = 513/1{Rang&<xs)21}d8
0

I
o\ﬁ

¢
Setze Y, := [(6¢)(Xs)dNs = (Y —M)=0=Y = M.

0
e) Wihle nun Erweiterung (Q, F, P) des W-Raums (2, F, P), so dass eine BB

W = (W1 Wd) ex1st1ert die unabhéngig von N ist.
Definiere: Wt = N] + f 1{Rangs (x,)<i} AW?
0

= Wz lokales Martingal, (Wi,Wb = §;;t
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= W d-dim B]t3
Ebenso W; = [ B(X)dW (denn: 3(z) ist Orthogonalmatrix).
0

=M = Y=(6¢)X) N = (66E,)(X)-W = (6¢)(X) - W

mit o := ¢87 ist d x d Matrix. O
Korollar 7.5.5. Aquivalent sind:

(i) Fiir alle Startverteilungen p auf R? ist die Losung eindeutig: Es existiert
héchstens ein W-Map auf C?, das Losung des Martingalproblems zu den
Koeffizienten a,b und zu der Anfangsverteilung = p ist.

(ii) Fiir alle v € R? ist die Losung eindeutig: Es existiert hochstens ein W-
Mafs auf C¢, das Liosung des Martingalproblems zu den Koeffizienten a,b
und zu der Anfangsverteilung = J, ist.

(i) Fiir alle 0 mit coT = a gilt Verteilungseindeutigkeit fiir Losungen der
SDG zu den Koeffizienten o, b.

Definition 7.5.6. Das Martingalproblem zu Koeffizienten a,b ist wohlgestellt,
falls gilt: Yo € R 3! Losung P* mit P*(Xo = ) = 1.

Beispiel 7.5.7. Fiir a = oo’ mit o, b Lipschitz-stetig und linear beschrankt ist
das Martingal-Problem wohlgestellt.

Satz 7.5.8 (Stroock, Varadhan). FEs seien a glm. stetig, b,a beschrinkt, a glm.
elliptisch. Dann ist das Martingal-Problem wohlgestellt.

7.6 Die starke Markov-Eigenschaft

Gegeben seien b, o zeitunabhéngig, Borel-mb, lokal beschriankt, so dass Mar-
tingalproblem wohlgestellt sei. Es seien Q = C¢ = C(Ry,RY), A = B(Q),
Xi(w) = w(t), " und P* = Losung des Martingalproblems.

Seien T beschrinkte (F;,")-Stoppzeit, ©7 der Shift-Operator: w — w(. + T(w)).
Es sei

Q*"=0xA4 — [0,1]
(W, F) = QLF) =P(F|F7)w)
regulire bedingten Wahrscheinlichkeit.

Lemma 7.6.1. Es existiert eine P*-Nullmenge N € A, so dass fir alle w ¢ N
gilt: Das W-Mafi P, = QF o Orp [ldst das Martingalproblem zum Startpunkt
w(T(w)).
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Beweis. Nach Definition von reguléren bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt: Es
existiert eine Nullmenge N mit:

Q%(F)=1p(w) VF e F2 Vw¢N.

= Q@) =1 VwgN mit Q@ :={w € Q: Xyp(w') = Xr(w)}.

=P, ([0 e€N:W'(0) =w(T(Ww))]=Qf[w € Q:(T(W)) =w(T(w)] =1

d.h Startpunkt unter P, ist w(T'(w)). O

Korollar 7.6.2. Voraussetzungen wie eben.
Dann gilt die starke Markov-Eigenschaft : VF € A:

P? [07'F|FY] (w) = P*D[F] P*-fs.
Beweis. P* [0 F|FY] (w) = Qu(O7'F) = P, (F) = P*(T@)(F). O

Bemerkung 7.6.3. Man kann ferner zeigen (mit viel Aufwand) x — P*(F) ist
Borel-messbar (VF € A)
= (X, P?) ist starker MP.

7.7 SDG und PDG

Gegeben 0 = (aik;(z))i k=1, .dj=1,..r» b = (b;j(x)) beschr. Lipschitz, symm.,
pos. semidef., beschr., Borel-mb.
Sei (X¢,P*) Losung.

Satz 7.7.1. Gegeben f € Cy(R%),u € Cy(Ry x R?) NCZ(RY x RY) mit

9u —Lu  inR% xR
uw(0,.) = f aufR?

(Lésung des Cauchy-Problems).

Dann gilt u(t,x) = E*[f(X})], insbesondere ist u eindeutig durch f bestimmd.

Beweis. Fixiere tg > 0 und betrachte M; := u(ty — t, X¢). Nach der It6-Formel
gilt:

t
M, = My+ lok. Martingal + /Lu(to —5,Xs) — §u(to —5,X,)ds
0
=0 nach Vor.
= M; lok. Martingal 4+ beschr. = M ist Martingal
= u(to, z) = Mo = E*[Mo] = E*[My,] = E*[u(0, Xy, )] = E*[f(Xy,)]. O

Satz 7.7.2. Gegeben seien D C R und Z = ({0} x D) U (Ry x 8D).
Seien f € Cp(Z) und u € Cy(Ry x D) NCZ(RY x D) mit
Du="Lu inR: x D,
f auf Z.



98 KAPITEL 7. STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Dann gilt: u(t,z) = E*[f(t —t A Tp, Xenrp)]-

Beweis. Sei My := u(to — t, X;) wie oben.

= (My)o<t<sp lok. Martingal, beschr.

= (Miarp )i>0 ist Martingal

= ’LL(to, (E) = Ew[Mo} = Ea:[Mto/\‘,—D] = Ew[f(to — 1o A\ TD,XtO/\TD)}. O

Divergenz-Probleme

Satz 7.7.3. Gegeben seien D C Re mit 7p < co P*-f.s. (Vo € D) und f €
Cy(OD). Es seiu € Cy(D) NCZ(D) mit

Lu=0 1in D,
u=f aufdD.

Dann ist u(z) = E*[f(X.p)]-
Beweis. Def. v(t,x) :=u(z) Vt>0

= v l6st 2v=Lvin RY x D
Dies impliziert:

U(ZE) = U(t7$) = ]Ez[f(XTD) : 1{t>7'D}] + EI[U(Xt) : l{tz‘rD}]
— E*[f(X;,)] + 0 fiir t — oo, denn P*[7p < oo] = 1.

O

Bemerkung 7.7.4. Ist D beschrinkt und oo’ glm. elliptisch, so ist 7p <
oo P*-fs. Vo € D. Nicht erfiillt (z.B.) fiir o = 0.

Satz 7.7.5 (Poisson-Problem). Gegeben seien D C R* mit E*[rp] < oo Va € D
und g € Cp(D). Es seiu € Cp(D) NCZ(D) mit

Lu=—-g inD,
u=0 auf 0D.

Dann ist u(z) = E* D‘D g(Xs)ds] .

¢
Beweis. Betrachte M; = u(X;) + [ g(X,)ds
0

= (My)o<t<rp lok. Martingal, beschr.
= (Miarp )o<i<oo ist Martingal

= u(z) = My = E*[My] = E*[M,,] = E* {}Dg(Xs)ds} . 0

Bemerkung 7.7.6.
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e Falls D beschr. und oo glm. elliptisch, dann E*[rp] < oo.

e Darstellung gilt auch fiir D = R% d > 3, wobei u allerdings nur eindt.
mod const. (z.B. g € Co,u € CoNCE...).

Korollar 7.7.7. Falls Lu = —g in D, uw= f auf 0D, so ist
TD

) =B | 1) + [ g0
0

Wann gilt E* [7p] < 00?
Ziel: Konstruiere u € CZ(D) mit —Au > 1
tATD

= E*(t Amp) < E* { g Au(Xs)ds} = —E?[u(Xinrp)] + u(r) < 2lul] < oo

Beispiel 7.7.8. 045 = (Sij,b = O,X :BB7 D = BR(O)
= u(z) = 5(R* — ||z||*) = Au = 3Au=—1

= E*[rp] = u(z) — lim E*[u(Xirr,)] = u(z) = 3(R® - [|z]?)

Lemma 7.7.9. Falls ¢ € RI\{0} und § > 0 existieren, so dass fiir alle x € D
gilt: Ea(x)€ > §, dann ist E* [Tp] < oo (Vx € D).

Beweis. Seien 8 = ||b||co, v = 28/, u(x) = —pexp(v(z,£)) = —ue’*. OBdA:

€= (1,0,...,0)
= ue D)

1
—Au(z) = pe’r. §V2a1(x)+ub1(x)

1
> e’ §V5[U —203/4]
> 1 auf D falls g hinr. groB.

O

Satz 7.7.10 (“Schrédinger-Gleichung”). Seien D wie eben, T := 1p, q € Cp(D)
mit ¢ > 0 und f € Cy(OD). Es seiu € Cp(D) NCE(D) mit

Lu=qu in D,
u=f auf OD.

- [a(x)ds
Dann gilt: u(xz) = E* lf(XT)e i ] .

t
Beweis. Sei A, := [ ¢(Xs)ds und N; := u(Xy)e 4.
0
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Dann gilt:

t t
N, = No—i—/e_ASdu(Xs) —l—/u(XS)dee_AS +0
0

0
t

¢
= Np+ lok. Martingal —/u(Xs)e_ASdAS+/6_A3Lu(Xs)ds firt<r
0 0

=V <7
E” [e 4 u(X,)] = E*[N,]
= wu(x)—E* [/e Au(X)q(X,)ds | +E® [/eAsLu(Xs)ds
0 0
= u(z)
= E* [e= 4 u(X;)] = u(z). O
. —fq(Xs)ds
Bemerkung 7.7.11. Statt ¢ > 0 reicht E* |e © < o0.

7.8 Feller-Eigenschaft

Satz 7.8.1 (Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung). V0 < p < oo 3C = C(p)
VM € Mlye
1 *
=E [(0)2?] <E[(ML)] < C-E [(M)2/?]
Hierbei M, := sup | Mj|.
s<t

Beweis. der 2. Ungleichung im Fall p > 2:
OBdA: M beschrinkt (ansonsten M ~~ MT). Wegen = +— |x[P C? folgt mit Ito:

o} oo

1
| Moo |P = /p\MS|P—1sgn(MS)dMS + 3 /p(p — 1)|M[P~2d(M),.
0 0
Es gilt:
p_l p . Doob
(1) siory) z E (| Maol?]
- oDy [/|M5|p2d<M>s]
0
p(p—1 . Iy
< © = Vg (a2 (a1).]
Cauchy—Schwarz p(p — 1) . p—2 2/p
< EML T E [0z
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~Blry] < [Z) g (g, =

Lemma 7.8.2 (Kolmogorov-Chentsov). Sei I = [0,1]¢. Sei (X;)ier ein stoch.
Prozess mit Werten in einem wvollst. metrischen Raum (E,§). Falls positive
Konstanten o, 3,7 ezistieren mit

E[5(Xs, X)) < v+ ||s — ¢

fiir alle s,t € I, dann existiert eine stetige Modifikation wvon X.

Satz 7.8.3. Seien 0,b Lipschitz-stetig (in x) und linear beschrinkt. Dann exi-
stiert ein stochastischer Prozess

X:RI'xR.xQ — R4
(z,t,w) — X/ (w)

mit stetigen Pfaden (bzgl. x und t), so dass fir alle x € R gilt: (XF);>o ist die
eindeutige starke Lisung der SDG zu (b, o) mit Anfangsbedingung x, d.h.

t t
X7 ::v—l—/b(s,Xf)ds—i—/o(s,Xf)dWs P-f.s.
0 0

Beweis. (i) Wihle p > 2 und Losung X* bzw. XY der SDG mit Anfangswerten
x bzw. y. Setze h(t) =E [sup | XZ — Xsy|p}. Dann gilt:
s<t

s s p
h(t) = E |sup [x—y]—i—/[b(r, X7) = b(r, XY)] dr—i—/[a(r,Xf) —o(r, X)) dW,
o=t 0 0
s p s b
< 3PE ||z —y[P +sup /[b(r, X7F) = b(r,X?)]dr| +sup /[U(T, X2 —o(r,XY)] dW,
s<t s<t

0
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Mit BDG-Ungleichung gilt fiir den 3. Summanden:

E lsup /[a(r, X7 —o(r, X?)] dW,

s<t

< C-E </[U(T7Xf)—a(r,Xﬂ)]dWT>

p/2

L O t
t p/2
=GB || [l xn) - ot XD ar
0

Holder p—2 t
< Cp,-tz -E /|0(r, XF) —o(r, X))|P dr
0

t
P

< KP.C,t'T E /sup|X;”—X§’|pdr
A s<r
t
= KP-Cp-tp%z/h(r)dr.
0
Analog
s p t
E |sup /[b(r7 X)) = b(r,X?)] dr <KP.Cp- 1 /h(r)dr
s<t
= |0 0

Also insgesamt: dc¢ = ¢(K, p, t) :

¢
h(t) <clt—ylP +c- /h(r)dr.
0
Mit Gronwall: 3¢’ = (K, p,t): h(t) < |z —y|P, d.h.
B sup XE — XY7| <o - P (7.11)
s<t

(i) Wende nun “Kolmogorov-Chentsov” an auf den Prozess (Y, )ze mit I = R?
und Werten im norm. Raum E = C([0, ], R%):

Y:R*xQ — FE
(z,w) = Yi(w)=X"(w)
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mit Norm ||, (w)|| = sup | X7 (w)]
s<t
(7.11) lautet: Vp,t: 3¢ = (K, p,t) : Va,y :
EY: Y [F] < [z —yl”.
Wiihle p > d. Dann existiert eine stetige Modifikation ¥ von Y, d.h.

3 stetiger Prozess (in z und t) X : R? x [0,4] x @ — R?
(z,5,w) — X%(w),
so dass X® und X7 fiir alle 2 € R fiquivalent sind (also fast sicher gleich sind).

Xe ist also Losung der SDG mit Anfangsbedingung z (fiir alle x). D.h.: OBdA
X = X. Damit ist (t,x) — XF(w) stetig fiir P-fast alle w. O

Seien nun b, o nur von x abhingig. Definiere: P;(z, A) := P(X} € A), P.f(x) :=
E[f (X))

Satz 7.8.4. (P)i>o ist Feller-Halbgruppe, d.h. es gilt: P, : Co — Co und
}111(1) Pif=f (Vfe€Cy) (punktweise — oder dquivalent — gleichmdfig).

Beweis. Wegen Stetigkeit von f und Stetigkeit von X7 (in x und t) ist
Py f(z) = Ef(XY)
stetig in & und ¢ (major. Konvergenz). Also gilt: P,f € C, und lim P, f =

f (Vf eCy).
Sei nun f € Cy. Z.z.: P;f € Cy. Nun ist

|P,f(z)| < Bsu(p) |f]+ I flo - PIX{ ¢ Br(z)] (7.12)
und
P(X] ¢ By(x)] < rE(X7—al?)
t 2 t 2
2 . 2 .
< ZE / o(XD)W,| | + SE / b(X)ds
0 0
2K? )
< . (t+1t%)

mit K Schranke fiir o und b.

Wiéhle nun € > 0 und ¢ fix. Fiir r hinreichend grof§ ist der zweite Summand in
(7.12) < e/2. Fiir dieses r und z hinreichend grof ist auch der erste Summand
in (7.12) <¢g/2.

= |Pf(z)] <e. O
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Satz 7.8.5. Sei A := gin% 1(P,—1I) der Generator der Feller-Halbgruppe (P;)i>o,
d.h.
DA)={fe€Cy: Af = hm (Ptf f) ezistiert in Co}.

Dann ist (A, D(A)) eine Fortsetzung des Operators

d

1
Aof(z 75 2:: 81‘18% ; 6%

mit D(Ag) = C2(R?) und a = oo™
M.a.W.: D(A) D C2(R?), und fiir f € C2(RY) gilt:

Af =Aof
Beweis. Mit Ito-Formel gilt fiir alle f € C2:
d af
P = gy [ 5 axmxnas
+ = Z / B; axj (X2 ok (X2)o 1 (XT)ds
= J@)+ M+ / Aof(X7)ds
0
=
) ¢
Af(l‘) - thE%]E ; /AOf(XS )dS major.:Konv. A()f(.’E),
0
¢
denn } [(Aof)(XZ)ds — (Aof)(z) P-f.s. wegen Stetigkeit. O
0

Korollar 7.8.6. Unter obigen Voraussetzungen gilt:

(i) lim 7E [(X7 — 2)] = bi(x)
(ii) lim LR [(XF —2)® - (XF — 2)D] = a(x)

Interpretation: Drift b entspricht der lokalen Geschwindigkeit bzw. der infiniti-

simalen Anderung des Erwartungswertes.
Diffusion a entspricht der infin. Anderung der Kovarianz.

Beweis. (1) Wihle f;(x) =x; firi=1,...,d:
(o).
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(ii) Wahle fi;(2) = (x; — y;)(x; — y;) fiir fixes y e R und 4,5 = 1,...

=ai;(y) = Afi;(y)
m (P () — f50)

li
t—0 t

1 i -
= lim-E ((Xi’ —y) DX} - y)(”) :

Beispiel 7.8.7. fiir schw. Lsg von SDG (Time change o ~~ 1).
Seien d=1,0< A< |o(z)| <+ (Vx), o messbar, b= 0.
(Es geniigen wesentlich schwichere Voraussetzungen an o).
Betrachte SDG:

dX; = o(X;)dW; mit Po X; ' = p.
Losung: Wihle beliebige 1-dim. BB (X;)¢>0 mit Po X' = p.
Definier W mittels (7.13):

t

Wt:/ L dX,.

t

= <W>t = ds und dXt = O'(Xt)th.

Sei Ty Rechtsinverse zu (W)g, d.h.
T, = inf{s > 0: (W), > t}.

1
| 7

Sei W, := Wy, X; := X, = dX; = o(X;)dW; und (W), = (W),

ist 1-dim BB und Po X; ' = p.

Bemerkung 7.8.8. Statt o(x) > A > 0 geniigt % €Ll o<o0.
Denn: Seien f = %1;( und K kompakt.

=E /f(Xs)dS = /t/ps(x,y)f(y)dyds
0 0

t

< /(27T5)_1/2d8/f(y)dy
0
2
SR EN TIPS
T
t
= [f(Xs)ds < oo fs
2/\7’,.
= [ %ds <oo fs. (Vi Vr)
0 s
¢

= Ofmds <oo fs. (Vi)

105

(7.13)

=t=W
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Lemma 7.8.9. V Feller-Halbgruppe 3 Halbgruppe von Markov-Kernen

Beweis. Riesz:

z— Pf(z) = [ ki(x,dy)f(y) stetig, also messbar Vf € Cy

=z — P f(x) = [ki(z,dy) f(y) messbar Vf € By

x +— ky(x, A) messbar VA € B O

Definition 7.8.10. Eine Feller-Halbgruppe ist eine Familie (Py)¢>0 von linearen
Operatoren auf Co(RY) mit:

o P,oP, =P, (¥s,t>0)

e Positivitit: f > 0= P, f >0

e Normiertheit: |f| <1= |P,f| <1
o Stetig: Pof — f firt— 0

Konservative Feller-Halbgruppe:

f/1=P~rf 71

Lemma 7.8.11. Aquivalent sind:

(i) Konservative Feller-Halbgruppe [Feller-Halbgruppe/

(ii) Markov-Halbgruppe auf R? [Markov-Halbgruppe auf Rd]
mit P.f € Co (Vf €Cp) und Pof — f
Beweis. Z.z.: Pof — f pkt. (1)
= B f— fglm. (2)
a) Ann. (1). Zeige zunéchst:
Beh. (2) gilt Vf = aUug,g € Co,a > 0

Ung = /e_atPtgdt Resolvente
0

Dabei gilt: Wegen (1) + Halbgruppen-Eigenschaft ist ¢ — Prg(x) rechtsstetig in
t (Vo)

= (t,z) — Pig(x) messbar in (t,z) auf R, x R?

= u +— Uyg(r) messbar auf R? und ali_)rrgo aUyg(z) = g(z) Vz

Fiir ,, — € R? gilt: Uyg(x,) — Ung(x) und fiir z,, — oo: Usg(z,) — 0
= Uag S Co
b) Es gilt die Resolventengleichung (“Fubini”): V5 > a > 0:

Uag —Usg = (B — 2)Ua(Usg) = (8 — )Us(Uag)
= Range D := U,(Co(R?%)) unabhiingig von «,

laUagll < llgll
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¢) Beh.: D ist dicht in Cy(R?)

Riesz-Darstellungssatz = Dual-Raum von Cy ist Raum der endl. Mafle auf R4
Sei p1 endl. Ma mit [ fdu=0 (Vf € D)

= f fd'u ma'or:Konv ali»n;o f O[Uafd'u =0 (vf < CO)

=>u=0 :

d) Mit Fubini: Vf € Cy

o0

PU,f(x) = e“t/e_“sPSf(x)ds
t
| PUaf ~ Uaflloe < (€ = 1) - [Uaf e + €8l flloc — 0 fir -0
Also: Vg =U,f € D:
1Pg = glloc = 0 fiir t — 0
= Wegen c): Vg €Co: ||Pig — glloo — 0. O

Doob- Transf. Seien X; BB. Sei h € C*(D), h > 0 auf D, Ah =0 in D.

Setze b(x) := Vh’zg)

t t
= 7y = h(X;% = =exp [b(X,)ds — 5 [|b|*(Xs)ds fiirt <7p
0 0
= Lsg. von (%A + bV) u=0,u=f, ist geg. durch
u(z) = E[f(X-)h(X7)] /h(z)

Beweis. 1) 282’); =Z,=...

2) Betrachte Transformation f +— fh,u > uh,...
= neuer Generator

1/1 1 1 1
1 Vh

Beispiel 7.8.12. D = R¥\{z},d > 3,

_ G
|z — z||4=2

h(z) = harmonisch in D, “Green-Funktion”
b(x) = G(z) = —(d - 2)12p

Richtung: zu z

Betrag: m
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Generator: %A + bV
Halbgruppe: ¢:(z,y) = pt(:c,y)%. Es gilt:

/qs(w,y) i (y, 2)dy = /ps(x,y) ngt(yﬂ)zgidy = qs1t(2,y)

/qt(may)dy —/h(lx) /pt(x,y)h(y)dy <1
l

<h(x) wegen super-harmon. in R4

auf D, sub-Markov
Beim Treffen von z wird der Prozess gekillt. z wird getroffen wegen Drift b.

Einige Wiederholungen:
Sei D offen, E[rp] < oo (Va),u € C2(D)

= u(2) = E[u(X,,)] — E {?Au(Xs)ds}

(= Darstell. fiir Dircihlet-, Poisson-, ... )
Insbes. u > 0 auf 0D, Au <0in D = u > 01in D.
Sei ETg, < 0o (Vx,VBr = Bg(0)) und u € C3(R?), Au >0

| O/ Au(Xs)ds]

=~ [ Elau)x))s

0
- 7 [ @, dyyas

0 R4

- / (Au)(y)g(x, dy).

Rd

= u(z) = -E

maj. Konv.

Achtung: Falls d < 2: Ju # 0,u € C3 mit %Au > 0 (Rekurrenz)
Ann. u # 0, d.h. 32 > 0, D offen, # 0 : LAu>elp

= E [ Au(X,)ds > sIE/ 1p(Xy)ds
0

0
—_——
0+o0 f.s.

Falls d > 3 :
g(z,dy) = g(z,y)dy  mit

o0
g(@,y) = [ pe(w,y)dt = ca - ooz
0
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AlsoVw € Cc : A€ C: —tAu=w

Hierfiir u(x) :R{; w(y)g(z,y)dy =E [:fow(Xs)ds] :

7.9 Die starke Markov Eigenschaft

(Q, F, F,P) W-Raum, der den iiblichen Bedingungen geniige, (1W;) BB.

Seien b, o und (X;) Losung der SDG (rechtsstetig in t!). (P;)¢>0 Feller-Halbgruppe
auf Cy = Co(R?).

Verwende:

e Elementare ME
E[f(Xtys)|Ft] = P f(X¢)

e X. rechtsstetig, Feller-Stetigkeit: f(.), P f(.)

Satz 7.9.1. Unter den obigen Voraussetzungen gilt die starke Markov-FEigenschaft:
Fiir jede Stoppzeit T, jedes f € Co(RY) und jedes s > 0 gilt:

E[f(X74s)|Fr] = Psf(Xr) (7.14)
Bemerkung 7.9.2.
e Beide Seiten sind Zufallsvariablen.
o Auf {T = oo} ist X7 := 0o € R?\ R? mit f(c0) := 0.

e (7.14) gilt ebenso fiir alle beschr., messb. f (sowie fiir alle nichtneg., messb.
f), falls T < oo bzw. falls man f(X.) := 0 setzt.

o Wegen P, f(x) = Ef(X?) laBt sich die rechte Seite von (7.14) schreiben
als

PLf(X7)(wo) = Bf (x37)

e Es seien Q der Standard-Pfadraum C(Ry,R?) und O7 : Q — Q, 07 (w) =
(t — w(t+T(w))), der Shift-Operator. Ferner sei Y eine beschrénkte und
FY-messbare Z.V. Dann gilt:

E[Y o Op|Fr] = E¥T[Y]
(obige Gleichung (7.14): Y = f(Xy))
Beweis. Sei T,, := % Dann: T,, \, T, T,, Stoppzeit mit Werten in D =
{k-27™ : k,m € N} (dyadische Zahlen), Fr = o(lJ Fr,).
Sei A € Fr =Vd e D : Ay .= AN{T, =d} € Fy. Anwend. der gewshnlichen
ME fiir t = d liefert:

/ f(Xas)dP = B[l - E[f(Xass)| Fdl
Ag

LRl - Pf(Xa)]
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Aufsummieren der moglichen Werte von T, liefert:

/ F(Xg,+)dP = E[1s - Pof(Xr, )]
A

Die Stetigkeit von z —— f(z) und  — P, f(z) sowie die Rechtsstetigkeit von
t — X liefern (fiir n — o0):

/ F(Xrss)dP = / P f(Xp)dP.
A A

Da dies fiir alle A € Fr gilt und P, f(Xr) Fr-messb. ist, folgt:
E[f(X74s)|Fr] = Pof(Xr).
O

Korollar 7.9.3. Fiir jede Stoppzeit T ist (P, X1 1¢)era >0 ein (starker) Markov-
Prozess mit Ubergangshalbgruppe (P;)¢>o.

Beweis. Wende (7.14) an mit T + ¢ statt T
E[f(Xrstts|Free)] = Pof (X144)
E[f(XrsetslFrie)] = E[f(Yiss)|Ge)]

Psf(X74t) = Ps f(Y2)
Also Prozess Y; := Xp44, Filtration Gy = Fr4, Halbgruppe (P;) O



Kapitel 8

BB und Dirichlet-Problem
fiir den Laplace-Operator

8.1 BB als starker Markov-Prozess

Betrachte BB im R? (vieles analog fiir allgem. Feller-Prozesse)

OBdA kanonisches Modell: Q = C(R,,R?), X;(w) = w(t) Proj., P = P° Wiener
Ma# fiir Start in 0 € R?

~ (X; + x)¢>0 BB, startend in = (unter P)

~~ P = BildmaB von P? unter Abb. w +— w +z

~» (X;) BB, startend in = unter P*

Sei F; = 0(Xs : s < t) (ohne Augmentierung)

Markov-Eigenschaft Vz, Vs, t,Vf € By(R?) gilt P*-f.s.

E* [f(Xor )| Fs] = BT [f(Xore)[ XS]

= EX[f(Xy)]
= Ptf(Xs)

(“Abh. von Vergangenheit=Abh. von Gegenwart”)
Vorletzter Term:
EX[f(X)](w) = [ f(Xu(w'))PX ) (d)

Q

Sei ©; : Q@ — Q, (04(w))(s) = w(s + t) Shift, messbar,

= Xt o C"‘)S = Xs+t

Markov-Eigenschaft: VF..-messbaren Z.V. Z : Q — R (beschrinkt oder > 0),
Vs, Vz : P*-f.s.

E® [Z 0 ©,|F,] = E* [Z 0 ©,|X,] = EX:[Z].

Hieraus folgt starke Markov-Eigenschaft: V Stoppzeiten S, V¢ > 0, Vf € By(R9),
Va: PP-fs. auf {S < oo}:

E* [f(Xs4¢)|1Fs] = E* [f(Xs41)|Xs] = EXS [f(X,)] = P f(Xs)

111
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und allgemein: V Stoppzeiten S, VZ € B,(Q2), Va: P*-f.s. auf {S < oo}
E® [Z 0 ©g|Fs] = E* [Z 0 O5|Xs] = EXs[Z].

(Bem: Statt P” kann man auch P” fiir bel. W-Maf§ v auf R¢ withlen.)

Beispiel 8.1.1. Z = f(Xr) mit Stoppzeit T.

Definition 8.1.2. Fir alle Stoppzeiten T definiere man einen Sub-Markov-
Kern (-Operator) durch:

Pr(z,A) :=P*( Xy € A, T < c0)
Pr(z) == E*[f(X1) - 1{T<c0}]-
Lemma 8.1.3. Fiir alle Stoppzeiten S, T gilt:
Ps o Pr = Psiro04

Beweis. 1) S+ T o Og ist Stoppzeit.
“ = 1. Eintreffen von T nachdem S eingetroffen ist”

2) f(X71) 005 = f(X7005) = f(Xs41005)
3) Zur Vereinfachung: Es sei S < 00,T < 00,5 4+ T 0 Og < oo. Dann:

(PsoPr)f(z) = E°[Prf(Xs)]
= E°[EXS[f(X7)]
SEYOECECf(X )@s\fs]]
= E°[f(Xr) 0 O]

= Psyroesf(r).

8.2 Die Mittelwerteigenschaft

Definition 8.2.1. Seien D C R? offen, u : D — R messbar und \-integr.
(oder > 0). Man sagt, dass u die Mittelwerteigenschaft besitzt, wenn fir alle
B,(x) C D und fiir \'-f.a. s < r gilt:

ul(x) = / w(y)os(dy).

9B.(x)

Dabei bezeichne o, das norm. Oberflichenmaf$ auf OBs(x).
Bemerkung 8.2.2. Es gilt:

[ wwniay

B, (z) 0 |0B.(z)

I
—
—

<

—
NP
Q
')
—~
U
<
~—
o
3
3
_
QU
»
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d.h. u(x) = WB{ ) u(y)A\(dy) VB, (z) C D.

Proposition 8.2.3. Es seien D offen, f : 0D — R messbar und beschrdnkt

(oder >0), u(x) :=E* [f(Xr,)1{rp<oo}] mit Tp :=inf{t > 0: X; ¢ D}. Dann
erfillt w MWE in D, ist messbar und beschrdnkt (oder > 0).

Beweis. Sei B := B,.(x), BC D = 75 < oo f.s. Damit gilt:

u(z) = E*

O

Proposition 8.2.4. Es sei u : D — R messbar, lokal integrierbar und eriille
MWE. Dann gilt:

u € C®(D) und Au =0 in D.

(“Das heif$t: u ist harmonisch.”)
1

Beweis. Sei g.(s):={ ¢ 8 <€

0 , sonst,

Dabei sei ¢. so gewéhlt, dass [ g-(||z]|)A(dz) =1 gelte.

Def. u.(z) := [ w(y)g:(||z — y||)dy: “Gléttung von u”.
R4

Fiir D, :={y : B:(y) C D} gilt: u. € C*(Dy).
Mit MWE folgt fiir alle € > 0 und alle « € D,:

g

/ / u(y)ge(s)os(dy) | cn - 5" "ds

0 |0Bs(x)

ue ()

= wu(x)

= u € C®(D).
Zeige: Au=0in D.
Taylor-Entwicklung in Umgebung von B,.(z) C D:

o) = e+ =20 g () 5 =)0y —2) 35— (o) ol o)

i,J
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Integration iiber 0B, (z) gibt (wegen Antisymmetrie von y; —x; und (y; —z;)(y; —
x;) fir i # j):

92,
[ et = w@)+ 5355w [l wPotd) + o)
OB,.(z) =1 9B ()
2
= wu(z)+ z—dAu(x) + o(r?).
Mit MWE: [ u(y)o,(dy) = u(z) (Vr) und daher Au(z) = 0. O

OB, (z)

Satz 8.2.5. Fiir alle offenen Teilmengen D C R?, alle f € B,(0D) und fiir alle
o € R gilt: Es sei u(x) := E* [f(Xr,) - L{rp<oo}] + @ P*[rp = o0]. Dann ist
u € C®(D) und Au =0 in D.

Beweis. Zunichst o = 0. Dann gilt: u € By(D), w erfiillt MWE. Daher folgt die
Behauptung.
Fiir a # 0: Setze f = « auf 9D. Dann ist

Q- ]P)x[TD = OO] =a-—E” [f(XTD) ’ 1{7’D<oo}]

harmonisch. O

8.3 Randregularitit

Definition 8.3.1. Es seien 7p :=inf{t > 0: X; ¢ D}, 7/, :=inf{t > 0: X; ¢
D}

Lemma 8.3.2. (i) Vee D:75=1m7p>0 P*-fs.

(ii) Vo e R\D: 7}y =7p =0 P*-fs.
VredD:p =0 P*-fs.

(i1i) Ve € 0D: P*{7}, =0} =1 oder P*{7}, =0} =0
Beweis. (i), (ii) gelten wegen der Stetigkeit von X.
(iii) Vz € R%: |

{rh =0} € Foy C Fo

Nun gilt fiir alle A € Fj : P?(A) = 0 oder P*(A) = 1 (“Blumenthal’sches
0-1-Gesetz”), denn VB € Fj : P*(B) = 0 oder P*(B) =1 O

Definition 8.3.3. z € 9D heifst requlir (fiir BB in D), wenn gilt:
P, =0}=1

. Andernfalls heit z irreguldr.
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Bemerkung 8.3.4. (i) Irreguldre Randpunkte verhalten sich wie innere Punkte
von D.
(ii) P*{X,, € (OD)inn} =0 (Vz € D).

Beispiel 8.3.5. d = 1: Jeder Punkt z € 9D ist regulér.

d > 2: D= BT(.Z‘())\{.’I?()}
= o ist irregulér, da P*-f:s. gilt: 7, = 7 _(4,) > 0

Satz 8.3.6. Seien D C R? offen, d > 2, z € dD. Dann sind dquivalent:
(i) Vf € By(0OD) mit f stetig in z gilt:

lim [E” [f(XTD) ’ ]‘{TD<OO}] = f(Z) (81)

r—z,x€D

(i1) Yf € C,(0D) gilt (8.1)
(i) 75 =0 P*-f.s. (“z ist requldr”)

(iv) ¥t >0: hmeDPx{TD >t} =0.
Beweis. Es gilt: (1) = (ii)
(i) = (iii): Sei o0BdA 7} < oo (P*-f.s. Vz). Annahme: (iv) gelte nicht.
Dann folgt: P*(7, = 0) = 0, ferner (wegen d > 2):

lim P*(Xr, € Br(2)) = P*(Xrp, = 2) = 0.

Wihle r > 0 mit ]P’Z(X : € Br(2)) < 7 L und setzte r,, := 27", 7, ;== inf{t > 0:
Xi & By, (2)}

= P (1, \\0) =1

= lim P*(r, <7})) =1

n—oo

Auf {7, < 1)} gilt: X,, € D. Fiir n grof§ genug ist P*(r,, < 7j,) > 3 und daher:

L > PA(X,p € Bi(2))
> PH(Xyy € By(2), 70 < 7h)
= ]Ez(l{m«D} E*(1B,(2) (X )1 F7,))
U B (1 crny - EX (g, (Xrp))
>3- inf  E*(1p,(:)(X75))

z€DNOB,,, (2)

=

= dr, € DNOB,, (2): P (X;x € By(2)) <
Wihle f € Cp(OD), f < 1, f = 0 auf CB,.(»
gilt:

~— o

, [ stetig in z, f(z) = 1. Hierfiir

lim E*" f(X.,) lim P*(X,, € B,(2))

n—oo n—oo

< %<f(2)

IN

A\
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= Widerspruch zu (ii).
(iii) = (iv): Fiir 0 < § < € seien

g(x) =P (X, e DVO< s <¢) =P} > ¢)

und
gs(x) = P¥(X;€DVi<s<e)
E* [EX& [1{TD>€75}H
= /Ey[1{7D>€75}]p§(xay>dy
R
= gs ist C°,
=95\ 9 )
T lim  P* = T lHm < g .
= m—}zl,rgeDP [Tp > €] IﬁlggrvleDg(x) <g(z) =0

(iv) = (i): Vr > 0 Vz gilt:

P(| X, —z| <r) > P*({max |X;—z| <r}n{mp <e})
0<t<e

P°({ max |X;| <7}) — P"{rp > ¢}
0<t<e N———

Y

—0 fiir € fix, x—z2
—1 fiir e\,0

= lim DIF”(|XTD —zl<r)=1 (Vr>0)

T—2,TE

Falls f beschrénkt auf 0D und stetig in z ist, gilt:
lim E*[f(X7p)] = f(2).

r—z,x€D

O

Lemma 8.3.7 (Barriere-Kriterium). Seien D offen, beschrinkt und z € 0D.
Wenn eine “Barriere in 2” existiert, d.h., wenn ein u € C(D) existiert mit
Au=0in D, v >0 in D\{z} und u(z) =0, dann ist z regulir.

Beweis. Wir zeigen (ii) aus dem vorigen Satz: Geg. f € Cp(0D) und £ > 0.
Wihle 0 mit |f(z) — f(2)| < € Vo € Bs(z) N 9D. Seien M := || f|op|lc und

kE:=2M/ inf wu(zr) < oco.
z€D\Bs(z)

= |f(x)—f(2)| <e+k-u(z) (VxedD)

= [EY[f(Xrp)] = f(2)] < e+ k- EY[u(Xr,)]

= e+k-uly) (VyeD)

wegen u € C(D) NC%(D), Au =0 in D, D beschrinkt.
Da u stetig ist und u(z) = 0 gilt, folgt:

lim |EY[f(X:,)] - f(2)| < e

y—z,yeD
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und weil € > 0 beliebig vorgegeben ist, gilt schliellich:

i [BY[f(X,,)] - /(=) = 0.

y—2,y€
O

Satz 8.3.8. (i) Seien D C R? offen, z € D Endpunkt einer (einfachen) Kurve
in R2\D. Dann ist z regulir.

(i1) Insbesondere also: Ist D einfach zusammenhdingend, so sind alle Punkte
z € 0D reguldr.

Beweis. (i) Regularitit ist lokale Eigenschaft. Daher sei oBdA D C B;(0), z =
0 € 9D, v Kurve mit vy = 0, 71 € CB;(0).

Betrachte die holomorphe Funktion f(§) = _1025 auf D C C mit geeignetem
Zweig des Logarithm.

= u((z1,22)) := Ref(z1+izs) ist harmonisch in D, stetig auf D, mit u((0,0)) =
0 und u > 0 auf D\{(0,0)}

= (0,0) ist regulér. O

Beispiel 8.3.9. d > 3: Lebesgue’scher Dorn
Sei h: Ry — Ry strikt wachsend, h(0) =0, h(:) wachsend (fiir kleine r),

D={x=(21,...,24) €ER?: 21 <0 oder h(z1) < \/23+ -+ 23}

Satz 8.3.10. 0 ist requlir <

(bl
0/<r> . (d>3)

[ N
0

Proposition 8.3.11. z € 0D ist regulir, falls eine dufSere Kegelbed. erfillt ist
(Zaremba,):

Jy € RY, |yl = 1, 3@ €)0,7[, Ir > 0 : (2 + C(y,0)) N B.(2) ¢ LD mit
C(y,0) :={z € R?: (z,y) > [|z]| - [lyl| - cos ©}

Beweis. OBdA sei: z =0, C(y,0) c CD.
= P[X; € C(y, 0)] = Fgpey = <(©)

bzw.

Flache(w) —
= PO[r}, <t] > PO[X; € C(y,0)] = ¢(©) (V1)
= PY[r} = 0] > ¢(©) > 0. O

8.4 Stochastisches Randverhalten

Satz 8.4.1. FiralleT, /" mp, T < Th11 < Tp gilt:
w(Xr,) — f(X;,) P -fs. (VxeD)
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Beweis. Def. My, = f(X,;,), My, =u(XT,).

= M, =u(Xr,) = EXTn [f(X7p)]
E*[f(X7p) 0 O, |Fr,,]
E*[Mo|Fr,]

= (M) nenufoo} ist Martingal (unter P*)
= M, - M, P*fs. O

Korollar 8.4.2. Es gilt: tl/im uw(Xy) = f(Xrp) P*-fs. (VxeD)
™

Korollar 8.4.3. Vf € By(0D) Va € R: Jlu € C>*(D) N Bp(D): Au =0 in D,

tl/im w(Xy) = f(X7p) fo5. auf {Tp < oo} und

tl/im uw(Xy) = a f.s. auf {Tp = oo}

Korollar 8.4.4. X, € (0D)yy P*-fs. (VYxe€ D)

Satz 8.4.5. Vf € Cp(0D) Va € R: Flu € Cp(D) NC>®(D): Au =0 in D,

lim  wu(x) =« und
T—00,TE

lim  w(x) = f(2) (V2 € (0D)pey)-

r—00,TE

Néamlich: u(z) = E*[f(X7,) - 1{rp<oc}] + - P*{7p = 00},
Nachtrag Schw. Lsg von SDG

Beispiel 8.4.6 (Drift Elimination b ~ 0). Sei N beliebig, b : R — R Borel-
mb, beschriankt. Betrachte SDG

dX; = b(Xy)dt + dWy (8.2)
Losung: Wihle beliebige N-dim BB (X}); auf bel. filtr. W-Raum (Q, F, P, (F)¢>0)
mit vorgeg. Startverteilung P o X(;l = L.
¢
Def. Wt = Xt — fb(Xs)dS (—XO)
0
(entsprechend (8.2)) sowie

t

t
Zi=exp | [o0egix. - 5 [ 1o s
0 0

Dann gilt nach Cameron-Martin-Girsanov-Marnyama:
VT > 0ist (W;)o<t<r eine (stand.) BB auf dem filtr. W-Raum (Q, Fr, Qr, (Ft)o<t<r)
mit Qp = Zp - P. Daher ist (X, W)o<;<r eine schwache Losung der SDG (8.2).
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Bemerkung 8.4.7. Statt b beschriankt reicht nach Novikov:
t
1
E | exp 5/||b(XS)||2ds < oo (Vt)

Hierfiir wiederum geniigt nach Lemma von Khas’minskir:

t

%ir% sup E” /||b(XS)||2ds < 1.

(Hierbei bezeichnetE* Erw. einer in x startenden BB (X;)).

Beispiel 8.4.8. Falls |b(z)] < Cy + Cy -
Bedingungen erfiillt.

‘x% mit o < 1 gilt, so sind diese

Allgemeine Drift-Elimination:
Betrachte SDG

dXt = b(Xt)dt+U(Xt)th, (83)

b beschr., Borel-mb: RY — RY ¢, 07! beschr., Borel-mb: RV*N - R
Annahme: Es existiert schwache Losung (X,V) (auf geeign. filtr. W-Raum
(Q, F, P, (F:))) zu vorgeg. Anfangsbed. P o X;* = u, Losung von

(“driftfreie Gleichung”)

¢
Def. Wy :=V; — [(07'b)(X;)ds und
0

t ¢

Zy i= exp <f(01b01)( )dXs — 3 [[lo 102 (X,)d )
0 0

Dann ist (X, W) schw. Lsg. der SDG (8.3) auf (Q, Fr, Qr, (Fi)o<i<r) mit Qp =

Zr - P.
Beweis. (1) (X, W) lost die SDG (8.3), denn
o(X)dW, = o(X)dV; —o(Xs) (07" b(X,))ds
= o(X)dV; — b(X,)ds
dX, — b(X,)ds.

(2) W ist BB unter Qp, denn

¢
W, =V, — [ Auds,

0

t t
Zi = exp [f A, dV, — %f | A]|2ds| mit Ay = o~ 1(X,)b(Xs),
0 0

¢ ¢
= Z; = exp [f(albol)( )dXs — 3 [[lo71b)2(X,)ds| . O
0 0



