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Besprechung in der Übung am 25. November.

Aufgabe 1.:
Sei (Ω,F ,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Sei Nt ein Poissonprozess mit Parameter λ und F die von Nt erzeugte σ-Algebra. Dann
definieren wir Mt := Nt − λt. Zeigen Sie, dass Mt ein F-Martingal ist.

b) Sei G = (Gt)t≥0 eine Filtration mit Gt ⊂ Ft für alle t ≥ 0. Sei (Xt)t≥0 ein F-Martingal
und adaptiert bezüglich G. Zeigen Sie, dass (Xt)t≥0 auch ein G-Martingal ist.

Aufgabe 2.:
Sei (Ω,F ,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, n ∈ N beliebig und seien 0 = t0 <
t1 < . . . < tn < tn+1 reelle Zahlen. Seien Hi für i ∈ {0, 1, . . . , n} beschränkte Fti-messbare
Zufallsvariablen und

Ht(ω) := H0(ω)I{0}(t) +

n∑
i=0

Hi(ω)I(ti,ti+1](t).

Sei (Mt)t≥0 ein F-Martingal mit M0 = 0. Dann definieren wir das stochastische Integral als

It :=

∫ t

0

HsdMs :=

n∑
i=0

Hi(Mti+1∧t −Mti∧t)

Zeigen Sie:

a) H : R+ ⊗ Ω→ R ist B([0,∞])×F∞-B(R)-messbar.

b) Sei Bt eine F-Brownsche Bewegung. Dann gilt

E
[∫ t

0

HsdBs

]
= 0 und E

[(∫ t

0

HsdBs

)2
]

= E
[∫ t

0

(Hs)
2ds

]
.

c) (It)t≥0 ist ein F-Martingal.

Aufgabe 3.:
Sei (Ω,F ,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (Xt)t≥0 ein rechtsstetiger, adap-
tierter und integrierbarer Prozess. Zeigen Sie: (Xt)t≥0 ist genau dann ein Martingal, wenn
für jede beschränkte Stoppzeit T E [XT ] = E [X0] gilt.


