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6.Übungsblatt

Besprechung in der Übung am 2. Dezember.

Aufgabe 1.:
Sei Bt eine Brownsche Bewegung und T = inf{t : Bt = −1}. Definiere

Xt =

{
B t

1−t∧T für 0 ≤ t < 1

−1 für t ≥ 1

Zeigen Sie, dass Xt ein lokales Martingal, jedoch kein Martingal ist.
Hinweis: Was ist der Erwartungswert von Xt? Als lokalisierende Folge von Stoppzeiten

betrachte man etwa τn := inf{t : Xt = n} ∧ n.

Aufgabe 2.:

a) Sei Bt eine Brownsche Bewegung und Nt ein Poissonprozess. Zeigen Sie: B2
t und Nt

sind Semimartingale.

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung (M,N) 7→ < M,N > bilinear und symmetrisch fast
sicher ist, wobei M und N Elemente aus M0

loc sind.

Aufgabe 3.:
Seien B1 und B2 zwei unabhängige Brownsche Bewegungen. Zeigen Sie, dass fast sicher
< B1, B2 >t= 0 für alle t ≥ 0 ist.

Aufgabe 4.:
Seien f, g : [0,∞)→ R Funktionen und ∆ = {s = t0 < . . . < tn = t} eine Partition von [s, t]
mit t ≥ s ≥ 0. Definiere ∫

∆

fdg :=

n−1∑
i=0

f(ti)
[
g(ti+1)− g(ti)

]
.

Sei nun f stetig und g von lokal endlicher Variation, d.h.

V (g; [s, t]) := sup
∆

n−1∑
i=0

|g(ti+1)− g(ti)| <∞

für alle [s, t] ⊂ [0,∞), wobei das Supremum über alle Partitionen von [s, t] gebildet wird.
Zeigen Sie:



a) ∣∣∣∣∫
∆

fdg − f(s)
[
g(t)− g(s)

]∣∣∣∣ ≤ sup
u∈[s,t]

|f(u)− f(s)|V (g; [s, t]).

b) Sind ∆ und ∆′ Partitionen von [s, t] und gilt ∆ ⊂ ∆′, dann gilt∣∣∣∣∫
∆

fdg −
∫

∆′
fdg

∣∣∣∣ ≤ sup
u,v∈[s,t]
|u−v|≤|∆|

|f(u)− f(v)|V (g; [s, t]).

c) Der Limes lim|∆|→0

∫
∆
fdg =:

∫ t

s
fdg existiert, wobei der Grenzwert über Folgen von

Partitionen von [s, t] gebildet wird. Des Weiteren gilt für das Integral die Abschätzung∣∣∣∣∫ t

s

fdg

∣∣∣∣ ≤ sup
u∈[s,t]

|f(u)|V (g; [s, t]).

Das Integral heißt Riemann-Stieltjes Integral.

–


