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Aufgabe 1:
Sei b: [0,T] x R? — R? stetig und es gelte

sup |b(t, x)| < 0.
te[0,T], zeR4

Zeigen Sie, dass eine schwache Losung von

dXt = b(t, Xt)dt + dBt
Xo=0

existiert, wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist.

Aufgabe 2:
Beweisen Sie Lemma 3.12 aus der Vorlesung: Sei (M;);co,4,] ein lokales Martingal, welches
nichtnegativ ist und My = 1 erfiillt. Dann gilt

a) M ist ein Supermartingal.

b) M ist genau dann ein Martingal, wenn gilt E[M,] = 1.

Aufgabe 3:

Sei f € L?([0,1],A) und B: [0,1] x  — R eine Brownsche Bewegung. Fiir jedes t € [0, 1] ist
das Wiener Integral fot f(s)dB, definiert (siche Ubungsblatt 7, Aufgabe 3). Sie diirfen ohne
Beweis annehmen, dass t — fot f(s)dBs =: Mtf ein lokales Martingal ist.

a) Zeigen Sie, dass die quadratische Variation von M/ gegeben ist durch

<M/ >t:/ f(s)%ds
0

b) Zeigen Sie, dass M7 ein echtes Martingal ist und dass
E | sup |M]]P| <
te[0,1]

ist fiir alle p € [1, 00).

Z = exp {A /0 fo)iB - /0 t f(S)QdS}

ein echtes Martingal ist fiir alle A € R.

c¢) Beweisen Sie, dass



Hinweis zu a): Eine Moglichkeit ist es fiir alle ¢ € [0, 1] die stérkere Aussage
2 t

e, = baf 2O [ s

t; €A 0

fiir |A| — 0 zu zeigen, wobei A Partitionen von [0, ¢] sind.

Aufgabe 4:
Beweisen Sie: Ist f € 41 ([0,1]) mit f(0) = 0 und (Xt)o<t<1 eine R-wertige Brownsche
Bewegung beziiglich eines Mafles @, so ist

B =X — f(t)

eine Brownsche Bewegung beziiglich des Mafles P, welches gegeben ist durch

dP v, 1t
o —ow{ [ rean. -y [irepas),

wobei fol f'(s)dBs das Wiener-Integral ist.

Hinweis: Sie diirfen die Aussagen von Aufgabe 3 verwenden auch wenn Sie diese nicht
bearbeitet haben.

Bemerkung: Das Theorem gilt noch allgemeiner, n&dmlich fiir alle f im Sobolevraum
H{ (]0,1]). Das Theorem heifit auch Cameron-Martin-Theorem.




