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Einfiihrung Kerne

Kernglattungsmethoden

o Klasse von flexiblen Regressionstechniken
— Separate Anpassung unterschiedlicher Modelle an jedem
Beobachtungspunkt xg

Michelle Anell Eindimensionale Kernglattung 17. Mai 2019 3/30



Einfiihrung Kerne

Kernglattungsmethoden

o Klasse von flexiblen Regressionstechniken
— Separate Anpassung unterschiedlicher Modelle an jedem
Beobachtungspunkt xg

@ Form des funktionalen Zusammenhangs nicht vorgegeben, sondern
aus Daten hergeleitet

Michelle Anell Eindimensionale Kernglattung 17. Mai 2019 3/30



Einfiihrung Kerne

Kernglattungsmethoden

o Klasse von flexiblen Regressionstechniken
— Separate Anpassung unterschiedlicher Modelle an jedem
Beobachtungspunkt xg

@ Form des funktionalen Zusammenhangs nicht vorgegeben, sondern
aus Daten hergeleitet

@ Verwendung von Beobachtungen nah am Zielpunkt xg, s.d.
resultierende geschatzte Funktion f(X) glatt ist
— Approximation als gewichtete Summe der naheliegenden
Beobachtungswerte berechnet
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Einfiihrung Kerne

Kerne

o Lokalisierung durch Kern Ky (xq, z;)
— Gewichtungsfunktion: ordnet x; Gewicht zu, basierend auf Distanz

ZU X
— Nahe Punkte erhalten héhere Gewichte
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Einfiihrung Kerne

Kerne

o Lokalisierung durch Kern Ky (xq, z;)
— Gewichtungsfunktion: ordnet x; Gewicht zu, basierend auf Distanz
ZU X
— Nahe Punkte erhalten héhere Gewichte

Kx(xo,2;) = D (‘:BZ_W)

@ Definiere

ha(zo)

— D(-) symmetrisch um xo, Wert sinkt mit steigender Distanz
zwischen z; und xg

— hx(zo) Breitefunktion: bestimmt Breite der betrachteten
Umgebung bei xg in Abhangigkeit von Index A
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Einfiihrung Kerne

Verschiedene Kerne

e Gauss-Kern: D(t) = \/%767%"2, hx(zo) =0

3 2
2(1—t¢ falls [t] <1
e Epanechnikov-Kern: D(t) = {4( ), falls Jt] < , ha(zg) =
0, sonst
1—[t3)3, falls [t| <1
e Tricube-Kern: D(t) = {( E7)° - falls e} < , ha(zo) =
0, sonst
Epanechnikov
s T nuasen
3 2 -1 0 1 2 3

Aus: The Elements of Statistical Learning [1]
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Einfiihrung Kerne

K-Nachste-Nachbarn Durchschnitt

o Schatzung der Regressionsfunktion: f(z) = Ave(y;|z; € Ni(z))
— Ng(z) Menge der k Punkte mit geringstem Abstand von x
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Einfiihrung Kerne

K-Nachste-Nachbarn Durchschnitt

o Schatzung der Regressionsfunktion: f(z) = Ave(y;|z; € Ni(z))
— Ng(z) Menge der k Punkte mit geringstem Abstand von x

o Kern: UmgebungsgroBe k ersetzt A, s.d.
hi(wo) = ‘wo - x[k]‘
mit z ) k-nachstes x; zu xo und

1/k, falls |t| <1
D(t):{/, alls [1] <
0, sonst
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Einfiihrung Kerne

K-Nachste-Nachbarn Durchschnitt

o Schatzung der Regressionsfunktion: f(z) = Ave(y;|z; € Ni(z))
— Ng(z) Menge der k Punkte mit geringstem Abstand von x

o Kern: UmgebungsgroBe k ersetzt A, s.d.
hi(wo) = ‘wo - x[k]‘
mit z ) k-nachstes x; zu xo und

1/k, falls |t| <1
D(t):{/, alls [1] <
0, sonst

@ Nachteil:Unstetigkeiten, da gleiche Gewichte fiir alle Punkte, trotz
unterschiedlicher Distanz zu z
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Beispiel

Einfiihrung

Kerne

Wir betrachten N = 200 Paare (z;,y;) mit

=J(X) +e,
= cos(4X),

(
mit X ~ U]0,1] und £ ~ N(0, (1/3)

Y
(1) f(X)
(2) f£(X)

= log

12X — 0.5 +0.2),
?)

156 15
o g% O Daten
S S o st | : o o
Is > o ©
@é & &0 © o © B % 0 8
0500 % o B O O ] 0s 89 8o B
5 Jo Rgoo o 5 © %}D%G’ 8823
0 © Ox, 0 30,8.8% 3 & %o
A s
ek o © oo © 920 6 o
- ° Toegle w§ ° " aslst ° 98y S
0, o b
0. o) o8 0. 0 & . o o
05 ° 0y 88 %O 8 08 [9°00 0o & 0
05 55 4 8o g o 8% © g8 0 o,
0, 8 %R o o o & o
1 & %’Q - o%@@ o 1o 0 ) )
o© 67, "o o 9P Yoo
15 1 15 o g O Daten 1
o o © — — — -log(|2*x-0.5[+0.2)
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X
Michelle Anell Eindimensionale Kernglattung 17. Mai 2019 7/30



Einfiihrung  Kerne

Schatzung mit K-Nachste-Nachbarn Durchschnitt

K-Néachste-Nachbarn mitk=5 & ¢ =1/3 K-Nachste-Nachbarn mitk =25 & o =1/3

T 15 T
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Einfiihrung  Kerne

Schatzung mit K-Nachste-Nachbarn Durchschnitt

K-Néchste-Nachbarn mitk=5& ¢ =1/3

K-Néachste-Nachbarn mitk=25& o =1/3
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Einfiihrung Gewichtete Kernglattungsmethoden

Nadaraya-Watson Durchschnitt

@ Schatzt Funktion aus Beobachtungsdaten (z1,41),..., (N, yN)
durch

b ity Kz, xi)yi
f(xO) Zi\il K)\(xo,xi) 5

mit hy(zo) = A = konstant
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Einfiihrung Gewichtete Kernglattungsmethoden

Nadaraya-Watson Durchschnitt

@ Schatzt Funktion aus Beobachtungsdaten (z1,41),..., (N, yN)
durch N
» . 22‘:1 Kk(f()al“i)yi
f(SCO) - N )
Y1 Ka(@o, i)
mit hy(zo) = A = konstant
@ Kern K, so konstruiert, dass Gewicht einer Beobachtung y; immer
kleiner wird, je groBer der Abstand |x; — x| ist
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Einfiihrung Gewichtete Kernglattungsmethoden

Nadaraya-Watson Durchschnitt

@ Schatzt Funktion aus Beobachtungsdaten (z1,41),..., (N, yN)
durch N
» . 22‘:1 K/\(JUOani)yi
f(‘ja) - N I
Y1 Ka(@o, i)
mit hy(zo) = A\ = konstant

@ Kern K, so konstruiert, dass Gewicht einer Beobachtung y; immer
kleiner wird, je groBer der Abstand |x; — x| ist

@ Wenn wir Ziel nach rechts bewegen, betreten Punkte die Umgebung
mit Gewicht 0, dann steigt Wert langsam an
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Einfiihrung Gewichtete Kernglattungsmethoden

Nadaraya-Watson Durchschnitt

@ Schatzt Funktion aus Beobachtungsdaten (z1,41),..., (N, yN)
durch

b ity Kz, xi)yi
f(xO) le\il K)\(xo,xi) 5

mit hy(zo) = A = konstant

@ Kern K, so konstruiert, dass Gewicht einer Beobachtung y; immer
kleiner wird, je groBer der Abstand |x; — x| ist

@ Wenn wir Ziel nach rechts bewegen, betreten Punkte die Umgebung
mit Gewicht 0, dann steigt Wert langsam an

@ Bandweite )\ legt fest, in welchem Bereich um z die Beobachtungen
groBes Gewicht haben: Einfluss auf Glattheit des Schatzers

Michelle Anell Eindimensionale Kernglattung 17. Mai 2019 10 /30



Einfiihrung  Gewichtete Kernglattungsmethoden

K-Nachste-Nachbarn vs. Nadaraya-Watson Schatzer

K-Nachste-Nachbarn mitk =25 & o =1/3 Nadaraya-Watson Schatzer mit A=0.2& o =1/3
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Einfiihrung

Gewichtete Kernglattungsmethoden

Nadaraya-Watson Schatzer mit verschiedenen \

15

0.5

Nadaraya-Watson Schatzer mit A =0.1& o =1/3

Nadaraya-Watson Schatzer mit A =0.2& o =1/3
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Einfiihrung  Gewichtete Kernglattungsmethoden

Nadaraya-Watson Schatzer mit verschiedenen \

Nadaraya-Watson Schatzer mit A =0.1& o =1/3 Nadaraya-Watson Schatzer mit A =0.2& o =1/3
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Bias an den Randern
— Umgebungen enthalten weniger Punkte
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Lokal lineare Regression

Ubersicht

© Lokal lineare Regression
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Lokal lineare Regression

Idee

o Lokal gewichtete Durchschnitte kdnnen an Randern verzerrt sein

@ Losung: Lokale Anpassung gerader Linien, anstelle von Konstanten
— Gewichtete lokale Anpassung einer Geraden an jedem Punkt xg
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Lokal lineare Regression

Idee

Lokal gewichtete Durchschnitte kdnnen an Réandern verzerrt sein

Loésung: Lokale Anpassung gerader Linien, anstelle von Konstanten
— Gewichtete lokale Anpassung einer Geraden an jedem Punkt xg

Entfernen Bias am Rand zu erster Ordnung

Bias im Inneren, falls Beobachtungen nicht gleichmaBig verteilt sind
kann auch entfernt werden
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Lokal lineare Regression

Berechnung

@ Bestimme Koeffizienten d(xo),B(aco) fir gegebenes xg

@ Lobsen separates gewichtetes kleinste Quadrate Problem an jedem
Zielpunkt zg:

2
a(xf)l)llélm)zfﬁ To, T; [ yi — a(xg) — 5(960)961}

= Schatzung: f(zo) = &(z0) + B(xo)xo
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Lokal lineare Regression

Berechnung

A

@ Bestimme Koeffizienten &(z), 5(xo) fir gegebenes xg

@ Lobsen separates gewichtetes kleinste Quadrate Problem an jedem
Zielpunkt zg:

N )
min E Ky(x , Ly ; — Q\To) — ZTo)T;
a(wo),B(z0) = A(o )[y (w0) — B(wo) }

= Schatzung: f(zo) = &(z0) + B(xo)xo

@ Passen gesamtes lineares Modell auf Daten in der Region an, aber
verwenden es nur, um Anpassung am Punkt xy zu berechnen
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Lokal lineare Regression

Berechnung

A

@ Bestimme Koeffizienten &(z), 5(xo) fir gegebenes xg

@ Lobsen separates gewichtetes kleinste Quadrate Problem an jedem
Zielpunkt zg:

N 2
min Ky (xg,z;)|y; — alzo) — B(xo)x;
i ) 3 K@, 29|y — o) — Ao
= Schatzung: f(zo) = &(z0) + B(xo)xo
@ Passen gesamtes lineares Modell auf Daten in der Region an, aber
verwenden es nur, um Anpassung am Punkt xy zu berechnen

@ Verbesserung des Bias am Rand
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Lokal lineare Regression

Nadaraya-Watson Durchschnitt vs. Lokal lineare Regression

Nadaraya-Watson Schatzer mit A =0.2 & ¢ = 1/3 Lokal lineare Regression mit A=0.2& o = 1/3
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Lokal lineare Regression

Bias-Korrektur

@ Definiere:
o Vektorwertige Funktion b(z)T = (1,z)
o B: N x 2 Regressionsmatrix mit i-ter Zeile b(x;
o W(zp): N x N Diagonalmatrix mit i-tem Diagonaleintrag K (xo,x;)

)T
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Lokal lineare Regression

Bias-Korrektur

@ Definiere:
o Vektorwertige Funktion b(z)T = (1,z)
o B: N x 2 Regressionsmatrix mit i-ter Zeile b(x;
o W(zp): N x N Diagonalmatrix mit i-tem Diagonaleintrag K (xo,x;)

)T
@ Schéatzung:

Feo) = bao)” (B'W(ao)B)  BTW (zo)y
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Lokal lineare Regression

Bias-Korrektur

@ Definiere:

o Vektorwertige Funktion b(z)T = (1,z)
o B: N x 2 Regressionsmatrix mit i-ter Zeile b(z;)”
o W(zp): N x N Diagonalmatrix mit i-tem Diagonaleintrag K (xo,x;)

@ Schéatzung:

fwo) = blao)” (B"W(20)B) ' BTW (xo)y

= Y Li(zo)y

1=

—_

— Gewichte [;(xg) kombinieren Kerne K (zo, z;) und kleinste
Quadrate-Operationen
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Lokal lineare Regression

Bias-Korrektur

Taylorentwicklung von f um xg:

E[f(mo)} = ﬁ:li(lro)f(xi)

Michelle Anell Eindimensionale Kernglattung
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Lokal lineare Regression

Bias-Korrektur

Taylorentwicklung von f um xg:

E[f(mo)} = ﬁ:li(lro)f(xz)

N N
= f(wo) Y Li(wo) +f'(w0) D_ (s — mo)li(0)
=1

=1

=1
" N
L0 S0 ai(a) + R

\)
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Lokal lineare Regression

Bias-Korrektur

Taylorentwicklung von f um xg:

E[J%UO)} = ﬁ:li(ﬂfo)f(x

N N
= flzo) D li(wo) +f (z0) > (i — wo)li(xo)
i—1 =1
T :0
" N
f (2960) > (@i —x0)?lLi(z0) + R

Bias:

5 B " w0) & 2
E[f(z0)] — f(z0) = > > (@i — 20)*li(wo) + R

= Nur abhangig von quadratischen Termen und Termen hdherer Ordnung
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Lokal lineare Regression

Nachteil lokal lineare Regression

02&0=1/3

Lokal lineare Regression mit A

15

13

02&0o

Lokal lineare Regression mit A
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Lokal lineare Regression

Nachteil lokal lineare Regression

Lokal lineare Regression mit A =0.2 & o =1/3 Lokal lineare Regression mit A=0.2& o = 1/3
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Lokal lineare Anpassungen oft verzerrt in gekriimmten Bereichen der
wahren Funktion: trimming the hills / filling the valleys
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Lokal polynomiale Regression

Ubersicht

© Lokal polynomiale Regression
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Lokal polynomiale Regression

|dee und Berechnung

@ Gewichtete lokale Anpassung eines Polynoms vorgegebenen Grades
d > 1 an jedem Punkt xg
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Lokal polynomiale Regression

|dee und Berechnung

@ Gewichtete lokale Anpassung eines Polynoms vorgegebenen Grades
d > 1 an jedem Punkt xg

@ Bestimme Koeffizienten 07(360)731 (o), .- 7Bd($0) fur gegebenes
— Lose gewichtetes kleinste Quadrate Problem

N d
min Ky(zo, z;) |yi — a(xo)
a(xo)n@j(xo)mj:lw'wd; ( ’L) ;

= Schétzung:

d
f(zo) = é(z Z
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Lokal polynomiale Regression

|dee und Berechnung

@ Gewichtete lokale Anpassung eines Polynoms vorgegebenen Grades
d > 1 an jedem Punkt xg

@ Bestimme Koeffizienten &(wo),ﬁl (o), .- ,3d(:c0) fur gegebenes
— Lose gewichtetes kleinste Quadrate Problem

N d
min K (zo, i) |yi — a(zo)
Oé(ﬂfo),r@j(Io)d'zl,...,dliz1 ( i) ;

= Schétzung:

d
f(zo) = é(z Z

o Lokal quadratische Regression kann Bias im Inneren korrigieren
— Taylorentwicklung: Bias enthalt nur Komponenten vom Grad d + 1
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Lokal polynomiale Regression

Lokal lineare vs. Lokal quadratische Regression

Lokal lineare Regression mit A =0.2 & o = 1/3

Lokal quadratische Regression mit A =0.2 & o = 1/3
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Lokal polynomiale Regression

Lokal lineare vs. Lokal quadratische Regression

Lokal lineare Regression mit A =0.2 & o = 1/3 Lokal quadratische Regression mit A=0.2 & o = 1/3
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Lokal polynomiale Regression

Lokal lineare vs. Lokal quadratische Regression
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Preis fur Bias-Korrektur: erhéhte Varianz
Var(f(zo)) = o®[|l(x0)|[?

— ||I(x0)||? steigt mit d: Bias-Varianz Tradeoff

Michelle Anell Eindimensionale Kernglattung 17. Mai 2019 23/30



Lokal polynomiale Regression

Lokal quadratische Regression vs. Polynomgrad 7
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Wahl der Breite des Kerns

Ubersicht

@ Wahl der Breite des Kerns
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Wahl der Breite des Kerns

Parameter \

Breite des Kerns kontrolliert GroBe der lokalen Nachbarschaft

@ k-Nachste-Nachbarn: A = Anzahl k der nachsten Nachbarn
o Gauss-Kern: A = Standardabweichung o

e Epanechnikov-/Tricube-Kern: A = Radius der Support-Region
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Wahl der Breite des Kerns

Parameter \

Breite des Kerns kontrolliert GroBe der lokalen Nachbarschaft

@ k-Nachste-Nachbarn: A = Anzahl k der nachsten Nachbarn

o Gauss-Kern: A = Standardabweichung o

e Epanechnikov-/Tricube-Kern: A = Radius der Support-Region

Bias-Varianz Tradeoff, wenn wir A andern:

MSE(xo) = Bias®> + Var + o>

Bias(f(x0)) ~ O(?)
Var(feo) ~ 0 (33
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Wahl der Breite des Kerns

Bias-Varianz Tradeoff

Umgebung schmal, d.h. A klein:

e f(x0) Durchschnitt iiber kleine Anzahl von y; nah an g
— Varianz relativ groB

@ Bias eher klein, da jedes E(y;) = f(x;) nah an f(zg) sein sollte
— Kleiner systematischer Fehler
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Wahl der Breite des Kerns

Bias-Varianz Tradeoff

Umgebung schmal, d.h. A klein:

° f(xg) Durchschnitt iiber kleine Anzahl von y; nah an zg
— Varianz relativ groB

@ Bias eher klein, da jedes E(y;) = f(x;) nah an f(zg) sein sollte
— Kleiner systematischer Fehler

Umgebung breit, d.h. A\ groB:

o Mittel liber viele Beobachtungen,
— Var(f(xo)) klein relativ zu Varianz eines beliebigen y;

@ Bias hoher: verwenden Beobachtungen z; weiter entfernt von xg
— keine Garantie, dass f(z;) nah an f(z) liegen wird. d.h.
moglicherweise groBer systematischer Fehler
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Wahl der Breite des Kerns

Vergleich verschiedene A

Lokal lineare Regression mit A=0.1& o = 1/3 Lokal lineare Regression mit A=0.2& o = 1/3
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Fazit

Fazit

@ k-Nachste-Nachbarn problematisch: unstetige/unebene Schatzung

@ Nadaraya-Watson: unterschiedliche Gewichte basierend auf Distanz
— Glatte Schatzung, aber Probleme an Randern: Bias
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— Aber: Probleme in gekriimmten Bereichen
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Nadaraya-Watson: unterschiedliche Gewichte basierend auf Distanz
— Glatte Schatzung, aber Probleme an Randern: Bias

Lokal linear: Bias am Rand kann zu erster Ordnung korrigiert werden
— Aber: Probleme in gekriimmten Bereichen

Lokal quadratisch: Bias im Inneren aufgrund von Kriimmungen kann
korrigiert werden
— Aber: erhéhte Varianz
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Fazit

Fazit

@ k-Nachste-Nachbarn problematisch: unstetige/unebene Schatzung

@ Nadaraya-Watson: unterschiedliche Gewichte basierend auf Distanz
— Glatte Schatzung, aber Probleme an Randern: Bias

@ Lokal linear: Bias am Rand kann zu erster Ordnung korrigiert werden
— Aber: Probleme in gekriimmten Bereichen

o Lokal quadratisch: Bias im Inneren aufgrund von Kriimmungen kann
korrigiert werden
— Aber: erhéhte Varianz

@ Wahl von A: Bias-Varianz Tradeoff

— Finde geeigneten Kompromiss, z.B. mit Cross-Validation
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