Submetrien von Alexandrov-Riaumen

1. WAS SIND SUBMETRIEN UND WOFUR SIND SIE GUT?

1.1. Die erste dieser rhetorischen Fragen 1d3t sich sehr leicht beantwor-
ten. Bezeichnet man némlich in metrischen Rd&umen den abgeschlosse-
nen Ball mit Radius 7 um den Punkt x als B,(z), so heifit eine Ab-
bildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen Submetrie, wenn
f(By(z)) = B.(f(x)) fir alle z € X und r € R™ gilt. Diese Definiti-
on ist von Berestovskii [Ber88| bei dem Versuch gepréigt worden, den
Begriff der Riemannschen Submersion im metrischen Kontext zu be-
schreiben. Submetrien kénnen auch als gewisse Objekte nur auf dem
Totalraum X beschrieben werden, Y erscheint dabei lediglich als ein
Hilfsinstrument. Ist ndmlich eine Submetrie f : X — Y gegeben, so
sind je zwei Fasern von f dquidistant (Definition 4.2). Andererseits be-
stimmt jede Zerlegung von X in dquidistante Teilmengen (X);e, eine
Submetrie f : X — J, wobei J mit der induzierten Metrik versehen
wird.

1.2. Die zweite Frage werden wir gar nicht beantworten. Wir hof-
fen, dafl dem Leser der Begriff an sich interessant genug erscheint.
Es beruhigt, zu wissen, dafl sich andere Autoren bereits mit spezi-
ellen dquidistanten Zerlegungen beschéftigt haben, siehe z.B. [GGS8S§]
und [GW97] im Falle des Euklidischen Raumes und der euklidischen
Sphéren. Wir mochten lediglich darauf hinweisen, dafl Submetrien beim
Kollaps ([Yam91], [Fuk88|, [GK95]) und in Starrheitsfragen ([GG87])
omniprésent sind. Eine leichte Anwendung dieser Art findet man in
Abschnitt 11, eine viel weniger triviale wird der Leser im zweiten Teil
der Dissertation vorfinden. Wir hoffen, dafl weitere Anwendungen nicht
auf sich warten lassen.

1.3. Viele Submetrien sind dem Leser sicherlich schon iiber den Weg
gelaufen, ohne, dafl er sie bei diesem Namen zu nennen wuflte. Projek-
tionen zwischen euklidischen Rdumen, Riemannsche Submersionen zwi-
schen glatten Riemannschen Mannigfaltigkeiten, sowie Quotientenab-
bildungen fiir isometrische Gruppenoperationen sind die bekanntesten
Beispiele. Eine andere Gruppe von Beispielen entsteht auf die folgen-
de Art. Sei M eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit, N eine glatte
Untermannigfaltigkeit von M mit der Eigenschaft, daf jede in eine nor-
male Richtung startende Geodéitische bis zur festen Lénge d den Ab-
stand zu N minimiert und nicht tiber die Zeit d hinaus (vgl. [Heb81]).
Dann bestimmt die Abstandsfunktion zur Menge N eine Submetrie
dy : M — [0, d]
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Bemerkung 1.1. In diesem Licht wird die Blaschke-Vermutung eine
natiirliche Vermutung iiber Submetrien, die besagt, dafl eine kompakte
Mannigfaltigkeit nicht zu viele (endlich viele?) dquidistante Zerlegun-
gen besitzt, die nicht von Gruppenoperationen stammen.

1.4. Wir geben nun einige typische Beispiele, die zeigen, dafl hohe Re-
gularitéit bei Submetrien nichts Selbstverstandliches ist.

Beispiel 1.2. Ist C' C R™ eine konvexe, nicht volldimensionale Menge,
so ist die Abstandsfunktion d¢ : R™ — RT zur Menge C' eine Subme-
trie. Wir werden sehen, dafl jede Submetrie von R"™ auf R* von dieser
Form ist (Proposition 6.1). Wir merken, daf§ Submetrien zwischen so
angenechmen Raumen Fasern haben kénnen, die keine Mannigfaltigkei-
ten sind.

Beispiel 1.3. Sei in S? ein Halbkreis V' auf einem Grofikreis gewihlt.
Die Abstandsfunktion dy : S* — [0, 3] ist eine Submetrie.

Beispiel 1.4. Auf dem hyperbolischen Raum ist es viel leichter, wilde
Submetrien zu konstruieren, da Fokalpunkte nicht so schnell auftreten.
Ist in H? eine vollstindige C%-Kurve v gegeben, die in jedem Punkt
weniger gekriimmt ist als die Horosphéren (d.h. keine Fokalpunkte hat),
so gibt die gerichtete Abstandsfunktion von 7 eine Submetrie f : H* —
R. Dasselbe funktioniert, wenn man H? durch H™ und ~ durch eine C+!
Hyperflache ersetzt, die weniger gekriitmmt ist als die Horosphéren. Wir
sehen insbesondere, da§ der Raum der Submetrien zwischen H? und R
unendlichdimensional ist. Das scheint bei kompakten oder nichtnegativ
gekriimmten Mannigfaltigkeiten schwer moglich zu sein.

Beispiel 1.5. Submetrien zwischen H? und Rt kénnen aber noch viel
komischere Fasern haben. Sei v ein Strahl in H?, der von einem Punkt
x ausgeht. Betrachte zwei Hélften von Horosphéren 7, und 7, die beide
in x starten und in die v entgegengesetzte Richtung laufen. Sei C' die
Fliache, die von n; und 7y eingespannt wird und sei schliellich S die
Vereinigung von C und . Betrachtet man nun H? als totalgeodétischen
Teilraum von H?, so sieht man, dafl die Abstandsfunktion dg : H> —
R* eine Submetrie ist. Man beachte, daB die Faser S = dg'(0) in
verschiedenen Punkten verschiedene Dimension hat.

Bemerkung 1.6. Es ist moglich noch schlechtere Fasen zu bekommen.
So kann jede Menge positiver Reichweite (Definition 12.1) als Faser ei-
ner Submetrie auftreten. Und solche Mengen konnen sehr komplizierte

Topologie haben.
2



Wir méchten noch auf folgendes hinweisen. Es ist sehr leicht, lokal
Submetrien von Mannigfaltigkeiten auf eindimensionale Raume zu de-
finieren und die Hindernisse fiir die Existenz von solchen Submetrien
auf dem ganzen Raum sind globaler Natur (topologischer oder differen-
tialgeometrischer). Die Existenz von lokalen Submetrien auf hoherdi-
mensionale Rdume ist hingegen ein nichttriviales Problem. Die meisten
Metriken lassen eben auch keine lokalen Riemannschen Submersionen
zu (vgl. [GG88]). Unsere Auswahl von Beispielen ist nicht zuletzt des-
wegen fast ausschliellich auf eindimensionale Submetrien beschrankt.

1.5. Es scheint logisch, Submetrien zwischen Alexandrov-Réumen zu
studieren, selbst wenn man in erster Linie an Mannigfaltigkeiten inter-
essiert ist. Zum einen lassen sich viele Satze, die fiir Submetrien von
einer Mannigfaltigkeit gelten, in dieser Allgemeinheit beweisen, was
natiirlich zum besseren Verstédndnis beitrédgt. Ein triftigerer Grund ist
die Tatsache, da} der Basisraum B einer Submetrie f : M — B ei-
ner Mannigfaltigkeit M nur ein Alexandrov-Raum ist (wenn auch mit
sehr spezieller Struktur). Ein noch besserer Grund ist die Hoffnung,
mit Hilfe von Submetrien Kollaps beschreiben zu konnen.

1.6. Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit mit den grundlegenden
Strukturen von Submetrien zwischen endlich-dimensionalen Alexandrov-
R&umen mit von unten beschrénkter Kriimmung. Wir werden in einer
Fortsetzung die Theorie auf Mannigfaltigkeiten iibertragen und viel
bessere Resultate erzielen. Einen Ausblick auf diese Ergebnisse findet
der Leser in Abschnitt 13. Da unsere Beweise dieser stédrkeren Resultate
im Moment noch denkbar wenig elegant sind, haben wir beschlossen,
sie noch ein wenig reifen zu lassen.

Es diinkte uns, dafl kaum einer an Submetrien von Alexandrov-
R&umen interessiert sein konnte, ohne diese zu kennen. Dementspre-
chend setzen wir eine Vertrautheit im Umgang mit Alexandrov-Raum-
en voraus.

1.7. Da wir nur die Grundlagen der Theorie beschreiben, sind spekta-
kulére Ergebnisse kaum zu erwarten. Ein paar, nach unserer Meinung
interessantere Sétze seien jedoch vorgestellt.

(1) Jede Submetrie zwischen Alexandrov-Réumen ist in einem ge-
eigneten Sinne differenzierbar, und das Differential ist in jedem
Punkt eine Submetrie zwischen den Tangentialrdumen.

(2) Die Differentiale konnen mit Hilfe von Submetrien zwischen
R&umen kleinerer Dimension beschrieben werden.

(3) Auf jeder Faser ist die induzierte Metrik zur inneren Metrik

lokal Lipschitz-aquivalent.
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(4) Submetrien mit diskreten Fasern kénnen als verzweigte Uber-
lagerungen beschrieben werden.

(5) Submetrien zwischen Réumen mit Kriimmung > 1 (die bei der
Untersuchung der Differentiale automatisch entstehen) neigen
dazu, Isometrien zu sein, wenn der Basisraum grof3 ist.

(6) Jede Submetrie zwischen Alexandrov-Réumen kann als Kom-
position einer Submetrie mit zusammenhéngenden Fasern und
einer mit diskreten Fasern dargestellt werden.

1.8. Viele wichtige Themen sind auferhalb unserer Darstellung ge-
blieben. So kénnen wir nur wenig iiber die topologische Struktur von
Submetrien zwischen allgemeinen Alexandrov-Raumen beweisen (fiir
Mannigfaltigkeiten hingegen kann man sehr zufriedenstellende Ergeb-
nisse erzielen, s. Proposition 13.1). Auflerdem haben Zusammenhinge
zwischen extremalen Mengen und Submetrien keinen Eingang in die
Arbeit gefunden, da wir die natiirlichsten Vermutungen nicht beweisen
konnten. Wir hoffen, beides spéiter nachzuholen.

2. METRISCHE EINFUHRUNG

2.1. Metrische Bezeichnungen. Ein metrischer Raum X heifit ei-
gentlich, wenn jede abgeschlossene, beschréankte Teilmenge kompakt
ist. Die Gromov-Hausdorft-Topologie auf der Menge der kompakten
oder der punktierten, eigentlichen Rdume kiirzen wir als G.-H.-Topologie
ab.

In metrischen Rdumen wird mit d immer der Abstand bezeichnet,
ohne Hinweis auf den Raum X. Ist A C X eine Teilmenge, so bezeich-
nen wir mit d4 den Abstand zur Menge A. Fiir einen Punkt z € X
bezeichnen wir mit rad, das Maximum der Funktion d,. Das Infimum
uber alle rad, nennen wir den Radius des Raumes und bezeichnen es
mit rad(X). Das Supremum iiber alle rad, ist der Durchmesser von
X; wir bezeichnen es mit diam(X). Fiir eine Teilmenge A C X und
eine Zahl r > 0 bezeichnen wir als B,.(A) die Menge der Punkte x mit
d(xz,A) < r. Eine Teilmenge A liegt r-dicht in X, wenn X = B,.(A)
gilt. Fiir eine positive Zahl r bezeichnen wir als rX die Menge X mit
der um den Faktor r skalierten Metrik. Eine einpunktige Menge be-
zeichnen wir als {pt}, die leere Menge als . Mit M]" bezeichnen wir
die n-dimensionale, vollstandige, einfach zusammenhédngende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit der konstanten Kriimmung k. Mit S™ bzw. R"

ist immer M7 bzw. M{ gemeint.
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Bemerkung 2.1. Wenn wir vom Radius einer Teilmenge A eines metri-
schen Raumes X sprechen, ist damit immer der Radius des abstrakten
metrischen Raumes A gemeint, nicht etwa Filling Radius von A in X.

Eine Kiirzeste, bzw. ein Strahl, bzw. eine Gerade in einem metrischen
Raum ist eine isometrische Einbettung eines Intervalls, bzw. von R™,
bzw. von R. Als xy bezeichnen wir eine Kiirzeste zwischen x und y,
als |zy| ihre Linge d(z,y). Ein Raum heifit geodétisch, wenn je zwei
Punkte durch eine Kiirzeste verbunden sind. Eine Teilmenge A eines
geodétischen Raumes X heifit konvex, bzw. totalkonvex, wenn fiir je
zwei Punkte aus A eine, bzw. jede Kiirzeste zwischen den Punkten in A
liegt. Wichtige Ausnahme: hat der Raum X Kriimmung > 1, so sollen
die Bedingungen nur fiir Punkte mit Abstand < 7 gelten, i.e. S ist
immer eine totalkonvexe Teilmenge.

Bemerkung 2.2. Man beachte, dafl unsere Definition einer totalkon-
vexen Menge von der in der Differentialgeometrie iiblichen Definition
abweicht. In S™ stimmen unsere Begriffe von konvex und totalkonvex
itberein!

2.2. Dimension. Wir werden ein wenig Dimensionstheorie aus [HW41]
benutzen. Die topologische Dimension eines metrisierbaren separablen
Raumes X bezeichnen wir als dim(X), die Hausdorffdimension eines
metrischen Raumes X als dimg(X). Es gilt dimg(X) > dim(X) und
dim(A) < dim(X) fiir jede Teilmenge A C X. Ist X eine abzdhlbare
Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen X; mit dim(X;) < n, so
gilt dim(X) < n.

Fakt 2.1. Ist f : X — Y eine stetige, abgeschlossene Abbildung, so
gilt dim(X) < dim(Y") + sup(dim(f~'(y))), wobei y alle Punkte in Y
durchlauft.

Ist X ein eigentlicher Raum, f : X — Y eine stetige Abbildung, so
ist die Einschrankung von f auf jeden Ball B,(x) abgeschlossen und
wir erhalten aus der letzten Bemerkung;:

Fakt 2.2. Ist X ein eigentlicher Raum, f : X — Y eine stetige Ab-
bildung, so gilt dim(X) < dim(Y) + sup(dim(f~*(y))), wobei y alle
Punkte in'Y durchlduft.

Ein metrischer, separabler Raum X der topologischen Dimension
n heifft Cantor-Mannigfaltigkeit, wenn fiir jede abgeschlossene Teil-
menge A C X mit dim(4) < n — 2 das Komplement X \ A zu-
sammenhéngend ist ([HW41],p.92). Hat jeder Punkt in einem zusam-
menhédngenden Raum X eine Umgebung, die eine Cantor-Mannigfaltigkeit

ist, so ist der ganze Raum auch eine Cantor-Mannigfaltigkeit. Jede
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zusammenhédngende Mannigfaltigkeit ist eine Cantor-Mannigfaltigkeit.

Enthélt ein n-dimensionaler Raum X eine dichte n-dimensionale Cantor-
Mannigfaltigkeit U, so ist auch X eine Cantor-Mannigfaltigkeit. Ins-

besondere sind zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten mit Rand und

endlichdimensionale zusammenhéngende Alexandrov-Réume (s. unten)

Cantor-Mannigfaltigkeiten. Letzteres wurde in [GP91] bewiesen und

folgt aus den Resultaten von Perelman (vgl. Fakt 2.6).

2.3. Kegel und Spherical Joins. Dieser Abschnitt ist viel besser
und ausfiihrlicher in [LS97],p.541-543 dargestellt. Sei X ein metrischer
Raum mit diam(X) < 7. Der euklidische Kegel C'X iiber X ist der
Raum, der aus R™ x X entsteht, indem man alle Punkte (0,z) zu
einem Punkt, dem Ursprung 0, identifiziert. Wir schreiben fiir (¢, z)
einfach tx oder t - x und identifizieren Elemente z aus X mit Punkten
1-z. R* operiert auf CX durch s-(t,x) = (st,z) = (st)x und invariante
Teilmengen dieser Operation sind genau die Teilkegel. Fiir einen Punkt
v = tr nennen wir ¢ den Betrag von v und bezeichnen es als |v|. Fir
zwei Punkte v = tx, w = sy setzen wir (v,w) =t - s - cos(d(x,y)).

Die Metrik auf C'X ist gegeben durch: d(v, w)? = |v|?+|w|? —2{v, w),
s.d. falls X die Sphire S™ ist, CX der euklidische Raum R"™! wird.
Wie {iblich gilt: [v|* = (v,v) = d(v,0)?; fiir jedes x € X ist t — tx eine
[sometrie, deren Bild ein geodétischer Strahl ist.

Eine Abbildung f : CX — CY zwischen zwei Kegeln heifit homogen,
wenn f(tv) = tf(v) fir alle ¢ und alle v € CX gilt. Jede Abbildung
g : X — Y induziert eine natiirliche homogene Abbbildung Cg : CX —
CY, den (euklidischen) Kegel tiber g.

Ist X ein geodétischer Raum, bzw. von endlicher Hausdorffdimensi-
on, so auch C'X; C'X hat genau dann nichtnegative Kriimmung, wenn
X Kriimmung > 1 hat.

Ist v : [a,b] — X eine Kiirzeste der Linge < 7 zwischen x und y,
so ist die Menge t7(s) ein isometrisch eingebetteter flacher Winkel, der
von den Strahlen ¢tz und ty eingespannt wird.

Wir koénnen, wenn so ein v gegeben ist, in dem eben definierten
konvexen Teil der euklidischen Ebene fiir beliebige ¢, s € Rt Punkte
v =tz und w = sy zu einem z als gewohnliche Vektoren addieren (i.e.
wir nehmen die Mitte zwischen 2tz und 2sy). Der so entstandene Vektor
z = v+ w héngt natiirlich von der Kiirzesten v ab. Nach Definition gilt
immer v+ w]? = |v|? + |w|* + 2{v, w).

Gilt z = v + w, so geht durch z und v ein geodétischer Strahl, der
zu (tw) parallel ist. Ist andererseits ein von v ausgehender Strahl ~
gegeben, so existiert ein zu v paralleler Strahl (tw) und jedes z € ~

1aB3t sich als v + t,w darstellen.
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In [LS97] haben Lang und Schroder nichtnegativ gekriimmte Kegel
wie folgt charakterisiert:

Fakt 2.3. Ein Kegel CX hat genau dann nichtnegative Krimmunyg,
wenn fir beliebige z und y = x1 + xo: (2,21 + x9) < (2,21) + (2, 29)
qilt. Ferner qilt die Gleichheit genau dann, wenn z und die Kiirzeste
r12o ein euklidisches Dreieck einspannen.

Sind CX und CY Kegel iiber Raumen X bzw. Y mit Durchmesser
< 7, so ist das Cartesische Produkt C X x C'Y natiirlich isometrisch
zu einem Kegel C'Z iiber einem Raum Z, der in diesem Fall Spherical
Join von X und Y heifft und als X %Y bezeichnet wird.

X und Y sind in X % Y auf natiirliche Weise eingebettet, der Ab-
stand zwischen beliebigen Punkten z € X und y € Y ist genau 7.
Jeder Punkt aus X Y \ (X UY') liegt auf einer eindeutig bestimmten
Kiirzesten zwischen einem x aus X und einem y aus Y. Je zwei Kiirzeste
21y und xoys, die Punkte aus X mit Punkten aus Y verbinden, lassen
sich isometrisch in die Sphire S? einbetten.

Sind f: X — W und g : Y — Z beliebige Abbildungen, so erhélt
man eine natiirliche Abbildung f*x¢g: X xY — W x Z, s.d. der Kegel
C(f * g) gleich dem Produkt C'f x Cyg ist.

Sind X und Y geodétische Rdume, bzw. Rdume mit Kriimmung
> 1, bzw. von endlicher Hausdorffdimension, so iibertrégt sich diese
Eigenschaft auf X %Y.

Bemerkung 2.3. Fiir die leere Menge gilt: C(0)) = {pt}; X =0 = X.

Bemerkung 2.4. Hat ein Raum X Durchmesser > m, so definiert man
den Kegel iiber X, indem man zuerst auf X eine neue Metrik durch

d(xz,y) = min(d(x,y),n) definiert und dann den euklidischen Kegel
bildet. Dasselbe macht man fiir Spherical Joins.

2.4. Ultralimites. Sehr gute Referenz fiir diesen Abschnitt ist [KLI7].

Sei w ein nichtprinzipaler Ultrafilter auf der Menge der natiirlichen
Zahlen (s. [HL85]). Dann erlaubt es w, in jedem kompakten Raum X
fir jede Folge (x;) einen w-Limes x = lim,(z;) aus der Menge der
Héufungspunkte von (z;) auszuwéhlen. Andererseits kann man fiir je-
den Haufungspunkt x der Folge einen Ultrafilter w finden, s.d. gerade
lim,(z;) = 2 gilt. Damit konvergiert (z;) genau dann, wenn lim,(z;)
von w unabhéngig ist.

Sei nun (X, ;) eine Folge von punktierten metrischen Raumen.
Dann ist der w-Limes (X, z) = lim,, (X}, z;) als die Menge aller Folgen
(yj) definiert, s.d. y; in X; liegt und die Abstédnde d(z;,y;) uniform
beschrankt sind. Der Punkt x ist dabei die Folge (z;). Man definiert
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eine Pseudometrik auf X durch d((y,), (z;)) = lim,, d(y;, z;) und teilt
die Relation d(y,z) = 0 raus. Wir bemerken, daf§ der Raum X sich
nicht dndert, wenn man die Grundpunkte leicht verschiebt, i.e. wenn
man z; durch y; ersetzt, falls d(z;, y;) uniform beschrénkt sind.

Sind A; C X, Teilmengen mit uniform beschrankten Absténden zu
x;, so kann man A = lim,,(4;,a;) als Teilmenge von X auffassen, fiir
eine beliebige Folge von Punkten a; € A; mit uniform beschrénkten
d(aj, [Ej).

Sind schlieBllich f; : (Xj,z;) — (Y}, y;) Lipschitzabbildungen mit ei-
ner uniformen Konstanten L, so induzieren sie eine natiirlich definierte
Lipschitzabbildung f = lim,(f;) : (X,2z) — (Y,y) und dieser w-Limes
ist vertraglich mit Kompositionen.

Sind X eigentliche Réume, so haben die w-Limites viel mit der
G.-H.-Konvergenz zu tun. Konvergieren namlich (Xj;, z;) im G.-H.--
Sinn gegen einen eigentlichen Raum (X, z), so ist fiir jedes w der
Raum lim,, (X}, z;) isometrisch zu (X, z) ([KL97],p.132). Sei nun M ei-
ne Menge von Isometrieklassen von eigentlichen punktierten Rdumen,
die beziiglich der G.-H.-Topologie kompakt ist, z.B. die Menge M (n, k)
der Alexandrov-Réume mit Kriimmung > &k und Dimension < n. Dann
folgt aus der obigen Bemerkung, daf lim, (X, z;) einfach der w-Limes
dieser Folge im kompakten Raum M ist. Insbesondere folgt:

Lemma 2.4. (X;,z;) € M konvergieren genau dann, wenn lim,, (X;, z;)
nicht von w abhdngt (bis auf punktierte Isometrie, die nicht natirlich
zu sein braucht).

Seien jetzt f; : (X;,z;) — (Yj,y;) L-Lipschitz Abbildungen, wobei
(X;,z;) und (Y;,y;) in M liegen. Wir sagen, dafl f; gegen f: (X,z) —
(Y, y) konvergieren, wenn f = lim,(f;) fiir jedes w gilt. (Beachte, daf
auch hier die Gleichheit bis auf punktierte isometrische Transforma-
tionen von X und Y verstanden wird). Insbesondere miissen (Xj, z;)
bzw. (Y;,y;) in M (in der G.-H.-Topologie) gegen (X, z) bzw. (Y,y)
konvergieren.

Man kann mit Diagonalfolgenargumenten leicht zeigen, dafl jede Fol-
ge f; wie oben eine konvergente Teilfolge besitzt.

Diese Konvergenz hat die fiir uns ungiinstige Eigenschaft, nur auf
Isometrieklassen von Rdumen und Funktionen definiert zu sein, so wird
z.B. jede Isometrie eines Raumes mit der Identitdt identifiziert. Die
Situation wird angenehmer, wenn der Limesraum (X, x) nicht bis auf
[sometrie, sondern wirklich gegeben ist, i.e. wenn fiir jeden Ultrafilter
w die Isometrie i : (X, z) — lim, (X}, z;) kanonisch gegeben ist. Das ist
z.B. der Fall, wenn X Teilmengen eines grofien eigentlichen Raumes
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sind. Ein anderes fiir uns wichtiges Beispiel ist die Konvergenz gegen
den Tangentialraum eines Alexandrov-Raumes (s. unten).

Ist fiir jedes w eine kanonische Identifizierung der G.-H.-Limites (X, x)
bzw. (Y,y) mit den w-Limites der Folgen (X;,z;) bzw. (Y}, vy;) ge-
geben, so kann man den Grenzwert f : (X,z) — (Y,y) einer Folge
fi + (Xj,x;) = (Yj,y;) nicht nur bis auf Isometrie, sondern wirklich
eindeutig festlegen.

Bemerkung 2.5. Die eben definierte Konvergenz von Funktionen ist auf
eine andere Weise in [GP91] erschienen.

2.5. Alexandrov-Riume. In dieser Arbeit nehmen Alexandrov-Raume
mit von unten durch eine Zahl k£ beschrinkter Kriimmung eine zentra-
le Stelle ein. Das sind vollsténdige, geodétische Rdume, in denen fiir
alle Dreiecke der Vergleichssatz von Toponogov gilt, der besagt, dafl
alle Dreiecke dicker sind als entsprechende Dreiecke in der zweidimen-
sionalen einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit der Kriimmung
k. Wir nehmen immer stillschweigend an, dafl alle Alexandrov-Réume
endliche Hausdorffdimension haben. Die Hausdorffdimension ist dann
eine ganze Zahl n und ist gleich der topologischen Dimension. Jeder
solche Raum ist eigentlich ([BGP92],p.21). Alexandrov-Réume sind in
vielen Arbeiten, vor allem [BGP92], [0S94], [Per94], untersucht worden
und wir werden, ohne auf die Grundlagen der Theorie néher einzuge-
hen, Resultate angeben, die wir im Text benutzen. Wir betonen noch
einmal, daf§ Erfahrung im Umgang mit Alexandrov-Réumen vorausge-
setzt wird.

Bemerkung 2.6. Um Verwirrungen vorzubeugen, bemerken wir, dafl
alle Alexandrov-Réaume per definitionem zusammenhéngend sind. Die
einzige Ausnahme stellt der Raum S° dar, i.e. zwei Punkte mit gegen-
seitigem Abstand 7. Rdume mit Kriimmung > 1 haben Durchmesser
<.

Wenn in einem n-dimensionalen Alexandrov-Raum von einer Ei-
genschaft beziiglich eines Mafles gesprochen wird, ist immer das n-
dimensionale Hausdorffmafl gemeint. Es wird mit vol bezeichnet. (Be-
achte, dafl der Triager dieses Mafles der ganze Raum ist und jede be-
schrénkte Teilmenge endliches Maf hat ([BGP92]).

Bemerkung 2.7. Es gibt genau zwei nulldimensionale Rdume, ndmlich
SY und {pt}.

Der Raum M (n, k) der Isometrieklassen von punktierten Alexandrov-
Raumen mit Kriimmung > k£ und Dimension < n ist in der G.-H.-
Topologie kompakt. Liegt X in M(n, k), so liegt der skalierte Raum
rX in M(n,%).

9



Fiir jedes # € X ist der Raum der Richtungen 3, X (oder einfach
¥,) in  ein Raum mit Kriimmung > 1 und Dimension n — 1. Fiir
fast jede Richtung v € ¥, existiert eine Kiirzeste, die in diese Richtung
lauft. Den Kegel C(X,) bezeichnen wir als 7, und nennen ihn den
Tangentialraum von z in X.

Fiir jedes z € X und jede Nullfolge (7;) konvergiert die Folge (X, ;) :
(%X, z) im G.-H.-Sinn gegen den Tangentialraum 7, = C(X,). Die
Identifikation des Limesraumes (fiir jeden Ultrafilter) mit 7, 1a8t sich
kanonisch (!!) wie folgt beschreiben:

Lauft in Richtung v € X, eine Kiirzeste v , so schickt man fiir jedes
t € RT die Folge (y(tr;) € X; = LX) auf den Punkt tv € T,. Da die
Menge solcher v dicht in 3, liegtz 148t sich die Abbildung eindeutig
vervollstandigen.

Sei nun A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von X, a € A.
Mit ¥, A bezeichnen wir die Menge aller Richtungen aus ¥, X, fiir die
eine gegen a konvergente Folge (a;) von Punkten aus A\ {a} existiert,
s.d. die Anfangsrichtungen von aa; gegen v konvergieren. Mit T, A be-
zeichnen wir den Kegel iiber %, A.

Fakt 2.5. Seia € A C X wie oben, w ein Ultrafilter. Sei A, C T, X
der w-Limes der Folge (%A, a) fir eine Nullfolge rj. Dann stimmt der

Kegel RT - A, mit T, A 1iberein.
Perelmann zeigte ([Per94]):

Fakt 2.6. Eine Ekleiner metrischer Ball um den Punkt x € X ist
homdomorph zum Tangentialkegel T, X .

Definition 2.1. Sei X ein n-dimensionaler Alexandrov-Raum, x € X.
Man sagt, dafl x im Rand 0.X von X liegt, wenn der n — 1-dimensionale
Raum ¥, X nichtleeren Rand hat. Dabei sagen wir, dafl S° keinen Rand
hat und {pt} ganz aus dem Rand besteht.

Bemerkung 2.8. Der Rand ist eine abgeschlossene Teilmenge, die rein
topologisch definiert ist (vgl. Fakt 2.6 oder [BGP92)).

In Alexandrov-Raumen existiert nicht immer eine Paralleltranslati-
on, dennoch kénnen Richtungsrdume in manchen Punkten verglichen
werden. Zunéichst eine Definition:

Definition 2.2. Sind X und Y metrische Rdume, so schreiben wir
X > Y, wenn eine (nicht unbedingt stetige) Abbildung f : Y — X
existiert, die die Abstédnde nicht verkiirzt.

Bemerkung 2.9. Falls fiir kompakte Rdume X und Y gleichzeitig X >

Y und Y > X gilt, so sind X und Y isometrisch ([Pet98],p.125).
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Definition 2.3. Sei X eine Folge von punktierten metrischen Raumen
aus M (n, k). Wir sagen dann liminf(X;) > Y, wenn fiir jeden Ultrafil-
ter w: lim, X; > Y gilt.

In [BGP92] und [Pet98],p.132 findet man folgende Sétze.

Fakt 2.7. Ist X ein Raum mit Kriimmung > 1, so gilt X < 3, * S°
fir jedes x € X.

Fakt 2.8. Konvergieren in einem Alexandrov-Raum x; gegen x, so gilt
liminf X, > X,; sogar mehr: falls die Punkte x; aus der Richtung
v € ¥, konvergieren, so gilt liminf ¥, > S 3, (X, X).

Das bedeutet, dafl die Menge der Punkte mit in einem verniinftigen
Sinn groflen Link offen ist.

Fakt 2.9. Ist x € X, v eine von x ausgehende Kiirzeste in Richtung
v € X, so gilt fiir jeden inneren Punkty von y: 5, > 5% X, (3,).

Und als Folge:

Fakt 2.10. Richtungsrdume in zwei inneren Punkten einer Kiirzesten
sind 1sometrisch.

Im letzten Fakt ist die Isometrie (Paralleltranslation) nicht kano-
nisch, aber fast, vgl. [Pet98].

Lang und Schroder haben in [LS97] fiir Alexandrov-Réume ein Theo-
rem bewiesen, das den Vergleichssatz wesentlich verallgemeinert und
ein klassisches Theorem von Kirszbraun erweitert.

PROPOSITION 2.11. Ist X ein Alexandrov-Raum mit von unten
durch k beschrdnkter Krimmung, S C X beliebig, M;' die einfach zu-
sammenhdngende Mannigfaltigkeit der konstanten Krimmung k und
Dimension n und f : S — M eine 1-Lipschitz-Abbildung, so lafst sich
f zu einer 1-Lipschitz-Abbildung f : X — M ausdehnen.

Dieses Theorem erlaubt es héufig, mehrfache komplizierte Anwen-
dung des Vergleichssatzes von Toponogov zu vermeiden.

Bemerkung 2.10. In Proposition 2.11 darf der Bildraum wesentlich all-
gemeiner sein, namlich ein beliebiger C AT (k)-Raum.

2.6. Rdume mit Kriimmung > 1. Wir befassen uns jetzt etwas
ausfiihrlicher mit Rdumen der Kriitmmung > 1. Solche Rdume werden
im folgenden héufig als 3 oder S bezeichnet.

Definition 2.4. Sei ¥ ein Alexandrov-Raum mit Kriimmung > 1,
A eine Teilmenge von X. Wir bezeichnen mit Pol(A) die Menge aller

r € ¥ mit d(z, A) > 7 und nennen sie die polare Menge von A. Ferner
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nennen wir zwei Punkte x und y in ¥ Antipoden, wenn d(z,y) = 7
gilt.

Bemerkung 2.11. Aus dem Vergleichsatz von Toponogov folgt, dafl
Pol(A) immer eine totalkonvexe Teilmenge von ¥ ist.

Zunichst eine einfache Bemerkung (vgl. [BGP92],p.27):

Fakt 2.12. Enthdlt ein Raum > mit Krimmung > 1 eine z'somejm’sch
eingebettete SO, (i.e. ein Antipodenpaar), so ist X isometrisch zu Y% S°,
wobei 33 = Pol(SY) die polare Menge von S ist.

Bemerkung 2.12. Dieser Fakt ist eine leichte Version des Spaltungssat-
zes von Toponogov ([BGP92],p.55), der nun folgt.

Fakt 2.13. Ist X ein Raum mit nichtnegativer Kriimmung und ist
v: R — X eine Gerade, so ist X isometrisch zu X = R XY mit einem
nichtnegativ gekriimmten Raum Y .

Aus Fakt 2.12 ergibt sich unmittelbar:

Lemma 2.14. Sei ¥ ein Raum mit Krimmung > 1. Dann ist die
Menge A der Punkte aus ¥, die einen Antipoden besitzen totalkonver,
isometrisch zu einer euklidischen Sphire S* und ¥ spaltet kanonisch
in S x Xy, wobei ¥y = Pol(A) und diam(Xg) < 7 gilt.

Nun zwei sehr wichtige Definitionen:

Definition 2.5. Wir nennen einen n-dimensionalen Alexandrov-Raum
Y mit Kriimmung > 1 Riemannsch, wenn ¥ = S™ gilt. Falls vol(X) >
(1—p)vol(S™) fiir eine feste, sehr kleine positive Zahl p = p(n) gilt, nen-
nen wir ¥ sehr dick. Existieren n+4-2 Punkte (z;) in ¥, mit d(z;, ;) > 7,
so nennen wir Y dick. Schliellich nennen wir den Raum > rund, wenn
rad(X) > 7 gilt.

Jede der obengenannten Eigenschaften impliziert die nachfolgende
([BGP92] und [Per94)).

Bemerkung 2.13. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dafl jeder
runde Raum eine topologische Sphére ist.

Definition 2.6. Sei nun X ein beliebiger Alexandrov-Raum. Wir nen-
nen einen Punkt x € X Riemannsch, bzw. sehr dick, bzw. dick, bzw.
rund, wenn der Richtungsraum 32, die entsprechende Eigenschaft hat.

Folgende Bemerkung folgt aus der Definition:

Fakt 2.15. Seien X1 und X9 Rdume derselben Dimension, mit ¥, >
Y. Ist Y9 Riemannsch, bzw. sehr dick, bzw. dick, so hat auch ¥, die

entsprechende Eigenschaft.
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Aus den Resultaten im letzten Abschnitt erhalten wir:

Fakt 2.16. Die Menge der dicken und der sehr dicken Punkte ist in je-
dem Alexandrov-Raum totalkonvexr und offen; topologisch ist die Menge
dieser Punkte eine Mannigfaltigkeit (Fakt 2.6).

Aus [BGP92|,p.42 oder [0S94] erhélt man:

Fakt 2.17. In einem Alexandrov-Raum der Dimension n ist die Menge
der Riemannschen Punkte totalkonvex und iberall dicht. Das Komple-
ment dieser Menge hat Hausdorffdimension < n — 1 und, wenn X
keinen Rand hat, sogar Hausdorffdimension < n — 2.

Die zwei folgenden Sétze findet man in [BGP92| und [Per94].

Fakt 2.18. Ist x sehr dicker Punkt in einem n-dimensionalen Alex-
androv Raum mit vol(X,) > (1 — p)vol(S™™1) fiir ein p < p(n), so
gibt es Punkte x1,....,x, in der Ndihe von x, s.d. die Abbildung P =
(dyy, ..., ds,) eine invertierbare Fastisometrie einer kleinen Umgebung
U von x auf eine offene Teilmenge im R™. Geht p gegen 0, so sind die-
se Fastisometrien Bilipschitzabbildungen mit der Bilipschitzkonstanten
1+ € und e geht mit p gegen 0.

Fakt 2.19. Ist x ein dicker Punkt in einem n-dimensionalen Alexandrov-
Raum, so gibt es Punkte x+, ...., x,, in der Nihe von x, s.d. die Abbildung
P = (dy,...,d;,) einen Homdomorphismus einer Umgebung von x auf
eine offene Teilmenge von R" definiert.

2.7. Runde Raume. Ein aus der Differentialgeometrie wohlbekann-
tes Ergebnis ([GP93]):

Fakt 2.20. Sei X ein Raum mit Krimmung > 1, x € X ein Punkt
mit rad, > 7. Dann nimmt d, sein Maximum rad, in einem einzigen
Punkt y an.

Wir bezeichnen diesen Punkt y als A(x). Ist O C ¥ die Teilmenge
der Punkte x € ¥ mit rad, > 7, so ist also die Abbildung A: O — O
gegeben durch d(A(z),x) = rad, wohldefiniert und stetig. Ist nun X
ein runder Raum, i.e. gilt O = X, so hat [GP93| gezeigt:

Fakt 2.21. Jeder runde Raum ¥ ist homdomorph zur Sphdre. Die
Abbildung A : 3 — X erzeugt einen Automorphismus von H, (X, Z3) =
Zs, insbesondere ist sie surjektiv.

In [PP94b] wurde das folgende wichtige Resultat bewiesen:

Fakt 2.22. Jeder Richtungsraum in einem runden Raum ist wieder ein

runder Raum.
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Wir zeigen noch ein leichtes

Lemma 2.23. Ist H C X konvez, rund und abgeschlossen, so liegt H
in X 5-dicht. Gilt ferner fiir ein x € X: d(x, H) = %, so hat x zu jedem
Punkt h € H Abstand genau 7.

Beweis. Fiir dim(H) = 0 folgt die Aussage aus Fakt 2.12. Nun gehen
wir induktiv iiber die Dimension vor.

Sei x € ¥ ein Punkt mit d(x, H) > 7. Sei eine Kiirzeste y zwischen
und einem h € H gewihlt, deren Lénge d(x, H) ist. Sei v die Anfangs-
richtung von v in h. Da v minimal ist, muf d(v, X, H) > 7 gelten. Fiir
jede Richtung w € ¥, H muf nach Induktionsannahme d(v,w) = %
gelten. Jetzt folgt die Behauptung direkt aus dem Vergleichssatz von

Toponogov. U

Bemerkung 2.14. Wir werden in Proposition 11.3 sehen, daf}, falls im
letzten Lemma d(x, H) = 7 gilt, jede Kiirzeste zh eindeutig bestimmt
und die Vereinigung der Kiirzesten zwischen H und Pol(H) zu H x
Pol(H) isometrisch ist.

3. DIFFERENZIERBARKEIT

Seien in diesem Abschnitt X, Y immer endlichdimensionale Alexandrov-
Réume, U offen in X, x € U, f : U — Y eine Lipschitzabbildung.

In [BGP92],p.44 hat man eine Lipschitzabbildung f : U — R in x fiir
differenzierbar erklért, wenn f eingeschriankt auf jede von z ausgehende
Kiirzeste im gewohnlichen Sinn von rechts differenzierbar ist. Wir de-
finieren etwas allgemeiner Differenzierbarkeit fiir Lipschitzabbildungen
zwischen Alexandrov-Raumen.

Sei zunéchst ein nichtprinzipaler Ultrafilter w auf der Menge der
natiirlichen Zahlen fest gewéhlt. Ist f : U — Y eine Lipschitzab-
bildung, so erhdlt man fiir jede Nullfolge (7;) eine Limesabbildung
fey = limy(f;) © T,X — Tyu)Y, wobei f; die skalierte Abbildung
I (%X, x) — (%Y,f(x)) ist. Wir sagen, dal f in z richtungsdiffe-
renzierbar ist (oder einfach differenzierbar), wenn die Abbildung f,
von der Folge (r;) unabhéngig ist. Diese eindeutig definierte Lipschitz-
abbildung Df, : T, X — T Y nennen wir dann das Differential. Ist
die Bedingung in jedem Punkt x € U erfiillt, so soll f differenzierbar
heiflen.

Die Komposition von zwei differenzierbaren Abbildungen ist wieder
differenzierbar und das Differential der Komposition ist die Komposi-
tion der Differentiale.

Aus der Definition des Tangentialraumes folgen:
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Lemma 3.1. Ist f eine homogene Lipschitzabbildung zwischen nicht-
negativ gekrimmten Kegeln, so ist f im Ursprung 0 differenzierbar und
es gilt Dfy = f.

Lemma 3.2. Ist f differenzierbar in x, so ist das Differential D f ho-
mogen, i.e. Df(tv) = tDf(v) fir jede nichtnegative Zahl t und jedes
veTl,X.

und:

Lemma 3.3. Eine Lipschitzabbildung f : U — Y st differenzierbar
in x genau dann, wenn [ eingeschrinkt auf jede von x ausgehende
Kiirzeste v in x differenzierbar ist.

Das folgende Lemma ist sehr leicht und kann in jedem Buch iiber
Nichtstandardanalysis (z.B. [HL85]) nachgeschlagen werden.

Lemma 3.4. Fine Abbildung f : R™ — R ist differenzierbar in 0 in
unserem Sinn genau dann, wenn die Funktion von rechts differenzierbar
im tblichen Sinn ist.

Fiir Abbildungen in die reellen Zahlen stimmt also unser Begriff mit
dem von [BGP92| iiberein. Dort wurde bewiesen (p.44):

Fakt 3.5. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Alexandrov-Raumes
X. Dann ist die Abstandsfunktion f = du auflerhalb von A differen-
zierbar. Das Differential im Punkt x € X \ A ist die folgende Abbildung
Df, : T, - R: Df,(v) = min(—(v, h)), wobei h die kompakte Men-
ge A, der FEinheitsrichtungen durchlduft, in die eine Kiirzeste von x
nach A existiert. Insbesondere gilt D f,(v) = —|v| genau dann, wenn
in Richtung v eine Kiirzeste zwischen x und A lduft.

Man beachte, dafi die Abstandsfunktion d, zu einem Punkt x auch
in  mit Differential D(v) = |v| differenzierbar ist. Fiir allgemeine
abgeschlossene Teilmengen ist d4 in Punkten aus A in der Regel nicht
differenzierbar, vgl. jedoch Proposition 5.1.

Es folgt, daB fiir jede in x differenzierbare Abbildung f : U — Y und
jede kompakte Menge A C Y, die f(z) nicht enthilt, die Abbildung
d o f in x differenzierbar ist. Es gilt auch die Umkehrung:

Lemma 3.6. f : U — Y ist in x differenzierbar, genau dann, wenn
fir jedes y # f(x) die Komposition d, o f in x differenzierbar ist.

Beweis. Da die Funktionen d, Richtungen aus T}(,) trennen, folgt die
Behauptung direkt aus der Definition. U

Bemerkung 3.1. Es reicht sogar nur eine in U {iberall dichte Folge von
Punkten (x,) zu durchlaufen und die Differenzierbarkeit von d,, o f zu

iiberpriifen.
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Insgesamt haben wir bewiesen:

PROPOSITION 3.7. Seien X,Y Alexandrov-Rdume, U offen in X,
f:U =Y eine Lipschitzabbildung. Dann sind dquivalent:

(1) f ist differenzierbar;

(2) Fiir jede differenzierbare Funktion p:Y — R ist po f differen-
zierbar

(3) Fir jedes x € U und y # f(x) ist die Komposition d, o f
differenzierbar.

Damit ist die Differenzierbarkeit unabhéngig von der Wahl von w
und besagt, daf die skalierten Funktionen fi nur einen Grenzwert fiir
r — 0 besitzen. '

Weitere Resultate werden im Text nicht verwendet. Wir sagen noch
kurz, was alles moglich ist.

Wir skizzieren die Verallgemeinerung des Satzes von Rademacher
auf unsere Situation. Wir nennen eine homogene Abbildung zwischen
nichtnegativ gekriimmten Kegeln C'X und CY linear, wenn C'X isome-
trisch zu R" ist, CY einen linearen Faktor CY = R* x C'Z abspaltet,
das Bild von f in R* x {0} liegt und die Einschrinkung f : R* — R*
linear ist.

PROPOSITION 3.8. Seien X und Y zwei Alerandrov-Rdume, U
eine offene Teilmenge von X, f : U — Y eine Lipschitzabbildung.

Dann ist f in fast allen Punkten von U differenzierbar mit linearem
Differential.

Bemerkung 3.2. Fiir den Fall, dal U ein Intervall ist, erscheint die
Behauptung in [PP94b],p.6.

Beweis. Jeder Riemannsche Punkt z in U (i.e. T, X = R™) hat kleine
Umgebungen U , die immer bessere differenzierbare Fastisometrien ¢ auf
offene Mengen V' in R" besitzen, s.d. das Differential in jedem Punkt
eine Fastisometrie ist (vgl. Fakt 2.18). Daraus folgt leicht, dal man
sich auf den Fall X = R einschranken darf, falls man sich noch daran
erinnert, dal die Menge der Riemannschen Punkte volles Maf3 hat.

Sei ferner (y,) eine in Y iiberall dichte Folge. Fiir jedes y, ist f, =
d,, o f : U = R eine Lipschitzabbildung und das klassische Theorem
von Rademacher ergibt, daf} fiir eine Menge N vom Maf3 0 in U alle f,
in Uy = U \ N differenzierbar mit linearem Differential sind.

Daraus folgt wiederum, daf§ f in jedem Punkt von U, differenzierbar

ist und man sieht leicht ein, da Df in jedem Punkt aus U, linear

ist. O
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Bemerkung 3.3. Der obige Beweis ergibt sogar etwas mehr, namlich dafl
die Menge X der Punkte, in denen f kein lineares Differential besitzt,
sogar von Hausdorffdimension < n — 1 ist.

Der Standardbeweis ergibt fiir Lipschitzkurven:

Lemma 3.9. Ist v : [0,a] — X eine Lipschitzkurve so gilt fir die
Linge der Kurve: L(v) =[5 |Dy|dt.

Der Mittelwertsatz léasst sich problemlos iibertragen:

PROPOSITION 3.10. Ist f : X — Y diffbar und ist das Differential
in jedem Punkt S-Lipschitz, so ist auch f S-Lipschitz.

Da Abstandsfunktionen differenzierbar sind, kann man wie iiblich
differenzierbare Zerlegungen der 1 konstruieren und es stellt sich die
natiirliche Frage, ob jede stetige Abbildung f : M — N durch dif-
ferenzierbare Abbildungen approximiert werden kann. Leider kénnen
wir diese Frage nicht beantworten. Schlieflich kann man in Analogie
zu [Fed] eine Co-area Formel fiir Lipschitzabbildungen beweisen.

Wir werden in einer anderen Arbeit auf Differenzierbarkeit von Ab-
bildungen néher eingehen.

4. SUBMETRIEN

Definition 4.1. Seien XY metrische Rdume. Eine Abbildung f :
X — Y heifit Submetrie, wenn f(B,(x)) = B,(f(x)) fir jedes z € X
und jedes r > 0 gilt.

Eine Submetrie ist automatisch 1-Lipschitz, offen und surjektiv. Die
Komposition zweier Submetrien ist wieder eine Submetrie, s.d. die Sub-
metrien eine Kategorie definieren. Ist f : X — Y eine Submetrie,
U C Y beliebig, so ist f : f~1(U) — U auch eine Submetrie, wenn
man Teilmengen von X und Y, wie immer, mit der induzierten Metrik
versieht. Ist andererseits f : U — V eine Submetrie, so 148t sich f auf
die Vervollsténdigung U, von U ausdehnen und diese Ausdehnung
feomp © Ucomp — Veomp ist ebenfalls eine Submetrie. Aulerdem haben
Submetrien folgende angenehme Eigenschaft:

Lemma 4.1. Seien f: X =Y und g: Y — Z Abbildungen zwischen
metrischen Rdumen. Sind f und g o f Submetrien, so ist auch g eine
Submetrie.

Submetrien sind Verallgemeinerungen von Projektionen zwischen eu-
klidischen Rdumen und Submersionen von Riemannschen Mannigfal-

tigkeiten. Andererseits gilt ([Ber87] und [BG00)):
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Fakt 4.2. Ist f : V — W eine Submetrie zwischen euklidischen Rdum-
en, so ist f eine lineare Projektion. Ist f : M — N eine Subme-
trie zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, so ist f eine CVi-
Riemannsche Submersion.

Submetrien konnen mit Hilfe von Abstandsfunktionen beschrieben
werden, wie direkt aus der Definition folgt :

Lemma 4.3. Fir eine Abbildung f: X — Y sind dquivalent:

(1) f ist eine Submetrie;
(2) Fiir jede Teilmenge B CY gilt: dy-1(gy = dp o f;
(3) Fiir jeden Punkty €Y gilt: dg-1,) = dyo f.

Viele Eigenschaften bleiben unter Submetrien erhalten (leichten Be-
weis findet man in [Ber87], von der letzten Behauptung in [BGP92],p.16):

PROPOSITION 4.4. Ist f : X — Y eine Submetrie, so ist Y se-
parabel, (lokal)kompakt, bzw. eigentlich, bzw. (lokal)vollstindig, bzw.
(lokal)zusammenhdingend, bzw. geoditisch, bzw. von Hausdorffdimensi-
on < n, bzw. hat von unten durch K beschrdnkte Kriimmung im Sinne
von Alexandrov, wenn X die entsprechende Eigenschaft hat.

Jeder Raum X a8t die triviale Submetrie f : X — {pt} auf einen
einpunktigen Raum zu. Submetrien sind vertréglich mit den wichtig-
sten Operationen mit metrischen Raumen:

1) Ist f: X — Y eine Submetrie, so ist C'f : CX — CY auch eine
Submetrie, insbesondere gibt es fiir jeden Kegel C'X eine natiirliche
homogene Submetrie f : CX — C{pt} = R*, gegeben durch f(v) =
|v].

2) Sind f; : X; — Y fiir i = 1,2 Submetrien, so sind auch f; X fs und
f1 % fo Submetrien. Insbesondere sind Projektionen p : X x Y — X
Submetrien.

Wie bei einer Riemannschen Submersion werden wir im folgenden
X den Totalraum, Y die Basis der Submetrie und das Urbild eines
Punktes y € Y die Faser nennen und letztere als F), bezeichnen.

Im Raum der 1-Lipschitz-Abbildungen L(X,Y) ist die Menge der
Submetrien Sub(X,Y") abgeschlossen. Allgemeiner folgert man direkt
aus der Definition von Ultralimites :

Lemma 4.5. Seien (X;,x;),(Y},y;) metrische Raume, f; : X; = Y;
Submetrien, die die Grundpunkte respektieren, w ewn Ultrafilter.
f=lim, f; : (X,2) =lim,(X,,z;) = (Y,y) = lim, (Y}, y;)

ist dann auch eine Submetrie.

Bei einer Konvergenz von Submetrien konvergieren Fasern gegen Fa-

SEer1l:
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Lemma 4.6. Seien f; : (X;,z;) = (Y;,y;) Submetrien, f = lim, f; .
Sei A; = fj_l(yj)7A = f~Y(y). Dann gilt : lim,(A;, z;) = (A, x).

Beweis. Natiirlich ist lim,(A4;, z;) in (A, z) enthalten. Sei nun ¢ =
(Z;) € A gegeben. Fiir y; = f;(%;) muB dann (y;) = v = (y;) gel-
ten, i.e. lim, d(y;,y;) = 0.

Da f; eine Submetrie ist, finden wir einen Punkt z; € f~!(y;), fiir
den d(z;, Z;) = d(y;,y,) gilt. Es folgt (2;) = (%;) und da z; nach unserer
Wahl in A; liegt, ist alles bewiesen. O

Es ist moglich, Submetrien auch von einem anderen Standpunkt aus
zu betrachten und zwar als spezielle Zerlegungen des Totalraumes:

Definition 4.2. Sei X ein metrischer Raum. Teilmengen A und B
von X heiflen fast dquidistant, wenn fiir jedes a € A und b € B gilt:
d(a,B) =d(b,A) = d(A, B). A und B heilen dquidistant, wenn aufier-
dem der Abstand von a zu B und von b zu A realisiert wird.

Eine Zerlegung X = U,cy X; heifit (fast) dquidistant, wenn je zwei
Teilrdume X; und X; (fast) dquidistant sind.

Bemerkung 4.1. In einem eigentlichen Raum ist eine fast dquidistante
Zerlegung genau dann dquidistant, wenn alle Rdume X; abgeschlossen
sind.

Ist f : X — Y eine Submetrie, so ist die durch die Fasern gege-
bene Zerlegung von X &quidistant. Ist andererseits eine dquidistante
Zerlegung X = Ujcy X gegeben, so ist die Menge der Orbiten Y ein
metrischer Raum mit d(7, j) = d(X;, X;) und die natiirliche Projektion
f X — Y eine Submetrie.

In dieser Sprache kann man Faktorisierungen einer Submetrie leicht
beschreiben. Wir nennen eine Zerlegung X = U;czF; grober als die
Zerlegung X = Ujcy X, wenn jede Menge X in einer der Mengen F;
enthalten ist. Sind beide Zerlegungen dquidistant, so sehen wir, dafl die
Submetrie f : X — Z {iber die Submetrie g : X — Y faktorisiert, d.h.
es gibt eine Abbildung h : Y — Z mit f = hog. Da f und g Submetrien
sind, ist wegen Lemma 4.1 die Abbildung h auch eine Submetrie.

Definiert man fiir einen eigentlichen Raum X den Raum Sub(X)
nicht als Sub(X, X'), wie man naiv denken konnte (denn letzteres ist in
den verniinftigen Féllen einfach die Isometrigruppe von X), sondern als
die Menge der Isometrieklassen aller moglichen Submetrien f : X —
Y, so ist also Sub(X) der Raum der unterschiedlichen &quidistanten
Zerlegungen von X und beschreibt in gewissem Sinne die Menge der
Symmetrien des Raumes. Nach unserer Definition sind zwei Submetrien

fi: X = Yy und f5 : X — Y, gleich, wenn Isometrien [; : X — X
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und I : Y — Y mit f; = I, o fy o [} existieren, i.e. in Sub(X) sind
zwel dquidistante Zerlegungen gleich, wenn sie durch eine Isometrie
ineinander {iberfiihrt werden kénnen.

Man kann auch einen Raum Sub(X) einfach als den Raum der dqui-
distanten Zerlegungen definieren. Die Isometriegruppe Iso(X) operiert

auf Sub(X) und natiirlich gilt Sub(X')/Iso(X) = Sub(X).

Das Pendant, der Raum Rg(Y') aller Submetrien f : X — Y fiir
die X in einer vorgegebenen Klasse lebt, ist viel diffiziler und kann in
gewissem Sinne als die Menge der Regularisierungen von Y betrachtet
werden. Vielleicht wird die Bezeichnung in Abschnitt 9 klarer werden,
jetzt kann man sich damit zufrieden geben, dafl eine Mannigfaltigkeit
viel regulédrer als ein Quotient M /G ist.

Definition 4.3. Eine Submetrie soll diskret, bzw. zusammenhéngend,
bzw. kompakt heiflien, wenn jede Faser diskret, bzw. zusammenhéngend,
bzw. kompakt ist.

Die Kompaktheit einer Submetrie kann sehr leicht charakterisiert
werden. Aus der Definition von Submetrien folgt ndmlich direkt:

Lemma 4.7. Fiir eine Submetrie f : X — Y zwischen eigentlichen
Réaumen sind dquivalent:

(1) Die Submetrie f ist kompakt;
(2) Die Abbildung f ist eigentlich;
(3) Es gibt eine kompakte Faser.

Diskrete Submetrien sind einfach, dennoch sehr interessant. Ein wich-
tiges Beispiel bilden Quotientenabbildungen beziiglich der Operation
einer diskreten Gruppe von Isometrien. Ein anderes Beispiel sind Uber-
lagerungsabbildungen:

Beispiel 4.2. Sei Y ein eigentlicher, geoditischer, lokal einfach zu-
sammenhédngender Raum. Sei p : X — Y eine zusammenhéngende
Uberlagerung. Dann wird X, wenn man Lingen von Kurven durch
L(n) = L(p(n)) definiert, auch ein eigentlicher geodétischer Raum, und
wir sehen, dafl p beziiglich dieser Metrik eine Submetrie ist.

Dieses Beispiel ld3t sich wie folgt sehr stark verallgemeinern:

Beispiel 4.3. Sei Y wieder ein geodétischer, lokal einfach zusammenhéngen-
der, eigentlicher Raum. Sei S eine abgeschlossene, nirgends dichte Teil-
menge von Y, deren Komplement U die Eigenschaft hat, dal die inne-
re Metrik auf U gleich der induzierten Metrik ist. Sei V' eine zusam-

menhingende Uberlagerung von U. Wie oben besitzt V eine eindeutig
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bestimmte Metrik, fiir die die Projektion p : V' — U eine diskrete Sub-
metrie ist. Falls die Vervollstandigung X von V ein eigentlicher Raum
ist (was nicht immer erfiillt sein muf}), so ist X geodétisch und die
Vervollstandigung peomp : X — Y von p ist eine diskrete Submetrie.

Eine natiirliche Frage ist, ob man jede Submetrie als Komposition
einer zusammenhéngenden und einer diskreten Submetrie darstellen
kann. Das ist selbst fiir sehr verniinftige Submetrien nicht der Fall, wie
das folgende Beispiel belegt:

Beispiel 4.4. Sei X die Teilmenge der Punkte (z,y) aus R? mit zy > 0.
Die Abbildung f(z,y) = |z| von X auf RT ist eine Submetrie mit
Fasern F, = {(z,y) : |z| = r,zy > 0}. Die Abbildung f : X — R,
gegeben durch f(z,y) = z, die als einzige als zusammenhingender
Faktor von f in Frage kédme, ist jedoch keine Submetrie.

Um so angenehmer ist es uns, in Abschnitt 10 zeigen zu kénnen, dafl
Submetrien zwischen Alexandrov-Raumen immer wie oben gefordert
faktorisieren.

Definition 4.4. Sei f : X — Y eine Submetrie. Zwei Punkte x1, x5
von X heiflen nah (beztiglich f), falls d(zq,x2) = d(f(x1), f(z2)) gilt.
Als N, bezeichnen wir die Menge der zu x nahen Punkte.

Zwei Punkte sind nah genau dann, wenn sie den Abstand zwischen
den Fasern realisieren. Nach Definition ist fiir jedes x die Einschrénkung
f : N, — Y surjektiv (aber in der Regel natiirlich keine Submetrie
mehr).

In Anlehnung an isometrische Gruppenoperationen nennen wir einen
Punkt z € X Fixpunkt der Submetrie f, wenn f~!(f(z)) = {x} gilt.
In diesem Fall sagen wir, dafl auch y = f(x) ein Fixpunkt von f ist.
Die Menge aller Fixpunkte in X bzw. in Y bezeichnen wir als Fiz(f)
bzw. Fiz(f). Aus Lemma 4.3 folgt:

Korollar 4.8. Fin Punkt x € X ist genau dann ein Fixpunkt der Sub-
metrie f, wenn x nah zu jedem anderen Punkt * € X ist. Folglich ist
f: Fix(f) = Fiz(f) eine Isometrie. Insbesondere ist eine Submetrie
genau dann injektiv, wenn sie eine Isometrie ist.

Sei X ein eigentlicher oder ein geodétischer Raum, f : X — Y eine
Submetrie und sei 7y eine Kiirzeste durch y = f(z). Dann ldsst sich
v zu einer Kiirzesten 4 durch x hochheben, s.d. 7 isometrisch auf ~
abgebildet wird (leichter Beweis ist in [BG00] ausgefiihrt). Kiirzeste
in X, die isometrisch auf Kiirzeste in Y abgebildet werden, nennen
wir im weiteren horizontal. Eine Kiirzeste zwischen zwei Punkten ist

horizontal genau dann, wenn die Punkte nah sind.
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Bemerkung 4.5. Man beachte, dal fiir Submetrien zwischen eigentli-
chen Rdumen horizontale Hochhebungen von Kiirzesten immer existie-
ren, auch dann, wenn der Totalraum kein geodétischer Raum ist.

Falls im Totalraum X Kiirzeste nicht verzweigen, (z.B. wenn X von
unten beschriankte Kriitmmung hat), existieren auch in Y keine Ver-
zweigungen, und fiir jede Kiirzeste v : [0,b6] — Y, jeden inneren Punkt
y von v und jedes Urbild z € f~'(y) ist die horizontale Hochhebung 7
von ~ durch x eindeutig bestimmt.

Definition 4.5. Ist f : X — Y eine Submetrie, so bezeichnen wir als
diam( f) das Supremum der Durchmesser der Fasern von f und nennen
diese Zahl den Durchmesser der Submetrie.

Wegen Korollar 4.8 gilt diam(f) = 0 genau dann, wenn f eine
[sometrie ist. Da Fasern bei einer Konvergenz von Submetrien gegen
Fasern konvergieren, gilt diam(lim,(f;)) < lim,(diam(f;)). Ist ferner
der Totalraum X der Limes-Submetrie f = lim,(f;) kompakt, so gilt
diam(lim,,(f;)) = lim, (diam(f;)).

Bemerkung 4.6. Natiirlich kann diam(f) < oo nur fiir kompakte Sub-
metrien gelten.

5. SUBMETRIEN UND ALEXANDROV

Wir nehmen ab jetzt immer an, dafl der Totalraum X von unten
beschrinkte Kriimmung und endliche Hausdorffdimension hat. Diese
Eigenschaft iibertragt sich dann nach Proposition 4.4 auf den Basis-
raum Y.

Aus Lemma 4.3, Proposition 3.7 und Lemma 4.5 ergibt sich:

PROPOSITION 5.1. Sei f: X — Y eine Submetrie. Dann ist f in
jedem Punkt differenzierbar und jedes Differential D f, : T, X — Ty )Y
ist eine homogene Submetrie. Auflerdem ist die Abstandsfunktion dp zu
jeder Faser ' C X 1in ganz X differenzierbar.

Wir nennen einen Vektor v € T,X vertikal bzw. horizontal, falls
Df(v) =0 bzw. falls |Df(v)| = |v| gilt. Aus der Homogenitét der Ab-
leitung ersieht man, dafl die Menge der vertikalen und der horizontalen
Vektoren Teilkegel C'V, bzw. CH, von T, X sind, wobei V, und H, in
X C T, X liegen.

Da fiir jede Nullfolge (r;), Df, =lim,(f; = f) : (£ X, 2) = (=Y, y)
gilt, folgt aus Lemma 4.6, daf fiir jede solche Folge die Fasern (%Fy, x) C
(L X,z) gegen den vertikalen Teilraum C'V, = Df,(0) C T, X kon-

vergieren. Beachtet man noch, dafl das fiir jedes w gilt und wiederholt
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Konvergenzbegriffe und Tangentialrdume, so erhélt man den folgenden
Satz:

PROPOSITION 5.2. Der Tangentialraum an die Faser stimmt in
jedem Punkt mit dem vertikalen Teilraum tiberein, sogar mehr: fiir jede
Folge rj — 0 konvergiert die Folge (%Fy, x) in der Gromov-Hausdorff-

Topologie gegen C'V,.

Andererseits ist der horizontale Teilraum CH, C T,X der Tangen-
tialraum an die Menge der zu x nahen Punkte N,, wie man mit dem
folgenden Lemma schlief3t.

Lemma 5.3. Ein Vektor h € ¥, ist horizontal genau dann, wenn in X
eine Folge von horizontalen Kiirzesten existiert, die alle von x ausgehen
und deren Anfangsrichtungen gegen h konvergieren.

Beweis. Eine Implikation ist trivial, da die Anfangsrichtung einer ho-
rizontalen Kiirzesten natiirlich horizontal ist. Sei nun h € X, eine ho-
rizontale Richtung mit Df(h) = h € %,. Es gibt eine Folge y; € Y,
s.d. die Anfangsrichtungen der Kiirzesten yy; gegen h konvergieren, i.e.
D(d,,)(h) — —1 gilt (vgl. Fakt 3.5). Fiir die Fasern F,, gilt dann:

D(dp,,)(h) = D(d,, o f)(h) = D(d,,) o Df(h) = D(dy,)(h) — —1.

Wir erhalten also eine Folge ~; von Kiirzesten zwischen z und F,, die
dann per definitionem horizontal sind, deren Anfangsrichtungen gegen
h konvergieren (Fakt 3.5). Das ergibt die Behauptung. U

Dieselbe Argumentation ergibt folgendes

Lemma 5.4. Sei f : X — Y eine Submetrie, x € X, y = f(x),
w € X,Y. Ist v eine Kiirzeste in Richtung w, so existiert fir jede
horizontale Hochhebung h € H,X von w eine eindeutige horizontale
Hochhebung von ~ in Richtung h.

Fiir kompakte Alexandrov-Réume sind nicht-injektive Submetrien
von Isometrien weit entfernt:

PROPOSITION 5.5. Es gibt eine positive Zahl p(d,n, K,v), s.d.
fur einen Alexandrovraum X der Dimension n mit Krimmung > K,
Durchmesser < d und Volumen > v und jede nicht-injektive Submetrie
diam(f) > p gilt.

Beweis. Sonst gibt es eine Folge f; : X; — Y, von nicht-injektiven
Submetrien, s.d. die Rdume X; die obigen Eigenschaften haben und
fj gegen eine Isometrie f : X — Y konvergieren. Da wegen der Vo-

lumenschranke X Dimension n hat, mufl auch Y Dimension n haben.
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Deswegen muf} fiir groe n die Dimension von Y; auch n sein. Fiir
solche j ist dann die Submetrie f; diskret (Proposition 9.1) und we-
gen Lemma 9.4 gilt vol(Y;) < 3vol(X;). Es folgt vol(X) > 2vol(Y)
([BGP92],p.42) und damit ein Widerspruch. O

Bemerkung 5.1. Aus der Proposition 5.5 ergibt sich, daf} fiir einen
kompakten Alexandrov-Raum X die Identitét ein isolierter Punkt in
Sub(X) ist. Man sieht genauso, daff dasselbe fiir jeden Alexandrov-
Raum mit endlichem Volumen gilt. Wahrscheinlich ist diese Aussage
fiir jeden Alexandrov-Raum wahr.

5.1. Méarchen. Wir nehmen in diesem Abschnitt an , dafl der Le-
ser mit der Arbeit [Per94| vertraut ist. Dieser weise Leser weiff dann
auch, was zuléissige und reguldre Funktionen (im Sinne jener Arbeit)
auf einem Alexandrov-Raum sind.

Aus Lemma 4.3 folgt, dafi die Komposition einer zulédssigen Abbil-
dung p : Y — R"™ mit einer Submetrie f eine zuldssige Abbildung ist;
po fist reguldr, wenn p regulér ist.

Ist nun y € Y ein dicker Punkt (i.e. ein Punkt dessen Link n +
1 = dim(Y) + 1 Richtungen besitzt, die alle Winkel > 7 einschlie-
Ben), so ist fiir eine Folge von Punkten yq,¥s,....,y, die Abbildung
P = (dy,dy,,....,d,) : Y — R" in der Ndhe von y ein reguldrer
Hom&omorphismus (vgl. auch Fakt 2.19).

Dann ist auch Po f eine in der Nidhe von Fj regulére Abbildung von
X nach R" und der Hauptsatz der Arbeit [Per94] besagt jetzt:

PROPOSITION 5.6. Sei D C Y die Menge der dicken Punkte. Jede
Faser iiber einem dicken Punkt hat topologische Dimension dim(X) —
dim(Y'), besitzt eine natiirliche Stratifizierung in topologische Mannig-
faltigkeiten und st eine Cantor-Mannigfaltigkeit.

Fiir jedes x € f~Y(D) existiert eine Umgebung U von x, s.d. die
Einschrdankung von f auf U eine topologische Submersion ist. Ist ferner
die Submetrie kompakt, so ist f iiber D ein Faserbiindel.

6. DIFFERENTIALE

In diesem Abschnitt untersuchen wir genauer homogene Submetrien
zwischen nichtnegativ gekriimmten Kegeln, d.h. Differentiale beliebiger
Submetrien. Wir beschreiben diese mit Hilfe von Submetrien zwischen
Réumen kleinerer Dimension und ermoglichen so einen induktiven Zu-
gang zu Submetrien.

Ein paar Beispiele, die zeigen, dafl solche Submetrien, entgegen allen

Erwartungen, kompliziert sein kénnen.
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Beispiel 6.1. Sehr anstédndige Beispiele sind Projektionen C'% x C'S —
CS und Kegel iiber Submetrien f : ¥ — S zwischen Rdumen mit
Kriimmung > 1.

Dieser Abschnitt befait sich im wesentlichen mit der Frage, wie viel
anders homogene Submetrien aussehen kénnen. So zeigen wir in Ab-
schnitt 6.3, dal eine sehr grofie Klasse von homogenen Submetrien
(ndmlich die spéter definierten fastspaltenden Submetrien), sich auf
natiirliche Weise als Komposition von drei Submetrien aus Beispiel 6.1
darstellen 148t.

Beispiel 6.2. Sei CV C R" = C(S™!) ein konvexer, nicht volldimen-
sionaler Teilkegel. Dann ist die Submetrie dgy : R — R homogen.

Beispiel 6.3. Sei [ ein Strahl auf der Geraden, die eine Halbebene E C
R? begrenzt. Dann ist d; : E — R* eine homogene Submetrie.

Beispiel 6.4. Fir 1 < k < 4 sei S} die n-dimensionale Sphére der
Kriimmung k£ und bezeichne p den Siidpol von S}!. Dann definiert
die Abstandsfunktion zum Strahl C'{p} eine homogene Submetrie von

C(Sy) auf RT.

6.1. Allgemeines. Folgende Proposition erscheint im glatten Fall in
einer anderen mathematischen Sprache in [Kle80],p.579.

PROPOSITION 6.1. Sei X ein Raum mit nichtnegativer Krimmung.
Sei f: X — R eine Submetrie. Dann ist F = f~1(0) eine totalkon-
veze Teilmenge und f gibt den Abstand zu F an, d.h. f = dp.

Bewets. Seien x,y € F' beliebig, v eine Kiirzeste zwischen x und vy,
z ein innerer Punkt von . Sei f(z) = r # 0. Sei dann n der ein-
deutig bestimmte horizontale Strahl mit n(r) = z. Da X nichtnegative
Kriimmung hat, sieht man aus dem Vergleich mit der euklidischen Ebe-
ne, dad [ = d(n(1),7(0)) = r+d(n(1), 2) > min(d(n(0), z), d(n(l), y)) fiir
grosse [ gilt, im Widerspruch dazu, dafl n horizontal ist und damit
d(n(l), F') =1 sein muf.

Schliefllich gibt jede Submetrie f : Z — R den Abstand zu f~1(0)
an.

O

Man erhélt daraus den folgenden Spaltungssatz, der eine einfache
Version des Spaltungssatzes von Toponogov ist (vgl Fakt 2.13):

Korollar 6.2. Sei X ein Raum nichtnegativer Krimmung, f : X —
R eine Submetrie. Dann ist X isometrisch zu Y X R und f ist die
Projektion auf den R-Faktor.

25



Bemerkung 6.5. Ist X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so reicht es
in Korollar 6.2, statt nichtnegativer Schnittkriimmung nur nichtnega-
tive Ricci-Kriimmung vorauszusetzen, wie in [BG00] gezeigt wurde.

Folgendes Korollar wird in Abschnitt 8 wesentlich verallgemeinert
wieder auftauchen:

Korollar 6.3. Seien ¥ und S zwei Rdume mit Krimmung > 1. Ses
f:2 — S%5° ecine Submetrie. Dann spaltet ¥ in ¥ = L% SO und f ist
die Suspension iber einer Submetrie g - > — S. Insbesondere ist eine
Submetrie von emmem Raum mit Krimmung > 1 auf eine euklidische
Sphiére S* eine Isometrie.

Beweis. Betrachte den Kegel iiber f und wende Korollar 6.2 an. U

Bemerkung 6.6. Man kann Proposition 6.1 unproblematisch zu einem
viel interessanter klingenden Satz in Analogie zu [Wal94] verallgemei-
nern:

Ist f: X — Y eine Submetrie zwischen nichtnegativ gekriimmten
Riumen und ist S eine Seele von Y ([Per91]), so ist f~1(S) im Raum
X totalkonvex.

Bevor wir mit der Untersuchung homogener Submetrien beginnen,
mochten wir noch eine lustige Quelle von diesen angeben.

Beispiel 6.7. Sei f: X — Y eine Submetrie zwischen nicht-kompakten
nichtnegativ gekriimmten Rédumen. Fiir jeden Grundpunkt x € X und
y = f(x), jede Nullfolge r; konvergiert dann die Folge (r; X, z) bzw.
(r;Y,y) in der G.H.-Topologie gegen den Kegel C'(0-X) bzw. C'(0xY)
iber dem idealen Rand 0., X von X bzw. 0..Y von Y ([Shi%4] oder
[GK95]). Man kann leicht sehen, daf8 die Folge f,, der skalierten Sub-
metrien gegen eine von der Folge unabhéngige homogene Submetrie
zwischen den asymtotischen Kegeln C(0,X) und C(05Y") konvergiert.

6.2. Spezielles.

PROPOSITION 6.4. Seien ¥ und S zwei Alexandrov-Rdume mit
Kriimmung > 1, f : C¥ — CS eine homogene Submetrie zwischen
den Kegeln. Dann gilt :

(1) Das Urbild der 0 ist ein totalkonvezer Unterkegel CV von CX,
der durch eine totalkonvexe Teilmenge V C X bestimmdt ist;
(2) Der Kegel CH fiiber der polaren Teilmenge H C % von V' (vgl.
Definition 2.4) ist die Menge der horizontalen Vektoren, i.e. es
besteht aus allen Elementen h € C¥ mit |f(h)| = |h].
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Beweis. Wir betrachten die natiirliche homogene Submetrie p : C'S —
R* und die Komposition g = po f. Da |p(w)| = |w| fir jedes w € C'S
gilt, reicht es die Behauptungen fiir homogene Submetrien g : CY¥ —
R™ zu zeigen. (1) folgt dabei direkt aus Proposition 6.1 und da fiir
einen Punkt h € H der Abstand von th zu C'V genau t ist, ergibt sich
auch (2). O

Um dumme Ausnahmen zu vermeiden, nehmen wir ab jetzt an, dafl
S und V' nicht verschwinden. In X gilt d(V, H) = 7. Fiir jedes z €
Y\ (VUH) gibt es also héchstens eine Kiirzeste der Lénge § zwischen H
und V', die durch x lduft. Wir zeigen nun, daf§ diese Kiirzeste tatsiachlich
immer existiert; insbesondere gilt deswegen Pol(H) = V. Wenn man
die Aussage auf den Kegel C'Y iibertrigt so lautet sie (s. Abschnitt 2.3
oder [LS97]):

Lemma 6.5. Sei f : CX — CS eine homogene Submetrie, x € CY \
(CV UCH) beliebig. Dann gibt es eindeutig bestimmte h € CH, v €
CV mit x = h+ v und (h,v) = 0. Diese h und v sind eindeutige
Projektionen von x auf CH bzw. CV und es gilt f(z) = f(h).

Beweis. Sei f(x) = y. Sei v die horizontale Hochhebung des Strahles
in S durch 0 und y, die durch x lauft und sei ¥ der zu ~ parallele
Strahl durch 0. Setze v = 7(0), s.d. v automatisch in C'V liegt. Nach

Definition gilt v(t) = v+~(¢). Fiir alle, also auch fiir sehr grosse ¢ mufl
f(y(@) +v) = f(y(t) =t- f(y(1)) gelten, und wir sehen, dafl mit ~y
auch 4 horizontal ist und f(y(t)) = f(7(t)) gilt. Da ~ senkrecht auf
dem Strahl (tv) steht, steht auch 4 senkrecht auf v und wir erhalten
(h,v) = 0. Der Rest ist klar. O

Wenn wir die Zerlegung ©* = h + v benutzen, so wird immer still-
schweigend (h,v) = 0 verstanden. Die Menge aller solchen h € CH
ist fiir ein festes v ein Kegel CH", der nur von der Richtung ﬁ =7
abhéngt. H" ist also die Teilmenge der Elemente aus H, die in ¥ Ab-
stand 7 zu v haben.

Bemerkung 6.8. Wir erinnern, dafl h + v fiir h € C'H" nicht eindeutig
bestimmt ist und zwar in eineindeutiger Weise von der Kiirzesten hv
abhéngt.

Bevor wir mit der Analyse der Submetrien fortfahren, sagen wir zwei
Worte iiber die Mengen H". Zunéchst folgt aus der Kriimmungsschran-
ke direkt:

Lemma 6.6. (1) Ist vivvy eine Kiirzeste in' V', so gilt H* C H"* N
H".
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(2) Ist v = hihhs eine Kiirzeste in H und liegt h in H", so liegen
auch hy und ho in H® und fiir jede Kiirzeste n zwischen v und
hy schliefien m und ~ ein sphdrisches Dreieck ein.

Nun wéhlen wir das beste, d.h. das kleinste H”. Sei ndmlich V eine
abzéhlbare iiberall dichte Teilmenge von V. Wir wéhlen einen Punkt
vg € V, s.d. fir jedes v € V; die Kiirzeste vyy (die in diesem Fall
eindeutig bestimmt ist) iiber vy hinaus ausgedehnt werden kann. Die
Menge solcher Punkte vy ist nicht leer und hat nach [0S94] volles Ma8.

Fiir jedes h € H" und jedes v € Vj gilt dann nach Lemma 6.6:
d(v,h) = 7 und, da Vj iiberall dicht in V' liegt, ist die Bedingung sogar
fiir jedes v € V erfiillt. Falls wir nun H = H" setzen, erhalten wir
folgendes

Lemma 6.7. H = Ny,ey HY, i.e. H ist die Menge der Punkte h € H, die
Abstand 5 zu jedem Punkt aus V' haben. Insbesondere ist H unabhdngig
von Vi und vg.

Bemerkung 6.9. Im allgemeinen braucht H nicht konvex zu sein, wie
Beispiel 6.4 belegt, vgl. jedoch Lemma 12.1.

Nun kehren wir zu homogenen Submetrien zuriick und beschreiben
nahe Punkte. Fine kurze Rechnung bevor wir zu grosseren schreiten.
Fiir hy, ho € CH gilt:

0 < d(hy, ha)* — d(f(hy), f(h2))?
= [l [* + [haf* = 2(h1, ha) — (| f ()] + | f(h2) | = 2(f (M), f(h2)))
= 2(<f<h1)> f(h2>> - (hl, h2>)-

Der letzte Ausdruck ist damit immer nichtnegativ, und verschwindet
genau dann, wenn die horizontalen Vektoren hy; und hy nah sind.

PROPOSITION 6.8. Zwei Punkte x1 = hy + v und xo = hy + vy
sind nah genau dann, wenn hy; und ho nah sind, v; = vy =: v und
<U + hl, v+ h2> = <U,U> + <h1, h2> g’l,lt

Beweis. Nach Voraussetzung muf gelten (beachte (v;, h;) = 0):
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0 = d(z1, $2>2 —d(f(z1), f($2>)2
= |$1|2 — 2(w1, T2) + |$2|2 —d(f(h1), f(h2))2
= [l ]? + o1 |* = 2(z1, 22) + |hof?
+ [val? = (Jha* + [haf* = 2(f (), £(h2)))
= |v1” + [va|* = 2(v1 + Ry, V2 + ha) + 2(f(I), f(h2))
> o1 + |v2]® — 2(v1, v2) — 2({wr, ho) + (hy,v2))
= 2(h1, ha) — (f (M), f(h2)))
> d(v1,v2)* = 2((h1, ha) = (f(h), f(h2))),

da (v;, hj) <0 gilt. Damit dieser nichtnegative Ausdruck verschwin-
det, mufl v; = vy gelten und h; und hs miissen nah sein.

Seien nun z; = v+ hy und x9 = v+ hy mit nahen hy und hs gegeben,
so sieht man aus der obigen Rechnung:

d(w1,22)* — d(f(x1), f(22))? = — (v + h1,v + ha) + [0 + (ha, ha).

Die Behauptung folgt unmittelbar. 0

Bemerkung 6.10. Beachte, dafl wegen Fakt 2.3 die letzte Bedingung
dazu dquivalent ist, daf§ die Kiirzesten vh; und wvhy ein euklidisches
Dreieck einschliessen.

Aus Proposition 6.8 folgt eine Reihe wichtiger Korollare:

Korollar 6.9. Ist ein Punkt x € CY nah zu einem horizontalen Punkt
h, so ist x auch horizontal.

Dies wiederum impliziert:
Korollar 6.10. f: CH — CS ist eine Submetrie.

Natiirlich ist die Submetrie f : CH — CS der Kegel iiber einer
Submetrie von H auf S, die wir auch mit f bezeichnen (es ist einfach
die Einschrankung von f auf die Teilmenge H von C'H).

Es gilt aber wesentlich mehr, ndmlich:

Lemma 6.11. Ist f : CX — CS wie oben, so ist fir jedes v € V die
Einschrinkung f : CH” — CS auch eine Submetrie.

Beweis. Seien h € CH", y € C'S gegeben. Wihle in C'Y ein z = h + v.
Sei x eine zu 2z nahe Hochhebung von y. Dann gilt nach Proposition 6.8
x = h+ v mit einem h € CH", das nah zu h ist und auf y abgebildet

wird. Das ergibt die Behauptung. 0
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Da jedes v € V mindestens einen nahen Punkt xz # v besitzt (S
ist nach Annahme nicht leer), ist HY fiir jedes v nicht leer und wir
erhalten:

Korollar 6.12. H liegt 3-dicht in 3.
Nun gehen wir daran, alles bewiesene zusammenzufassen.

Definition 6.1. Sei X ein Raum mit Kriimmung > 1. Wir nennen eine
Teilmenge H C ¥ gut, wenn H totalkonvex und Z-dicht in ¥ liegt und
fir V= Pol(H) gilt: jedes x € X\ (H UV) liegt auf einer Kiirzesten
der Lénge 7 zwischen H und V.

>’ ist natiirlich eine gute Teilmenge von sich selbst. Ist H eine gute
Teilmenge von X, so kann man fiir jedes v € V wie oben die Menge
H" C H definieren, und Lemma 6.6 sowie Lemma 6.7 gelten; H wird
ebenfalls wie oben definiert.

THEOREM 6.13. Ist f : CY — CS eine homogene Submetrie, so
st die Menge H der horizontalen Vektoren eine gute Teilmenge von 3
und die induzierte Submetrie f : H — S hat die Eigenschaft, daf$ fiir
jedes v € V die Einschrinkung f : H' — S wieder eine Submetrie ist.

Andererseits bestimmt eine Submetrie f : H — S einer guten Teil-
menge eines Raumes 33, deren simtliche Finschrinkungen f : H* — S
Submetrien sind, eine eindeutige homogene Submetrie f: CX — CS.

Beweis. Wir miissen noch die zweite Hélfte zeigen. Sei also f : H — S
wie oben gegeben. Ist H = X, so gibt es nichts zu zeigen. Sonst hat
jedes x € C'X eine eindeutige Zerlegung x = t1h + tov mit ¢1,t, € R,
v €V, he H". Wir setzen dann f(x) =t, - f(h) € CS. Die Rechnung
aus Proposition 6.8 zeigt, daf f 1-Lipschitz ist und um festzustellen,
daB f eine Submetrie ist, muf man noch folgendes beweisen:

Fiir jede Kiirzeste vh zwischen einem v € V und h € H" und jedes
y € S existiert ein h € f~'(y) N HY, das nah zu h liegt, und s.d. vh
und h in CY ein euklidisches Dreieck einschliefen.

Nun ist aber die Einschrankung f : H® — S eine Submetrie. Wir
wéhlen eine Kiirzeste zwischen f(h) und y und heben sie zu einer ho-
rizontalen Kiirzesten hh in H hoch. Aus Lemma 6.6 folgt jetzt, daf
vh und hh in ¥ ein sphérisches Dreieck einschliefen. O

In drei Fallen ist es besonders einfach, die Eigenschaften von f zu
iiberpriifen.

(1) H = X. Dann besagt Theorem 6.13, daf eine Kegelabbildung
Cf:CY¥ — CS genau dann eine Submetrie ist, wenn f : ¥ — S

eine Submetrie ist.
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(2) S = {pt}. In diesem Fall besagt Theorem 6.13, dafl homogene
Submetrien f : CY — R eineindeutig guten Teilmengen H C
> entsprechen.

(3) Fiir jedes v gilt HY = H = H. Dann definiert jede Submetrie
f: H — S eine eindeutige homogene Submetrie f : C¥ — CS.
Dieser Fall wird im néchsten Abschnitt genauer behandelt.

6.3. Spezielle homogene Submetrien. Sei Y ein Raum der Kriimmung
> 1, H eine gute Teilmenge von 3, V = Pol(H). Dann lassen sich die
natiirlichen Einbettungen von H und V nach H % V' auf eine eindeu-
tige Weise zu einer 1-Lipschitzabbildung Py : ¥ — H *x V erweitern,
indem man Kiirzeste zwischen H und V auf entsprechende Kiirzeste
abbildet. Der Beweis der Tatsache, dafl Py 1-Lipschitz ist, folgt aus
dem Kirszbrauntheorem (Proposition 2.11) und ist in Proposition 11.1
ausgefiihrt. (Dort ist die Situation minimal anders, aber der Beweis
bleibt identisch).

PROPOSITION 6.14. Set Py : ¥ — H *xV wie oben. Dann sind
aquivalent:

(1) Py ist surjektiv;

(2) H=H;

(3) Py ist eine Submetrie.

Beweis. (1) und (2) sind dquivalent nach der Definition von Py und
natiirlich folgt (1) aus (3). Die etwas kompliziertere Implikation von
(2) nach (3) ist genau der Gegenstand von Proposition 11.1. O

Definition 6.2. Falls Py den Bedingungen des letzten Satzes geniigt,
nennen wir die gute Teilmenge H fastspaltend. Ist Py eine Isometrie
(i.e. sind Kiirzeste zwischen allen h und v eindeutig bestimmt), nennen
wir H spaltend.

Definition 6.3. Wir nennen eine homogene Submetrie f : C¥X —
CS spaltend, bzw. fastspaltend, wenn die horizontale Menge H C X
spaltend, bzw. fastspaltend ist.

Bemerkung 6.11. Die homogene Submetrie aus Beispiel 6.4 gibt fiir
Y = S} das Beispiel einer fastspaltenden homogenen Submetrie f :
CY — R*, die nicht spaltend ist.

Jede homogene Submetrie f : C¥X — CS lait sich mit Hilfe der
oben definierten 1-Lipschitz Abbildung P = Py : ¥ — H % V und der
Projektion pr: CH x C'V — CH als folgende Komposition darstellen

ox B o xov 2 o L os.
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Die beiden letzten Abbildungen sind Submetrien, und wir wissen aus
Proposition 6.14, daf3 die 1-Lipschitz Abbildung C'P genau dann eine
Submetrie ist, wenn f eine fastspaltende Submetrie ist, i.e. wenn H =
H gilt. Wir sehen also, dafB jede fastspaltende homogene Submetrie
eine natiirliche Faktorisierung in drei einfache Submetrien besitzt (vgl.
Beispiel 6.1).

Bedauerlicherweise braucht eine Komposition von spaltenden homo-
genen Submetrien nicht fastspaltend zu sein, wie folgendes Beispiel
belegt.

Beispiel 6.12. Betrachte den Kegel Cf : R?® — OS = Rt x R* iiber
der Submetrie f aus Beispiel 1.3 und ¢ : C'S — R* die Projektion auf
den ersten Faktor. Die Komposition g o C'f ist nicht fastspaltend.

Ein einfaches Kriterium fiir die Fastspaltung ergibt sich aus Lem-
ma 6.11:

Lemma 6.15. Ist die Finschrinkung f : H — S eine Isometrie, so ist
f fastspaltend.

Definition 6.4. Wir nennen eine homogene Submetrie f : C¥ — CS
regulér, falls f : H — S eine Isometrie ist.

Komposition von reguldren homogenen Submetrien ist selbst regulér.

Bemerkung 6.13. Die Menge der homogenen (fast)spaltenden bzw. re-
guldren Submetrien ist abgeschlossen, i.e. sind homogene Submetrien
fj  C¥; — CS; (fast)spaltend bzw. regulér, so hat auch die Limes-
Submetrie f = lim,(f;) die entsprechende Eigenschaft. Ferner ist ein
Produkt f x g von reguléren bzw. (fast)spaltenden Submetrien regulér
bzw. (fast)spaltend.

Wir werden in Abschnitt 8 den Beweis der folgenden fundamentalen
Proposition nachtragen:

PROPOSITION 6.16. Sei f : CX — C'S eine homogene Submetrie.
Ist V oder H ein runder Raum , so ist f spaltend, ist S ein runder
Raum, so ist f requldr und spaltend.

Definition 6.5. Sei nun f : X — Y eine Submetrie zwischen beliebi-
gen Alexandrov-Raumen. Wir sagen, dafl f in einem Punkt z regulr,
bzw. spaltend, bzw. fastspaltend ist, wenn die homogene Submetrie
Df, : T,X — Tyu)Y die entsprechende Eigenschaft hat. Ein Punkt
y € Y heifit (fast)spaltend, bzw. reguldr beziiglich f, wenn f in je-
dem z € F), (fast)spaltend, bzw. regulér ist. Wir nennen die Submetrie
f reguldr, bzw. (fast)spaltend, wenn f in jedem Punkt regulir, bzw.

(fast)spaltend ist.
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Jede Riemannsche Submersion ist regulidr. Jede diskrete Submetrie
und jede Quotientenabbildung unter einer isometrischen Gruppenope-
ration ist spaltend. Letzteres folgt z.B. daraus, dafl die Isometriegruppe
eines Alexandrov-Raumes eine Liegruppe ist ([F'Y94]).

Bemerkung 6.14. Eine kleine Unstimmigkeit sei angemerkt, um Verwir-
rungen vorzubeugen. Ist f : CX — CS eine homogene regulire, bzw.
(fast)spaltende Submetrie (Definition 6.3, Definition 6.4), so braucht
f micht in jedem Punkt von C¥ regulir, bzw. (fast)spaltend zu sein
(Definition 6.5). So kann man leicht sehen, daf eine homogene regulére
Submetrie f genau dann in jedem Punkt x € C'¥ regulir ist, wenn f
eine Projektion ist.

Bemerkung 6.15. Wir haben die Vermutung, dafl ein Grenzwert von
in jedem Punkt spaltenden Submetrien in jedem Punkt spaltend ist.
Daraus wiirde sich leicht ergeben, dafl eine Komposition von in jedem
Punkt spaltenden Submetrien selbst spaltend ist, im Gegensatz zu Bei-
spiel 6.12

Aus Proposition 6.16 ergibt sich, daB fiir jede Submetrie f : X — Y
jeder runde Punkt y € Y regulér ist, insbesondere ist die Hausdorff-
dimension der Menge der nichtreguldren Punkte < dim(Y) — 1 und
wenn Y keinen Rand hat, sogar < dim(Y') — 2. Auflerdem enthélt die
Menge der regulidren Punkte eine tiberall dichte offene Teilmenge (die
Teilmenge der dicken Punkte).

7. FASERN

In diesem Abschnitt sei f : X — Y eine feste Submetrie zwischen
Alexandrov-Rdumen der Dimension n bzw. m. Wir untersuchen die
Struktur der Fasern F, = f~(y).

7.1. Neue Mirchen.
Bemerkung 7.1. Diese Méarchen werden weiter nicht benutzt.

Ist y ein sehr dicker Punkt, so kann man Punkte g, ....y, in der Ndhe
von y finden, so da8 die Abbildung P = (d,,, ...., d,,, ) eine Fastisometrie
einer kleinen Umgebung U von y auf eine offene Teilmenge von R™ ist.
Die Komposition (dg, ,....,dr, ) = Po f: f~(U) — R" ist eine fast
reguldre Abbildung, im Sinne von [BGP92],p.46, deren Fasern mit den
Fasern von f iibereinstimmen. Aus der Arbeit [BGP92],p.47, ergibt
sich dann:

PROPOSITION 7.1. Ist y ein sehr dicker Punkt, so haben Kompo-

nenten der Faser F, gegenseitigen Abstand > €; auf jeder Komponente

st die innere Metrik zur induzierten Metrik lokal Lipschitz-dquivalent.
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7.2. Struktur der Fasern. Wir wollen zeigen, dafi dieses Resultat
fiir jede Faser einer Submetrie gilt.

THEOREM 7.2. Die Komponenten jeder Faser F, haben Abstand
> €(y) voneinander und auf jeder Komponente ist die innere Metrik
zur induzierten Metrik lokal Lipschitz-dquivalent.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur in dem Fall der nichtnegativen
Kriimmung. Fleifliger Leser mag sich fiir die Kriimmungsschranke —1
kleinere Anderungen iiberlegen.

Wihle ein kleines e. Wéhle p so klein, dafl in eine e-dichte Teilmenge
von Richtungen aus X, eine Kiirzeste der Lénge p lauft. Seien nun
xg, x1 zwel beliebige Punkte aus F, mit s = d(xo, z1) << p.

Sei m die Mitte einer Kiirzesten zgx; und p eine Projektion von m
auf Fy,, d.h. d(m,p) = d(m, F,). Sei v € H, die Anfangsrichtung einer
Kiirzesten pm. Wahle eine Richtung w € H, in die eine horizontale
Kiirzeste pm der Liange p lauft, mit d(v, w) < e. Wihle schliellich eine
Kiirzeste mm.

Fiir 2 = 0 oder ¢ = 1 gilt Zz;mm <
Setze ferner a = |mp| und ¢ = |mm/.

Zunéchst gilt b* < ¢* 4 (5)?. Andererseits ist pm horizontal, d.h. wir
haben b > p. Haben wir € klein genug gewéhlt, so gilt ¢ < p?+a?*—(2—
€)ap, folglich p? > > —a?+(2—¢€)ap > 2 +ap (beachte, daB a < s << p
nach Annahme gilt) Damit ist (£)* > ap erfiillt. Zusammengenommen
erhalten wir =% < =

Nun sehen er fur 7=0,1:

(*) d(xj,p) < d(xj,m) +d(m,p) =5 +a=35(1+7%) < 5(1+3,)

Wir bennenen den Punkt p in 1 um und nennen es eine Fastmit-
2

Uy

5. Setze fiir dieses i: b = |z;m|.

te zwischen zy und x;. Wir konstruieren jetzt genauso Fastmitten T1
bzw. T3 zwischen xy und ! bzw. zwischen T und z;. So fortfahrend
bekommen fiir jede dyadlsche Zahl t € |0, 1] einen Punkt z; € F,.
Wir zeigen nun, daf§ diese Abbildung auf der Menge der dyadischen
Zahlen L-Lipschitz ist (fiir eine feste Zahl L) und sich damit zu einer
L-Lipschitz Kurve zwischen xy und x; fortsetzen 1aft.

Gilt 2 < ¢, so folgt aus (*) durch Induktion iiber £ fiir jedes n =
0,1,..28 - 1:

d(w g, wup) < s- U5 <52 (3"

Jetzt folgt unter Benutzung von ( ) durch erneute Induktion:

d@ s, wn0) < 5 (1+ )1+ () (1+ (5)5)-

Da das unendliche Produkt (1+ 2)(1+ (2)?)... konvergiert, erhalten
wir die gewiinschte Lipschitzkonstante. U
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7.3. Holonomie. Nun wollen wir Fasern miteinander vergleichen ler-
nen, i.e. wir brauchen eine Holonomie. Diese wird nun beschrieben.

Sei v : [0,0] — Y eine Kirzeste, y = ~(0), z = (b), v sei die
Anfangsrichtung von «. Wir nehmen an, daf§ fiir jedes x in der Faser
F, von y die horizontale Hochhebung von v nach H, eindeutig bestimmt
ist. (Das ist nach Korollar 6.3 der Fall, wenn v in ¥, einen Antipoden
besitzt; fiir wesentlich allgemeinere Fille siehe nichsten Abschnitt).

In diesem Fall ist nach Lemma 5.4 die horizontale Hochhebung 7,
von v durch z eindeutig bestimmt und wir erhalten eine wohldefinierte
Abbildung p, : F, — F., die « auf 7,(b) schickt. Unmittelbar sieht
man ein, daf§ diese Abbildung stetig, surjektiv und eigentlich ist. Ist
w die Eingangsrichtung von v in .Y, so erkennt man nach nochma-
ligem Anwenden von Lemma 5.4, daf fiir jedes z € F, das Urbild von
x beziiglich p, natiirlich homéomorph zur Menge Df, *(w) N H, der
horizontalen Hochhebungen von w nach H, ist. Nach Definition sind z
und p,(z) immer nah, s.d. die Holonomie eine Art metrische Projekti-
on darstellt. Ist die Kiirzeste v festgelegt, oder die Richtung v klar, so
schreiben wir fiir p, einfach p,, .

Sind p,, und p,, wohldefiniert (fiir ein festes v zwischen y und 2), so
sind es zueinander inverse Homdomorphismen. Ist m ein innerer Punkt
einer Kiirzesten yz, fiir die p,. definiert ist, so gilt py. = pmz © Pym
und p,p, ist ein Homdomorphismus. Wenn es also nur um topologische
Eigenschaften von Holonomien p,, geht, kann man immer annehmen,
daf} die Kiirzeste yz iiber y hinaus ausgedehnt werden kann.

Ist y € Y ein reguldrer Punkt, so ist also fiir jedes z € Y und jede
Kiirzeste yz die Holonomie p,, : F,, — F, wohldefiniert. Ist z dabei auch
regulér, so sieht man, daf p,. ein Homdomorphismus ist, folglich sind je
zwei regulidre Fasern homoomorph. (Beachte, daf§ der Homéomorphis-
mus nicht kanonisch ist und von der Kiirzesten yz abhéngt). Damit ist
der Homoomorphietyp der reguléren Faser eindeutig bestimmt und wir
konnen von der reguléren Faser sprechen.

Ist nun y ein innerer Punkt einer von z ausgehenden Kiirzesten, so
kann man {iber die Holonomie p,. deutlich mehr sagen:

PROPOSITION 7.3. Seiy eine Kiirzeste zwischen y und z in'Y, sei
z ein innerer Punkt von . Dann ist die Holonomie p., : F, — F, L-
Lipschitz mit einer Konstanten L, die nur von der Kriimmungsschranke
k und den Lingen |yz| und |2z| abhingt und zwar L = X, wobeir bzw.

ry der Umfang des Kreises mit Radius |yz| bzw. |2z| in M} ist.

Beweis. Fiir beliebige z1,z9 € F, setzen wir p; = p,(z;) € F, und
bezeichnen als z; und zo Punkte aus F%, fiir die v; = Z;2;p; horizontale

Hochhebungen von ~ sind.
35



Wir definieren die Abbildung T' von {Zi,Zs,p1,pe} nach M7, die
Z1 und Ty auf a, p; auf b und py auf ¢ schickt, s.d. d(a,b) = d(a,c) =
d(z;,p;) = d(2,y) und d(b, c) = d(p1, p2) gilt. T ist 1-Lipschitz und mufl
sich nach Proposition 2.11 1-Lipschitz auf ganz X ausdehnen lassen.
Dabei miissen Kiirzeste v; und 9 auf ab bzw. ac isometrisch abgebildet

werden. Da T 1-Lipschitz ist erhalten wir:
d(p1,p2) d(b,c)
d(z1,z2) — d(T(z1),T(z2))"
Letzteres hat aber genau den in der Aussage des Satzes angegebenen

Wert. O

Genauso erhélt man sogar mehr. Bezeichne namlich fiir positive Zah-
len r,p und jedes y € Y als W* die Menge der Punkte z aus Y, mit
Abstand < r zu y, fiir die die Kiirzeste yz iiber z hinaus um die Lange
p ausgedehnt werden kann. Nach [OS94] hat fiir kleines p die Menge
W, fast das Volumen des r-Balles um y. Sei V* das Urbild von W;>*
beziiglich f. Fiir jedes x aus V,* ist dann die Projektion p(x) auf F,
wohldefiniert und der Beweis von Proposition 7.3 lafit sich auf diese
Abbildung p iibertragen. Wir erhalten:

Lemma 7.4. Die Projektion p : V" — F, ist eine Lipschitzabbildung.
Jetzt kann man Friichte ernten:

Korollar 7.5. Jede Faser F, hat Hausdorffdimension < n —m. Jede
requldre Faser hat Hausdorffdimension n —m.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung P : V¥ — F, x Wp?, die in
der ersten Koordinate auf F, wie oben projeziert und in der zweiten
einfach die Submetrie f ist. P ist surjektiv und wegen Lemma 7.4 ist
P eine Lipschitzabbildung. Es folgt

Die regulére Faser hat wegen Proposition 5.6 topologische Dimension
n —m. Aus dimg > dim folgt jetzt die Behauptung. 0

Wir erhalten folgendes Korollar:
Korollar 7.6. Hat 'Y keinen Rand, so ist das Urbild der Menge D der

dicken Punkte zusammenhdngend.

Beweis. Hat Y keinen Rand, so ist das Komplement K von D eine

abgeschlossene Menge mit dim(K) < dimg(K) < m — 2. Da jede Fa-

ser F, die Ungleichung dim(F,) < dimg(F,) < n — m erfiillt, mufl

wegen Fakt 2.2 dim(f~!'(K)) < n — 2 gelten. Da X eine Cantor-

Mannigfaltigkeit ist, erhalten wir das gewiinschte Resultat. U
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Aus der Existenz von Holonomien folgt ebenfalls direkt:

Lemma 7.7. Eine Submetrie ist diskret, bzw. zusammenhdngend, bzw.
injektiv (i.e. isometrisch), wenn die requldre Faser diskret, bzw. zusam-
menhdngend ist, bzw. aus einem Punkt besteht.

7.4. Letzte Maéarchen. Wir erwdhnen zwei hiibsche Resultate, die
weiter nicht verwendet werden und deswegen ohne exakten Beweis blei-
ben.

Man kann zeigen, daf falls z; eine Folge aus Elementen einer Faser
F = I, ist, die gegen ein Element x aus der Richtung v konvergieren,
liminfV,, > S%%3,(V,) gilt. Man schaut sich nimlich den Beweis der
Tatsache liminf ¥, > SY%3,(X,) an und sieht, daff die dort definierte
lingennichtverkiirzende Abbildung S° x 3,(V;) nach lim V,,, schickt.

Daraus folgt, wenn man eine Sekunde {iberlegt:

PROPOSITION 7.8. In jeder Faser F enthdlt die Menge Fy der
Punkte x, deren vertikale Raume V, sehr dick sind, eine offene in der
Faser dichte Teilmenge. Insbesondere enthdlt jede Faser eine in der
Faser offene, dichte Teilmenge, in der die Submetrie spaltend ist.

Jetzt kann man schlieflen:

PROPOSITION 7.9. Ist f : X — Y eine Submetrie und ist y € Y
requldr, so ist f in jedem Punkt tiber y spaltend.

8. REGULARE TEILE

Wir zeigen in diesem Abschnitt, wie bereits angekiindigt, dal jede
Submetrie iiber runden Punkten regulédr und spaltend ist und noch ein
paar andere hiibsche Sétze.

Wir beginnen mit einem Schliisselresultat.

Lemma 8.1. Seien ¥, S Rdume mit Krimmung > 1. Seien y,z € S
zwei Punkte mit: rad.S = max(d,) = d(y,z) > 5. Ist f : X — S eine
Submetrie, so ist y ein Fizpunkt von f.

Beweis. Sei x ein Urbild von y. Da dp, = d, o f gilt, muBl dp, in = ein
Maximum annehmen. Gébe es noch ein Urbild x; von y, so miifite fiir
jede Kiirzeste v zwischen x und z; eine horizontale Kiirzeste n zwischen
r und z € F, existieren, die mit v einen Winkel < 7 einschlieit. Dann
ergébe sich aus der Kriimmungsschranke aber, da d(y, z) = d(z, ) >
d(x1, z) gelten muf, was der 1-Lipschitz Eigenschaft von f widerspricht.

Ist S ein runder Raum, so gibt es fiir jedes y ein z mit d(y,z) =

rad.(S) > 5 (Fakt 2.21) und aus Lemma 8.1 schlieflen wir:
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PROPOSITION 8.2. Seien 3, S Rdume mit Krimmung > 1, f :
> — S eine Submetrie. Ist S rund, so ist f eine Isometrie.

Wir erhalten einen Teil des Beweises von Proposition 6.16, ndmlich:

Korollar 8.3. Ist f : X — S eine Submetrie, so ist f tiber jedem
runden Punkt requldr.

Wir beweisen jetzt eine nach unserer Meinung erstaunliche Verall-
gemeinerung von Proposition 8.2. Beachte, dafl in den folgenden zwei
Sétzen iiber den Raum N nur vorausgesetzt wird, dafl er in einem
Alexaxandrov-Raum ¥ enthalten ist. N selbst kann beliebig wild sein.
Zunichst ein

Lemma 8.4. Sei ¥ ein Alexandrov-Raum mit Krimmung > 1, N
eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von X. Ist p : N — S* eine
surjektive 1-Lipschitz Abbildung, so ist p eine Isometrie.

Beweis. Seien x1,z5 in N beliebig, y; = p(x;). Sei ferner a der Anti-
podenpunkt von y; und z ein Urbild von a. Dann ist z ein Antipode
von z; und wir erhalten: m = |zxo| + |zo21| > |ays| + |yoy1| = 7. Wir
erhalten |xox1| = |yay1]. O

PROPOSITION 8.5. Sei > ein Raum mit Krimmung > 1, S ein
runder Raum und N eine beliebige (!!) abgeschlossene Teilmenge von
Y. Ist f: N — S eine Submetrie, so ist [ injektiv, d.h. eine Isometrie.

Beweis. Da die Menge der Riemannschen Punkte in S iiberall dicht
liegt, reicht es zu zeigen, dafl jeder Riemannsche Punkt y € S ein
Fixpunkt der Submetrie f ist. Sei x ein Urbild eines Riemannschen
Punktes y und sei z € S so gewahlt, dafl y = A(z) gilt (vgl. Fakt 2.21),
i.e. d, nimmt in y sein Maximum an.

Jede von y ausgehende Kiirzeste kann zu einer von = ausgehenden, in
N liegenden hororizontalen Kiirzesten hochgehoben werden. Sei G C
YN C X% der Abschlufl der Menge der Anfangsrichtungen von eben
erwahnten horizontalen Kiirzesten. Die auf natiirliche Weise definierte
Projektion p : G — ¥,S ist surjektiv und 1-Lipschitz. Aus 3,5 = S*
folgt nun (Lemma 8.4), dafl p eine Isometrie ist. Insbesondere gilt wegen
Lemma 2.14 ¥,¥ = G * Pol(G). Sei nun K C G die Teilmenge der
Richtungen, in die eine horizontale Kiirzeste von x zu F, lauft. Nach
unserer Wahl nimmt dp, auf N in x sein Maximum an, deswegen mufl
K im Raum G Z-dicht liegen. Dann liegt K auch in 3,3 7-dicht. Falls
jetzt z1 ein zweites Urbild von y in N wére, so kénnte man fiir jede
Kiirzeste v = zx; eine in N liegende horizontale Kiirzeste n zwischen
F. und z finden, die mit v einen Winkel < 5 einschloBe. Wir hatten
dann d(xy, F,) < d(z, F,) = d(y, z) -Widerspruch. O
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PROPOSITION 8.6. Seien X, S, Z Rdaume mit Krimmung > 1, N
eine beliebige (!!) Teilmenge von 3 und f : N — S* Z eine Submetrie,
fiir die S und Z in Fix(f) liegen. Ist S rund, so ist f eine Isometrie.

Beweis. Sei p € Z beliebig und betrachte N = f~1(S  {p}). Die Ein-
schrinkung f : N — S {p} ist eine Submetrie und es reicht zu zeigen,
dafl diese injektiv ist. Wir identifizieren f~'(p) mit p und f~*(S) mit
S.

Sei z € N beliebig. Das Bild f(x) liegt auf einer Kiirzesten zwischen
S und p, also mufl auch x auf einer horizontalen Kiirzesten zwischen
S und p liegen (der Hochhebung der Kiirzesten durch f(x)). Damit
erhalten wir eine natiirliche Abbildung D : X,N — X,(S * {p}) =
S. D ist wieder eine Submetrie (es folgt z.B. daraus, dafl in diesem
Fall T,N = limw(%j]v ,p) fiir jede Nullfolge r; gilt. D ist einfach die
induzierte Submetrie). Wegen Proposition 8.5 ist D injektiv. Daraus
folgt die Injektivitdt von f. O

Nun kommen wir in die gewohnte Situation zuriick. Alle vorkom-
menden Raume sind wieder Alexandrov-Raume.

PROPOSITION 8.7. Ist f : ¥ — S % Z eine Submetrie und ist S
rund, so spaltet ¥ in S« W und f ist gleich id *x g fiir eine Submetrie
g W —=Z.

Beweis. Wegen Proposition 8.5 liegt S in Fiz(f). Sei S das zu S iso-

metrische Urbild von S. Wir sehen, daf f=1(Z) = Pol(S) gilt und jeder
Punkt aus ¥ auf einer Kiirzesten zwischen S und W := f~1(2) liegt.
Aus Lemma 2.23 folgt, daf fiir alle y € S und w € W: d(y,w) = z
gelten mufl. Aus Proposition 11.1 wissen wir nun, daf eine natiirliche
Submetrie P : ¥ — S x W existiert, fiir die S und W in der Fix-
punktmenge liegen. Wegen Proposition 8.6 ist P eine Isometrie. Die

Behauptung ist jetzt klar. U

Nun beweisen wir den Rest von Proposition 6.16, wie schon mehrfach
angekiindigt.

Sei f: CY — C'S eine homogene Submetrie. Aus Lemma 2.23 folgt,
daB falls H oder V' rund sind, d(h,v) = 5 fiir alle h € H und v € V/
gilt, i.e. f ist fastspaltend. In beiden Féllen erhalten wir eine Submetrie
P:3 — H+V mit HUV C Fiz(P). Diese Submetrie mufl dann wegen
Proposition 8.6 eine Isometrie sein, i.e. f ist spaltend.

Ist nun S rund, so ist f wegen Korollar 8.3 regulér und H ist rund.

Damit ist f auch spaltend.
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9. DISKRETE SACHEN

Diskrete Submetrien, denen wir uns jetzt zuwenden, sind, wie schon
einmal erwahnt, besonders einfach aber trotzdem sehr interessant.

PROPOSITION 9.1. Fiir eine Submetrie f : X — 'Y sind folgende
Bedingungen dquivalent:

(1) Die Submetrie ist diskret;

(2) Es gibt keine vertikalen Richtungen.
(3) Jede Richtung ist horizontal;

(4) dim(X) = dim(Y");

Beweis. Nach Lemma 5.2 sind (2) und (1) dquivalent. (3) und (2) sind
nach Proposition 6.4 dquivalent. Ist x ein Punkt in der regulédren Faser
F,, so folgt aus (3) ¥, = H, = X, und damit (4). Aus (4) folgt aber,
daB fiir ein y mit £,Y = S* und jedes x € F, in X, X keine vertikalen
Vektoren existieren und damit die regulére Faser F, diskret ist. 0

Bemerkung 9.1. Wir sehen also, dafi eine nicht diskrete Submetrie die
Dimension verkleinert. Damit kann man jede zusammenhéngende Sub-
metrie als Komposition von zusammenhéngenden Submetrien darstel-
len, die alle in eben diesem Sinne irreduzibel sind (d.h. sich nicht als
nichttriviale Komposition von zusammenhingenden Submetrien dar-
stellen lassen). Bedauerlicherweise ist diese Zerlegung nicht eindeutig
bestimmt, wie man leicht einsieht. Beachte, dafl solche Faktorisierun-
gen der Submetrie f : X — {pt} zusammenhéingenden Submetrien
f X — Y entsprechen.

Sei f: X — Y eine diskrete Submetrie. Sei y € Y beliebig und sei €
so gewéhlt, daBB Punkte aus F), gegenseitigen Abstand > 3e voneinander
haben. Betrachtet man dann fiir jedes x € F, den Ball B,(z), so sieht
man, daf fiir jedes z aus diesem Ball jeder zu z nahe Punkt z; auch in
diesem Ball liegt. Insbesondere ist f : B.(z) — B(y) eine Submetrie,
die z als Fixpunkt hat. Folglich ist jede Kiirzeste xzz fiir jeden Punkt
z € B.(x) horizontal und wir erhalten:

Lemma 9.2. Sei f: X — Y eine diskrete Submetrie. Dann ezistieren
auf jeder Kiirzesten v zwischen x und T in X eine Folge von Punkten
T = T1,To, ..., Ty, =, s.d. x; und x;+1 nah sind, i.e. jede Kiirzeste in
X wird in endlich viele Kiirzeste in'Y gefaltet.

Ist y zudem regulér, so folgt aus der Existenz der Holonomie, dafl
jeder andere Punkt aus B.(x) auch ein Fixpunkt der Submetrie f :
B(z) — B(y) ist, d.h. f : B(x) — B(y) ist in diesem Fall eine
Isometrie. Wir erhalten also:
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PROPOSITION 9.3. Fiir jede diskrete Submetrie ist die Menge der
requldren Punkte offen und f ist tiiber dieser Menge eine Uberlagerung.

Da die Menge der reguldren Punkte volles Mafl hat, sehen wir ferner:

Lemma 9.4. Ist X ein Alexandrov-Raum mit endlichem Volumen, so
gilt fiir jede diskrete Submetrie f: X — Y : vol(Y) = 1vol(X), wobei k
die Michtigkeit der requldren Faser ist.

Bemerkung 9.2. Wir sehen, daf§ bei einer diskreten Submetrie f : X —
Y die Richtungsrdume iiber den reguldren Punkten gleich bleiben,
wihrend die Richtungsrdume iiber anderen Punkten gréfier werden und
der Raum X mehr als Y einer Mannigfaltigkeit dhnelt.

Eine natiirliche diskrete Submetrie gibt es iiber jedem Raum Y mit
nichtleerem Rand. Verklebt man nédmlich Y lings des Randes mit sich
selbst, so entsteht nach [PP94a] ein Raum Y mit derselben Kriimmungs-
schranke und die kanonische Abbildung f : Y — Y ist natiirlich eine
Submetrie.

Ist andererseits Y ein Raum ohne Rand, so konnen wir diskrete Sub-
metrien iiber Y mit dem folgenden hiibschen Satz beschreiben, der
direkt aus Proposition 9.3 und Korollar 7.6 folgt.

PROPOSITION 9.5. Set Y ein Raum ohne Rand. Dann entsprechen
diskrete Submetrien mit Basis Y (deren Totalraum ein Alexandrov-
Raum ist) eineindeutiq zusammenhingenden Uberlagerungen der to-
talkonvexen, offenen Menge D der dicken Punkte von Y, deren Ver-
vollstandigungen von unten beschrinkte Kriimmung haben.

Nun beschreiben wir eine interessante Klasse von diskreten Subme-
trien. Sei Y ein kompakter 2-dimensionaler Alexandrov-Raum ohne
Rand. Y ist dann eine topologische Mannigfaltigkeit und die Menge S
der Punkte mit nicht-rundem Link ist endlich. Falls Y nicht die Sphére
ist oder falls die Kardinalitdt von S grofler 2 ist,kann man, wie in der
Theorie der zweidimensionalen Orbifolds (vgl. [Thu78]), eine endliche
zusammenhingende Uberlagerung XvonY =Y \ S finden, die in
Punkten iiber S so oft wie nur moglich verzweigt, i.e. falls in y € S fiir
den Richtungsraum 7 > rad(3,Y) > 747 gilt, so ist in jedem Urbild
von y der Verzweigungsgrad genau k.

Man stellt leicht fest, daB der AbschluB X von X dieselbe Kriimmungs-
schranke wie Y hat und dafl jeder Punkt in X rund ist.

Bemerkung 9.3. Wir mochten vom letzten Beispiel ausgehend ein wei-
teres Feld fiir submetrielle Betédtigungen erwdhnen. Es ist nicht un-

natiirlich, wenn auch etwas gewagt, zu hoffen, dafl man mit Hilfe von
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Submetrien einige (alle?) extremale Teilmengen eines gegebenen Alexandrov-
Raumes auflésen kann, d.h. Submetrien f : X — Y zu finden, s.d. der
Raum X weniger extremale Teilmengen als Y besitzt.

10. FAKTORISIERUNGSSATZ

In diesem Abschnitt zeigen wir induktiv iiber die Dimension von X:

THEOREM 10.1. Jede Submetrie f : X — Y zwischen Alexandrov-
Réaumen lifit sich als Komposition einer zusammenhdngenden und ei-
ner diskreten Submetrie darstellen.

Wir beginnen mit einem Lemma, das die Aussage lokalisiert:

Lemma 10.2. Sei f : X — Y eine Submetrie. Dann sind dquivalent:

(1) f faktorisiert als po f, wobei f eine zusammenhingende und p
eine diskrete Submetrie ist.

(2) Die Zerlegung von X in Zusammenhangskomponenten der Fa-
sern von f st dquidistant.

(3) Ist fiir eine Kirzeste yz in Y die Holonomie p,, : F, — F,
wohldefiniert, so bildet sie Zusammenhangskomponenten sur-
jektiv auf Zusammenhangskomponenten ab.

Beweis. Bis auf die Implikation (3) nach (2) ist alles trivial. Sei also
(3) erfiillt. Sei zunéchst K die Zusammenhangskomponente einer Faser.
Wiéhlt man € so klein, dal andere Zusammenhangskomponente der
Faser von K Abstand > 2¢ zu K haben, so folgt aus (3), daf fiir
jede andere Zusammenhangskomponente K einer anderen Faser mit
d(K,K) < e die Komponenten K und K #quidistant sind.

Seien nun A und B zwei beliebige Komponenten von zwei Fasern,
und sei v : [a,b] — Y eine Kiirzeste zwischen A und B der Lénge
d = d(A, B). Bezeichne fiir jedes t € [a,b] als F; die Zusammenhangs-
komponente der Faser durch 7(t¢), insbesondere ist A = F,, B = Fy,.
Fiir jedes t sei ¢; wie oben fiir K = F; gewéhlt. Wir finden endlich viele
tr, s.d. Bélle Uy, um ~(t;) mit Radius ¢, ganz ~ iiberdecken. Wenn
wir ein paar t, rausschmeissen, kénnen wir annehmen, dafl t5,, > t;
gilt und dafl der Schnitt von Uy, und Uy, einen Punkt ~(t, +%) enthilt,
wobel tj, < tk+% < tgyq gilt.

Nach Wahl der U, erhalten wir fiir jede Zahl j = 0,%,1,..,n und

)99
jedes z; € Fy, : d(xj,Ft,#) = tj 1 — t;. Durch Summieren erhalt
man daraus: d(zy,, Fy,) < [t; — t;]. Insbesondere gilt fiir jedes ¢ € A:
d(q, B) < d und da dasselbe fiir B gilt, sind A und B dquidistant. [
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Wir sehen, dafl die Faktorisierung von f, falls sie existiert, eindeutig
ist. Die zusammenhéngende Submetrie f nennen wir in diesem Fall die
universelle Hochhebung von f.

Sei also Theorem 10.1 fiir Dimensionen < n bewiesen. Wir zeigen,
daf die Bedingung (3) aus Lemma 10.2 erfiillt ist, auch wenn dim(X) =
n gilt.

Wir beginnen, wie immer, mit einfachen Lemmata:

Lemma 10.3. Sei f : X — CS eine homogene Submetrie. Dann ist
fiir jede Zusammenhangskomponente Fy einer Faser F die Menge Fiy N
CH eine Zusammenhangskomponente der Faser FNCH der Submetrie

f:CH—CS.

Beweis. Lemma 6.5 ergibt, dafl F' aus allen Elementen der Form x =
h + v besteht, wobei h in FF' N CH" liegt. Direkt folgt, dafl F{ aus
allen Elementen der Form h + v besteht, wobei h in Fy N C'H" liegt.
Insbesondere ist Fy N C'"H zusammenhéngend. Da Fjy in F' offen und
abgeschlossen ist, ist auch FoNCH in FFNC H offen und abgeschlossen.
Zusammengenommen ist FyNC'H eine Zusammenhangskomponente der
Faser FNCH. dJ

Lemma 10.4. Sei f : CX — CS eine homogene Submetrie, dim(X) =
n—1. Sei FS emne Zusammenhangskomponente einer Faser I,. Dann

sind Fz? und C'V dquidistant.

Beweis. Fiir jedes x € F) C Fy gilt d(x,CV) = d(F,,CV) = d(y,0) =
ly|. Wir miissen also zeigen, daf} d(v,F;)) = |y| fiir jedes v € V gilt,
oder dquivalent dazu, daf F?? einen zu v nahen Punkt enthalt.

Wegen Lemma 10.3 ist es dquivalent dazu, dafl die Zusammenhangs-
komponente Fyo NCH der Faser F,NC'H der Submetrie f : CH — CS
nichttrivialen Schnitt mit C'H" besitzt. Wir miissen also beweisen, daf3
jede Zusammenhangskomponente jeder Faser der Submetrie f : H — S
nichttrivialen Schnitt mit A hat.

Nach Induktion sind die Komponenten der Fasern von f : H — S
aquidistant. Sei Fz? eine Zusammenhangskomponente einer Faser F),
die H nicht schneidet. Dann gilt es auch fiir eine Zusammenhangskom-
ponente der Faser jedes Punktes in einer kleinen Umgebung von y, i.e.
wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dafl y ein Riemannscher Punkt ist.

Sei in diesem Fall Fy1 eine Zusammenhangskomponente von Fy, die
H in einem Punkt h schneidet. Sei h ein Punkt von FY mit d(h, h) =
d(h, Fyo), i.e. jede Kiirzeste hh ist horizontal beziiglich der universellen
Hochhebung f : H — S von f. Wegen Lemma 9.2 ist ein Anfangsstiick

hhg von hh horizontal beziiglich f,i.e. hg ist ein zu h beziiglich f naher
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Punkt. Wegen der Regularitét von y ist hg der einzige zu h nahe Punkt
in der Faser f~!(f(hg)). Da nach Lemma 6.11 die Einschrinkung von
f auf H eine Submetrie ist, muB ho in H liegen. Wir haben also eine
Kiirzeste hhoh in H fiir die hq in H liegt.

Wegen Lemma 6.6 liegt dann auch h in H - Widerspruch. U

Nun kénnen wir endlich Theorem 10.1 beweisen.

Sei f: X — Y eine Submetrie, dim(X) = n. Sei p,, : F, = F), eine
Holonomie, F' sei eine Komponente von F,. Die Menge G = p,,(F) ist
abgeschlossen und wir miissen zeigen, dafl G in F, offen ist. Sei sonst
xq1 ein Punkt in F}, \ G, der nicht weit von G liegt und wéhle ein x
aus G mit d(z;,2) = d(x1,G) und eine Kiirzeste n : [0,¢] — F, in
der inneren Metrik von F), zwischen z; und z. Da die innere Metrik in
F, zur induzierten Metrik lokal Lipschitz-dquivalent ist, gilt fiir jedes
z auf n: d(z,G) > Ld(Z,x) mit einem festen L. (d bedeutet immer
die induzierte Metrik, nicht die innere! ). Wir wihlen eine Folge von
Punkten xj, auf n mit d(zy, z) = 1.

Seien nun zj, die Folge von Punkten auf der Kiirzesten zy mit d(z, y) =
1

Toorr- Wir haben p., = p., o p.., und die zweite Abbildl{ng ist ein
Homoomorphismus. Wir bezeichnen die Komponente p.,, (F') von F,,
als F.

Nun betrachten wir fiir einen Ultrafilter w die Konvergenz f : (X, z) —
(Y,y) gegen Df, : T,X — T,Y. Die Fasern F,, C %(X, x) konvergie-
ren gegen eine Faser F' der homogenen Submetrie Df,, die Folge x
gegen ein v € V,. Sei Fy der w-Limes der Komponenten Fj. Wegen
d(zg, G) > 100d(Fy, F,) enthélt Fj keinen zu v neahen Punkt. Wenn
wir jetzt zeigen, dafl Fj offen und abgeschlossen ist, erhalten wir einen
Widerspruch zu Lemma 10.4.

Fy ist als w-Limes natiirlich abgeschlossen. Die Offenheit in F' be-
weisen wir jetzt mit dem Kirszbrauntheorem (Proposition 2.11).

Wegen Theorem 7.2 ist der Abstand von F zu anderen Komponenten
von F, groBer e > 0. Wir betrachten die Abbildung P : F, U F,, —
M, die F, auf einen Punkt a, F auf einen Punkt b und alle anderen
Komponenten von F, auf einen Punkt ¢ abbildet, s.d. d(b,c) = € und
d(a,b) =d(a,c) =d(F,, F,) = d(y, ) gilt.

Diese Abbildung ist offensichtlich 1-Lipschitz und muf sich nach Pro-
position 2.11 1-Lipschitz auf ganz X ausdehnen lassen. Dabei muf3 jede
horizontale Kiirzeste zwischen F, und Fj isometrisch auf die Kiirzeste
ab bzw. ac abgebildet werden und wir sehen, dafl der Abstand zwischen
F, und anderen Komponenten von F, in +(X,z) uniform von unten

beschrénkt ist. Daraus ergibt sich natiirlich die Offenheit von Fj in F'.
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11. SPALTUNGEN UND SUBMETRIEN

Wir zeigen nun einen Satz, der Spaltungen von Alexandrov-Raumen
in Verbindung mit Submetrien bringt.

PROPOSITION 11.1. Se: ¥ ein Alezandrov-Raum mit Kriimmung
> 1. Seien ferner H und V' konvexe Teilmengen von ¥ mit der Eigen-
schaft, daf$ fiir alle h € H undv € V:d(h,v) = § gilt. Sei N die Menge
aller Punkte, durch die eine Kiirzeste von H nach V' lauft. Dann lassen
sich die natiirlichen Einbettungen von H und V nach H %V eindeutig
zu einer 1-Lipschitzabbildung P : N — H %V ausdehnen und P ist
eine Submetrie. Insbesondere ist P genau dann eine Isometrie, wenn
es injektiv ist.

Beweis. Falls eine 1-Lipschitzausdehnung Py : N — H * V existiert,
so mufl es jede Kiirzeste zwischen H und V auf die entsprechende
Kiirzeste in H x V schicken. Da in ¥ keine Verzweigungen existieren,
ist fiir x € N\ (H UYV) die = enthaltende Kiirzeste zwischen H und V/
eindeutig bestimmt und die Abbildung Py wohldefiniert, stetig und
surjektiv.

Geht man von H und V zu kleineren konvexen Teilmengen H C H
und V C V iiber, so ist die fiir die entsprechende Teilmenge N von
N definierte Abbildung Py y : N — H %V die Einschrinkung der
Abbildung Pp . Deswegen diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl H und
V' Kiirzeste y; bzw. 75 sind. Da in diesem Fall H % V' eine konvexe
Teilmenge von S? ist, folgt aus Proposition 2.11, dal P tatséchlich
1-Lipschitz sein muf.

Nun zeigen wir, dafl Py eine Submetrie ist. Zunéchst eine leichte
Bemerkung.

(*) Sei v € V beliebig gewihlt. Fiir hy,hy € H und beliebige
Kiirzeste vhy und hihs miissen vhy und hihy C H nach To-
ponogov ein sphérisches Dreieck einschlieflen, das unter P iso-
metrisch abgebildet wird.

Es folgt, dafl jedes p aus N mit v innerhalb von N durch eine
Kiirzeste verbunden ist und jede solche Kiirzeste ist horizontal. Wir
erhalten also eine 1-Lipschitz Abbildung D : T,N — T,(V x H) =
(T, V) % H. Bezeichne in T,N als K die Menge der Richtungen, in
die eine Kiirzeste von v nach H lauft. Wir sehen, dafl T, N die Form
(T,V) * K hat und die Abbildung D hat die Form id x Dy, wobei Dy
die Einschrankung von D auf K ist. Nun ist aber Dy wegen (*) eine
Submetrie. Wir sehen, dafl D und damit auch P Submetrien sind. []

45



Bemerkung 11.1. Beachte, dal N nicht konvex zu sein braucht. Ist
es jedoch konvex, so kann man ¥ durch N ersetzen und in die etwas
einfachere und deutlich hiibschere Situation aus Abschnitt 6.3 gelangen.

Mit Proposition 8.6 erhalten wir den wichtigen Spezialfall:

Korollar 11.2. Seien 3, H,V wie oben und sei H rund. Dann ist die
Submetrie Pyy eine Isometrie.

Daraus folgt nun mit Hilfe von Lemma 2.21:

PROPOSITION 11.3. Se: ¥ ein Raum mit Krimmung > 1, H ein
abgeschlossener, (total)konvezer, runder Teilraum von . Dann span-
nen H und Pol(H) eine zu H % Pol(H) isometrische (total)konveze
Teilmenge von % ein.

12. MANNIGFALTIGKEITEN

Dieser Abschnitt ist eine Art Vorschau einer Fortsetzung, in der wir
Submetrien von Riemannschen Mannigfaltigkeiten beschreiben. Wir
beweisen einige leichte Resultate iiber Submetrien von Sphéren, die
im zweiten Teil der Dissertation benutzt werden.

12.1. Differentiale. Wie gewohnt fangen wir mit einem leichten Lem-
ma an.

Lemma 12.1. Jede konveze 5-dichte Teilmenge H von S™ ist gut (vgl.
Definition 6.1), i.e. fir V.= Pol(H) liegt jedes x € S™\ (H UV)
auf einer Kiirzesten der Linge 3 zwischen H und V. Fiir jedes v ist
HY konvex und H ist die mazimale in H enthaltene totalgeoditische
Sphire.

Beweis. Wenn die Aussage nicht direkt einleuchtet, kann man sie aus
Theorem 6.13 und Beispiel 6.2 folgern. U

Nun folgen aber schon die ersten Sétze {iber Differentiale von Sub-
metrien in den Riemannschen Punkten.
Aus Lemma 12.1 und Theorem 6.13 erhalten wir:

Lemma 12.2. Ist f : CS"" = R" — CX eine homogene Submetrie,
H c S™ ! die Menge der horizontalen Richtungen, so ist H die maxi-
male in H enthaltene Sphdre. Insbesondere ist ¥ Basis der Submetrie
f:S* =3 mit einem k < n.

Eine Unmenge von Folgerungen ergibt sich:

Lemma 12.3. Fiir eine homogene Submetrie f : R™ — CY sind dqui-

valent:
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f st spaltend;

f ist fastspaltend;

Die Menge H der horizontalen Richtungen ist eine Sphdre;
Die Menge V' der vertikalen Richtungen ist leer oder eine Sphdre.
In S™ 1 existieren keine antipodalen Punkte h,v mit h € H und
ve V.

(6) Die Menge H der horizontalen Vektoren ist invariant unter der
Antipodenabbildung.

Desweiteren

Lemma 12.4. Fiir eine homogene Submetrie f : R" — C¥ sind dqui-
valent:

(1) f ist reguldr;

(2) X ist eine Sphire S';

(3) X ist ein runder Raum;

(4) X ist ein dicker Raum.

Ubertragen auf die Differentiale bedeutet das:

PROPOSITION 12.5. Sei M eine Alezandrov-Raum, in dem jeder
Punkt ein Riemannscher Punkt ist; f : M — B eine Submetrie. Dann
ist jeder Richtungsraum X,B von B die Basis einer Submetrie von
einer Sphire S* (k kann natiirlich variiren). f ist in x requldr genau
dann, wenn Yy, B eine Sphdre ist. In diesem Fall ist f in jedem Punkt
der Faser Fy,) reguldr. Insbesondere stimmt die Menge der reguliren
Punkte der Submetrie f mit der Menge der Riemannschen Punkte und
mit der Menge der dicken Punkte von B 1tiberein, folglich ist sie offen
und totalkonvex. f ist im Punkte x € M spaltend genau dann, wenn
der horizontale Raum H, eine euklidische Sphdre ist.

12.2. Fasern. Schon wieder leitet die Erzédhlung ein sehr leichtes Lem-
ma ein.

Lemma 12.6. Sei M]' = M. Punkte my, ma, x,y aus M mdégen d(z, m;)
d(y, m;) erfillen. Dann gilt auch fir jedes h auf der Kiirzesten zwischen
my und msy die Ungleichung d(z,h) > d(y, h).

Beweis. Wir betrachten die Abbildung P : {mq, my, z,y} — M2, die x
und y auf einen Punkt a, m; auf b und my auf ¢ schickt, s.d. d(a,b) =
d(x,my), d(a,c) = d(x,my) und d(b, c) = d(mq, ms) gilt.

P ist 1-Lipschitz und muf} sich 1-Lipschitz auf ganz M ausdehnen
lassen (wegen Proposition 2.11). Dabei mufl das Dreieck mimsx iso-
metrisch abgebildet werden und wir sehen, da8 d(y, h) > d(z, h) gelten

O

muf.
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Korollar 12.7. Sei A C M} beliebig, a € A. Dann ist die Menge N,
der Punkte x € M mit d(x, A) = d(z,a) konvex.

Unmittelbar folgt daraus

PROPOSITION 12.8. Set M = M} f: M — B eine Submetrie,
m € M. Dann ist die Menge N,, der zu m nahen Punkte konvezx.

Wir erinnern an

Definition 12.1. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir sa-
gen, dafl eine Teilmenge F' C M positive Reichweite hat, wenn in einer
Umgebung U von F' die Projektion auf F' eindeutig bestimmt ist, d.h.
wenn fiir jedes v € U genau ein p € F' mit d(u,p) = d(u, F') existiert.

Enthélt U alle Punkte mit Abstand < r zu C, so sagen wir, daf die
Reichweite von F' grofler als r ist.

Der Begriff ist von Federer ([Fed59]) im euklidischen Raum ein-
gefiihrt worden. In allgemeinen Mannigfaltigkeiten wurde er in [Ban82]
und [Kle80] untersucht. Es stellt sich heraus ([Ban82]), dafi der Begriff
nicht von der Metrik sondern nur vom C"!-Atlas der Mannigfaltigkeit
abhéngt.

Beispiele von Mengen positiver Reichweite sind konvexe Mengen und
CYH1-Untermannigfaltigkeiten. Die in Beispiel 1.5 konstruierte Teilmen-
ge S von H? hat Reichweite oo.

Wir werden folgenden Satz ([Fed59],p.450) benutzen.

Fakt 12.9. Jede Menge F positiver Reichweite enthdlt eine tiberall
dichte, in F offene Teilmenge U, die eine CY' Untermannigfaltigkeit
von M ist.

Nun kénnen wir leicht folgenden Satz beweisen.

PROPOSITION 12.10. Set M = M;', f: M — B eine Submetrie,

dann hat jede Faser von f positive Reichweite.
Proposition 12.10 ergibt sich direkt aus der folgenden

PROPOSITION 12.11. Sei f : M — B wie oben. Dann gibt es fiir
jeden Punkt y € B eine positive Zahl €, s.d. in jede Richtung v € X, B
eine Kiirzeste der Linge € lduft.

Beweis. Sei x € F, ein beliebiges Urbild von y. Da df, : H, — ¥, B
eine Submetrie ist, reicht es zu zeigen, dafl in jede Richtung aus H,
eine horizontale Kiirzeste fester positiver Lange lauft. Betrachte die to-

talgeoditische Untermannigfaltigkeit 7" von M, die im Punkte z als
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Tangentialraum CH, hat (beachte, daB H, eine Sphire ist) und be-
trachte den Durchschnitt 7'M N,. Es ist eine konvexe Menge und wir
brauchen nur zu zeigen, dal x nicht am Rand von T'N N, liegt.

Nun lduft aber in 3, B in fast jede Richtung eine Kiirzeste. Folglich
liuft in eine dichte Menge von Richtungen aus H, eine horizontale
Kiirzeste in T'N N,. Daraus ergibt sich die Behauptung. U

Als Korollar erhalten wir aus Fakt 12.9 und Proposition 12.3 die fiir
allgemeine Alexandrov-Réaume ohne Beweis weggekommene Propositi-
on 7.8.

Korollar 12.12. Ist M = M}, f : M — B eine Submetrie, so gibt es
in jeder Faser F eine offene dichte Teilmenge O, in der die Submetrie
spaltend ist.

12.3. Submetrien von Sphéren. Nun ein erstes Resultat iiber Sub-
metrien von Sphéren. Aus Korollar 4.8 und Lemma 8.1 erhalten wir
unmittelbar:

Lemma 12.13. Sie f : S™ — B eine Submetrie. Dann sind fir einen
Punkt y € B dquivalent:

(1) In B besitzt y einen Antipoden.
(2) Es gibt ein z € B, mit rad, = d(z,y) > 3.
(3) y ist ein Fizpunkt von f.

Jetzt sehen wir mithelos

PROPOSITION 12.14. Sei f : S™ — B eine Submetrie. Dann spal-
tet B in B = S*x By und es gilt diam(B,) < Z.

Beweis. Betrachte die kanonische Zerlegung B = S*x By mit diam(By) <
7. Dann liegt S* in der Fixpunktmenge von f, S™ spaltet in S¥* Sn—+~1
und f ist das Produkt idx fy, wobei fy die Einschrankung der Submetrie
f auf S"F1 s,

Gélte nun diam(By) > 7, so hétte nach Lemma 8.1 f; einen Fixpunkt
y € By und dieser Punkt héatte wegen Lemma 12.13 einen Antipoden,
was diam(By) < 7 widerspriche. O

12.4. Spaltende Submetrien. Wir wollen zeigen, dafl wenn f : 5™ —
B eine spaltende Submetrie ist, und man in eine horizontale Richtung
mit einer Geodétischen loslauft, man immer horizontal bleibt. Dies ist
im wesentlichen eine Aussage iiber Fokalpunkte von C'!-Untermannigfaltigkeiten.
Da wir keine passende Referenz gefunden haben, beweisen wir dies
mit Hilfe von Quasigeodétischen, obwohl das einem Kanonenschufl auf

Spatzen gleicht.
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Definition 12.2. Sei ¥ ein Alexandrov-Raum mit Kriimmung > 1.
Punkte z,y € X heiflen polar, wenn in ¥ gilt: d, +d, < 7.

Bemerkung 12.1. Hat x in ¥ einen Antipoden y, so ist y natiirlich der
einzige polare Punkt von x. Im allgemeinen sind polare Punkte nicht
eindeutig definiert (in einem Raum mit diam < 7 sind je zwei Punkte
polar), aber jeder Punkt besitzt einen polaren Punkt (vgl.[PP94b]).

Bemerkung 12.2. Man sollte polare Punkte nicht mit der polaren Teil-
menge verwechseln.

Petrunin hat Quasigeodétische als raffinierte Verallgemeinerungen
von Geodétischen in Alexandrov-Raumen definiert. Und zwar sind es
nach der Bogenlange parametrisierte Kurven, die gewissen Konvexitéts-
bedingngen geniigen. Wir werden die komplizierte Definition nicht wie-
derholen und nur einige Resultate aus [PP94b] angeben, die wir benéti-
gen.

Wir werden folgende Resultate benutzen:

Fakt 12.15. Eine Lipschitzkurve ist genau dann eine Quasigeoddti-
sche, wenn sie lokal um jeden Punkt eine Quasigeoditische ist. Jede
Quasigeoddtische von einem offenen oder abgeschlossenenen Intervall,
lafst sich zu einer auf ganz R definierten Quasigeoddtischen ausdehnen.
In jede Richtung v € X, X lduft eine Quasigeoddtische.

Fakt 12.16. Quasigeoddtische bilden eine abgeschlossenen Menge, i.e.
ein punktweiser Limes einer Folge von Quasigeoddtischen ist eine Qua-
sigeoddtische und die Ldngen vertauschen mit dem Limes.

Fakt 12.17. Seien v; und v zwei Quasigeoddtische, die von einem
Punkt x ausgehen. Die Zusammensetzung von v, und s ist genau dann

eine Quasigeoddtische, wenn die Anfangsrichtungen von v, und s polar
m X2 sind.

Fakt 12.18. Lduft in Richtung v € X, X eine Kirzeste n der Linge r,
so stimmt jede Quasigeodditische in Richtung v auf dem Anfangsstiick
der Linge r mit n tberein.

Bemerkung 12.3. Quasigeodétische sind enorm wichtig, weil der Ver-
gleichssatz von Toponogov sich auf sie tibertragen 1dt. Dieses grund-
legende Resultat wird fiir uns jedoch keine Rolle spielen.

Sei nun f : S™ — B eine Submetrie. Dann ergibt sich aus Fakt 12.18
und Proposition 12.11:

PROPOSITION 12.19. Jede Quasigeoddtische in B besteht aus ei-

ner Zusammensetzung von Kiirzesten. Genauer gilt: Seiy : [0,00) — B
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eine Quasigeoddtische. Sei ty = 0 und sei firi > 1 die Zahl t; € [0, 00]
mazximal gewdhlt, s.d. vy[t;_1,t;] eine Kiirzeste ist. Dann ist t; wohldefi-
niert und mit i — oo latift t; auch gegen co. Insbesondere besteht jede
endliche Quasigeoditische (auch offene!) aus endlich vielen Kiirzesten.

Wieder Mal ein triviales

Lemma 12.20. Sei ¥ ein Raum mit Krimmung > 1, f: X — S eine
Submetrie. Sind x1 und xo polare Punkte in ¥ (vgl. Definition 12.2), so
sind auch ihre Bilder f(xy), f(z2) in S polar. Insbesondere sind Bilder
von antipodalen Punkten immer polar.

Definition 12.3. Wir nennen eine offene Geodétische v in M horizon-
tal, wenn in jedem Punkt ¢ die Ein- und Ausgangsrichtungen ~,” und
v horizontal sind.

Lemma 12.21. Sei~y : (0,a) — M eine horizontale Geoddtische. Dann
ist ihr Bild f(~y) eine Quasigeoditische in B.

Beweis. Ist x auf v beliebig, so sind wegen Proposition 12.11 ein kurzes
Ein- und Ausgangsstiick von v in x horizontale Kiirzeste. Da wegen
Lemma 12.21 die Richtungen D f,(y") und Df,(y~) in X, B polar sind,
folgt jetzt die Behauptung aus Fakt 12.17. U

Jetzt konnen wir endlich beweisen

PROPOSITION 12.22. Sei f : S™ — B eine spaltende Submetrie,
h eine horizontale Richtung. Dann ist die ganze Geoddtische 7 : [0, 00)
in Richtung h horizontal. Jedes endliche Segment von ~y ist eine Zu-
sammensetzung aus endlich vielen horizontalen Kiirzesten.

Beweis. Wir nehmen die groBite Zahl ¢y, s.d. [0, 1] eine horizontale
Kiirzeste ist. Die Richtung v in ~(¢;) ist horizontal, weil f spaltend
ist, und wir kénnen induktiv ¢, so maximal wéhlen, daBl y[t;_1, ;] eine
horizontale Kiirzeste ist. Wir miissen nur ausschlieflen, dafl die Zah-
len ¢, gegen eine endliche Zahl t konvergieren. Im Fall einer solchen
Konvergenz, wire aber die Geodétische v(0,t) horizontal und ihr Bild
f(y) wére eine endliche Quasigeodétische, die nicht aus endlich vie-
len Kiirzesten besteht. Wir erhielten einen Widerspruh zu Propositi-
on 12.19. 0

13. AUSBLICK

In diesem Abschnitt stellen wir Resultate zusammen, die fiir Subme-
trien von Mannigfaltigkeiten gelten. Sei also M eine glatte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit (es reicht vorauszusetzen, dafi M nur von beiden

seiten beschriankte Kriimmung hat), f : M — B eine Submetrie.
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PROPOSITION 13.1. B st ein Alexandrov-Raum. Es gibt eine ka-
nonische disjunkte Zerlequng B = By U By... U By, in Strata. Jede Ein-
schrinkung f : f~Y(B;) — By ist ein lokales Faserbiindel. Jedes By
ist eine CYt-Mannigfaltigkeit, im Raum B lokalkonvex und die Metrik
auf By ist durch eine Riemannsche Lipschitzstetige Metrik gegeben. Das
Stratum By, der mazimalen Dimension ist offen tiberall dicht und to-
talkonver. Die Einschrinkung f : f~1(By) — By ist eine Riemannsche
CHL-Submersion.

Bemerkung 13.1. Es scheint moglich zu sein, zu beweisen, daf§ jedes
Stratum B, lokal von beiden seiten beschréinkte Kriimmung hat. Dazu
ist es notwendig eine C11-O’Neill-Formel zu zeigen. Wir haben die
Argumente noch nicht iiberpriift.

PROPOSITION 13.2. Ist f : M — B eine Submetrie, so ist jede

Faser eine Menge positiver Reichweite.

PROPOSITION 13.3. Die Submetrie ist spaltend genau dann, wenn
jede Faser eine CY'-Untermannigfaltigkeit ist. In diesem Fall ist jede
wohldefinierte Holonomie ein Lipschitz-Faserbiindel.

PROPOSITION 13.4. Ist f eine spaltende Submetrie, so ist auch
jedes Differential eine spaltende Submetrie.

PROPOSITION 13.5. Ist jede requlire Faser eine C?-Untermannigfaltigkeit,
so ist die Submetrie spaltend. Ist jede requlire Faser C*, so ist jede

Faser C*=' wund f ist diber der Menge der requliren Punkte eine Rie-
mannsche C*-Submersion.

PROPOSITION 13.6. Set M der euklidische Raum oder die eukli-
dische Sphire, f : M — B eine spaltende Submetrie. Dann ist jede
Faser eine C*°-Untermannigfaltigkeit. Jede requldre Faser ist isopara-
metrisch.

Und schlie3lich:

PROPOSITION 13.7. Spaltende zusammenhdngende Submetrien f :
S™ — B, fiir die die Menge der requldren Punkte konstante Krimmung
1 hat, entsprechen eineindeutig isoperimetrischen Faserungen von S™.

LITERATUR

[Ban82] V. Bangert. Sets with positive reach. Arch.Math.(Basel), 38(1):54-57,
1982.
[Ber87] V. Berestovskii. Submetries of three-dimensional forms of nonnegative
curvature. Sibirsk.Mat.Zh., 28(4):44-56, 1987.
[Ber88] V. Berestovskii. Homogeneous spaces with an intrinsic metric. Do-
kl. Akad. Nauk.SSSR, 301(2):268-271, 1988.
52



[BG0O]
[BGPY2]
[Fed59]
[Fukss]
[FY94]

(GG8T]

[GGSS]
[GK95]
[GP91]
[GPY3]
[GW97]

[Heb81]
[HLS5]

[HW41]

[KL7]

[K1e80]
[LS97]
[0594]
[Per91]
[Per94]
[Pet98]

[PP94a]

[PP94b)]

V. Berestovskii and L. Guijarro. A metric characterization of Riemannian
submersions. Ann. Global Anal. Geom., 18(2):251-257, 2000.

Y. Burago, M. Gromov, and G. Perelmann. A.D.Alexandrov spaces with
curvatures bounded below. Russian Math. Surveys, 47(2):1-58, 1992.

H. Federer. Curvature measures. Trans.Amer.Math.Soc., 93:418-491,
1959.

K. Fukaya. A boundary of the set of the Riemannian manifolds with
bounded curvatures and diameters. J. Differential Geom, 28(1):1-21, 1988.
K. Fukaja and T. Yamaguchi. Isometry groups of singular spaces. Math.Z,
216(1):31-44, 1994.

D. Gromoll and K. Grove. A generalization of Berger’s rigidity theorem
for positively curved manifolds. Ann.Sci.Ecole Norm.Sup., 20(2):227-239,
1987.

D. Gromoll and K. Grove. The low-dimensional metric foliations of Eucli-
dean spheres. J.Differential Geom., 28:143-156, 1988.

L. Guijarro and V. Kapovitch. Restrictions on the geometry at infinity of
nonnegatively curved manifolds. Duke Math.J, 78(2):257-276, 1995.

K. Grove and P. Petersen. Manifolds near the boundary of existence.
J.Differential Geom., 33(2):379-394, 1991.

K. Grove and P. Petersen. A radius sphere theorem. Invent.Math,
112(3):577-583, 1993.

D. Gromoll and G. Walschap. Metric fibrations in Euclidean space. Asian
J. Math., 1(4):716-728, 1997.

J. Hebda. The regular focal locus. J.Differential Geom, 1981.

A. Hurd and P. Loeb. An introduction to nonstandard analysis. Pure and
Applied Mathematics, 1985.

W. Hurewicz and H. Wallman. Dimension theory. Princton Mathematical
Series, 1941.

B. Kleiner and B. Leeb. Rigidity of quasi-isometries for symmetric spaces
and Euclidean buildings. Inst. Hautes Ftudes Sci. Publ. Math, 86:115-197,
1997.

N. Kleinjohann. Convexity and the unique point property in Riemannian
geometry. Arch.Math.(Basel), 35(6):574-582, 1980.

U. Lang and V. Schroeder. Kirszbraun’s theorem and metric spaces of
bounded curvature. Geom.Funct.Anal, 7(3):535-560, 1997.

Y. Otsu and T. Shioya. The Riemannian structure of Alexandrov spaces.
J.Differential Geom., 39(3):629-658, 1994.

G. Perelman. Alexandrov spaces with curvatures bounded below. Pre-
print, 1991.

G. Perelman. Elements of Morse theory on Alexandrov spaces.
St. Petersburg Math J., 5(1):207-214, 1994.

A. Petrunin. Parallel transportation for Alexandrov space with curvature
bounded below. Geom.Funct.Anal., 8:123-148, 1998.

G. Perelman and A. Petrunin. Extremal subsets in Alexandrov spaces and
the generalized Liberman theorem. St.Petersburg Math J., 5(1):215-227,
1994.

G. Perelman and A. Petrunin. Quasigeodesics and gradient curves in Alex-
androv spaces. Preprint, 1994.

53



[Shi94] T. Shioya. Mass of rays in Alexandrov spaces of nonnegative curvature.
Comment. Math. Helv., 69(2):208-228, 1994.

[Thu78] W. Thurston. The Geometry and Topology of 3-Manifolds. Princton Lec-
ture Notes, 1978.

[Wal94] G. Walschap. Soul-preserving submersions. Michigan Math.J., 41(3):609—
617, 1994.

[Yam91] T. Yamaguchi. Collapsing and pinching under a lower curvature bound.
Ann. of Math., 113(2):317-357, 1991.

54



