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1 Einleitung

1.1 Einleitung

In dieser Arbeit geht es um die statistische Analyse des epidemischen Struk-
turbruchproblems fiir stochastische Prozesse mit mehrdimensionalem Parameter-
raum. Diese Fragestellung gehort zum Gebiet der Changepoint-Analyse, welches
sich mit der Frage beschéftigt, ob gegebene Beobachtungen homogen sind oder
sich in Regionen mit unterschiedlichen Verteilungen aufteilen lassen. Ist letzteres
der Fall, so ist man daran interessiert, diese Regionen durch Schétzer genauer zu
bestimmen. Oft wird der Unterschied in der Struktur der Daten, abhéngig vom
gewdhlten Modell, an Verteilungsparametern wie dem Erwartungswert oder der
Varianz gemessen. Wir werden in dieser Arbeit Verdnderungen im Erwartungs-
wert der Daten betrachten.

In der klassischen Literatur (vgl. z. B. |Csorgé und Horvath (1997)), [Brodsky und
Darkhovsky| (1993))) werden die Beobachtungen meist als Realisationen eines Pro-
zesses mit eindimensionalem Parameterraum zu bestimmten Zeitpunkten aufge-
fasst. In diesem Fall ist eine ,epidemische* Verdnderung ein Strukturbruch, bei
dem die Daten zunéchst in ihrem ,Normalzustand“ sind, dann, dhnlich wie bei
einer Epidemie, in einen verdnderten Zustand wechseln und schliefslich wieder in
ihren ,Normalzustand“ zuriickfallen. M6chte man nicht Zeitpunkte, sondern allge-
meiner Regionen mit Veranderungen feststellen, so fasst man die Beobachtungen
als Realistionen eines Zufallsfeldes mit mehrdimensionalem Parameterraum auf.
Dann entspricht der Parameter des Feldes z. B. den Koordinaten eines Punktes in
der Ebene. Im eindimensionalen Fall werden die unterschiedlichen Regionen ein-
deutig durch die Zeitpunkte der Verdnderung (Changepoints), also durch ihren
,Rand“, festgelegt. Ist der Parameterraum mehrdimensional, so lassen sich allge-
meine Regionen auch durch ihren Rand abgrenzen, aber die Beschreibung dieses
Randes ist i. Allg. komplizierter. Um das Problem zu vereinfachen, nimmt man
daher oft an, dass die Regionen eine bestimmte Form haben, die sich durch we-
nige Parameter beschreiben lésst. In dieser Arbeit werden wir stets annehmen,
dass entweder kein Strukturbruch vorliegt, oder der Parameterraum in zwei Men-
gen zerfillt: Die Region, in der der ,Normalzustand“ herrscht, und ein ,Rechteck*
(a1,b1] X -+ X (aq,b4) (d € N), in dem der Erwartungswert der Daten verédndert
ist. Dabei ist das ,,Rechteck” eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des im ein-
dimensionalen Fall betrachteten Intervalls, in dem der epidemische Strukturbruch
stattfindet. Die Punkte a,b € R? werden wir in Anlehnung an den eindimen-



sionalen Fall als Changepoints bezeichnen, da sie die Region mit veréindertem
Erwartungswert charakterisieren.

Wir werden dabei sogenannte ,off-line“ Changepoint-Analyse betreiben, bei der im
Gegensatz zur ,on-line“ Changepoint-Analyse alle Beobachtungen bereits vorliegen
und a posteriori entschieden werden muss, ob sie eine Verdnderung aufweisen.

Das Problem der Feststellung eines epidemischen Strukturbruchs wurde von |Levin
und Kline| (1985) eingefiihrt und seitdem von einigen Autoren aufgegriffen (sie-
he |Csorgs und Horvath| (1997)), |Brodsky und Darkhovsky| (1993), Huskoval (1995)
und |Antoch und Huskova (1996)) fiir mehr Referenzen). Das Testproblem fiir den
epidemischen Strukturbruch auf Zufallsfeldern wurde von |[Jaruskova und Piter-
barg (2011) unter der Annahme betrachtet, dass die Beobachtungen unabhéngig
sind. Diese Voraussetzung wollen wir nun abschwéchen, indem wir sie durch die
Annahme eines schwachen Invarianzprinzips (siehe Definition @ ersetzen, welches
Aussagen iiber die asymptotische Verteilung gewichteter Partialsummen der Felder
macht. Dies ermdglicht es uns, unabhéngig von vorgegebenen Abhéngigkeitsstruk-
turen oder Verteilungen asymptotische Aussagen iiber die betrachteten Statistiken
und Schétzer zu treffen. Da das Invarianzprinzip insbesondere von Zufallsfeldern
mit unabhéngigen Zufallsvariablen erfiillt wird (vgl. z. B.[Wichural (1969)), ergeben
sich entsprechende Aussagen tiber unabhéngige Zufallsvariablen als Spezialfall.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Im ersten Kapitel fithren wir zunédchst die hier
benutzten Notationen und Konventionen, sowie das in dieser Arbeit betrachtete
Changepoint-Modell ein. Das néchste Kapitel enthélt einen Exkurs iber den Raum
DI0,1]¢, der eine Erweiterung des klassischen Skorohod-Raums der cadlag Prozes-
se fiir Prozesse mit mehrdimensionalem Parameterraum ist. Die Betrachtung von
DI0,1]% in dieser Arbeit ergibt sich daraus, dass die hier benutzten Statistiken auf
den Partialsummen, und damit auf einer Diskretisierung der Partialsummenpro-
zesse (siehe (L.I))) beruhen. Betrachtet man den zu einem stochastischen Prozess
{X;}jeze gehorigen Partialsummenprozess, so hat dieser Pfade in D|0, 1]%. Nach-
dem wir D[0, 1]¢ als polnischen Raum eingefiihrt haben, definieren wir im niichsten
Abschnitt, was wir unter Verteilungskonvergenz in D[0, 1]¢ verstehen werden, und
zitieren ein von Bickel und Wichura| (1971) hergeleitetes Hilfsmittel zum Beweis der
Verteilungskonvergenz eines Prozesses in D[0, 1]%. Ab dem dritten Kapitel wenden
wir uns der Betrachtung des Changepoint-Problems als Test- und Schétzproblem
zu. Dabei setzen wir stets voraus, dass die betrachteten Prozesse ein schwaches In-
varianzprinzip (siehe Definition @ erfiillen. Zunéchst betrachten wir das Testpro-
blem. Als Teststatistik nehmen wir eine leichte Modifikation der in lJaruskova und
Piterbarg| (2011) betrachteten Statistik. Wir ersetzen die dortige Voraussetzung an
die Beobachtungen, unabhéngig zu sein, durch die Forderung, die Beobachtungen
mogen einem Invarianzprinzip geniigen, und zeigen, dass unter diesen Bedingungen
das asymptotische Verhalten unverdndert bleibt. Dabei folgen wir dem Vorgehen
in |Jaruskova und Piterbarg| (2011) und betrachten nicht die exakte Verteilung der
Statistik, sondern konzentrieren uns auf ihre asymptotische Verteilung, fiir deren
Tail-Verhalten wir eine Approximation herleiten. Dann zeigen wir die Konsistenz



des Tests unter der Alternative. Im vierten Kapitel schétzen wir dann die Chan-
gepoints unter einer lokalen Alternative. Schliefslich betrachten wir noch Beispiele
fiir Prozesse, die das von uns vorausgesetzte schwache Invarianzprinzip erfiillen.
Als Beispiel fiir Prozesse mit eindimensionalem Parameterraum, die das schwache
Invarianzprinzip erfiillen, betrachten wir die von [Berkes et al.| (2011]) eingefiihrten
schwach M-abhéngigen Prozesse. Berkes et al.| (2011)) zeigten fiir diese Prozesse ein
starkes Invarianzprinzip. Wir leiten aus diesem das schwache Invarianzprinzip her
und stellen einige Beispiele von schwach M-abhéngigen Prozessen vor. Als Beispiel
fiir Prozesse mit mehrdimensionalem Parameterraum, die das schwache Invarianz-
prinzip erfiillen, betrachten wir Prozesse, die einer Assoziationsbedingung gentigen.
Der Anhang enthélt einige technische Beweise.

Grundlegende Resultate und Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie, der Statistik
und der Theorie stochastischer Prozesse werden vorausgesetzt.

1.2 Definitionen, Konventionen und Hintergrund

Im folgenden Abschnitt fiihren wir einige Notationen und Definitionen ein, die
wir spéter voraussetzen wollen. Da wir in dieser Arbeit Zufallsfelder betrachten,
werden immer wieder mehrdimensionale Ausdriicke auftauchen, fiir die wir einige
Kurzschreibweisen festlegen. Um Vektoren optisch von reellen Zahlen abzugrenzen,
werden diese fett gedruckt. Zunichst einige allgemeine Definitionen. Fiir a,b € R?,
n € N und = € R definieren wir:

a<b & Vi=1,...,d: a; <

a<b s Vi=1,...,d: a; <V

atb:=(a;Lb,...,a0xby)
ab = (a1by, ..., aqby)

d
aAb:= H min(a;, b;)
i=1

na = (nay,...,nag)

la) == (laa], .. -, [aal)
d

[a] := Hai

la]l ;= max ||

x:=(z,...,z) € R?

Fiir Teilmengen I, J von R? definieren wir den Abstand

d(I,J) =inf{|j—1i||: ie ,je J}.



Fiir eine endliche Teilmenge I C R? bezeichne |I| die Kardinalitit von I. I heiftt
Rechteck, wenn a,b € R? mit a < b existieren, so dass

I = (al,bl] X (ag,bg] X oo X (ad,bd].

Ein Rechteck I in 7 sei eine Menge der obigen Form, wobei a,b € Z? und ein
Jntervall“ (21, zo] C Z eine Menge der Form

(z1,22) = {21+ 1,..., 20}

sei. Wir schreiben I = (a, b]. Analog seien auch I = [a, b] usw. zu verstehen. Fiir
a,b € Z? und z; € R sei

0, sonst.

b1 b
Z Ly = {Zjlal eyt xy, fallsa<b

a<j<b

Fiir eine Menge F sei Ip die Indikatorfunktion auf E. Fiir Folgen (a,)nen und
(bn)nen bezeichnet a, < b, die Eigenschaft, dass

limsup |a,, /b,| < oo und a,, ~ b, die Eigenschaft, dass lim a, /b, = 1. Wenn nichts
n—00 n—00

anderes angegeben ist, sei im Folgenden bei o(1), O(1), op(1), Op(1) usw. immer

die Konvergenz fiir n — oo gemeint.

Fiir ein Feld {aj};cze von reellen Zahlen schreiben wir a = )~ a;, wenn fiir alle
jezd

e > 0 ein ny € N? existiert, so dass fiir alle m,n > n, gilt

a — E CLj

—m<j<n

<eE.

Wir sagen, die Reihe ) a; konvergiert absolut, wenn Y |a;| < oo.
jezd jezd

Nun zu wahrscheinlichkeitstheoretischen Definitionen:

Definition 1. Fir einen metrischen Raum (X,B) und einen Parameterraum T
bezeichnen wir eine Familie {X;}er von Zufallsvariablen X, : (Q,A) — (X, B)
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, A, P) als stochastischen Prozess.
Definition 2. Eine Familie {X;}jeza (d € N) von reellen Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) bezeichnen wir als (reellwertiges)
Zufallsfeld.

Wie aus obigen Definitionen erkennbar, fassen wir stochastische Prozesse als Fa-
milien von Zufallsvariablen auf, deren Parameterraum mehrdimensional sein kann,
aber nicht sein muss. Offensichtlich sind Zufallsfelder insbesondere auch stochasti-
sche Prozesse. Durch den Begriff Zufallsfeld wird betont, dass der Parameterraum
mehrdimensional sein kann. Da wir im Folgenden nicht immer zwischen ein- und
mehrdimensionalem Parameterraum unterscheiden wollen, werden wir auch fiir
d = 1 von Zufallsfeldern reden. Beziehen wir uns explizit auf eine Familie {X,} ez



mit eindimensionalem Parameterraum, so werden wir diese als stochastischen Pro-
zess bezeichnen. Wenn im Folgenden von einer Zufallsvariablen, einem Zufallsfeld
oder einem stochastischen Prozess die Rede ist, werden wir den zugrunde geleg-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) nicht immer explizit erwdhnen. Wir werden
stets voraussetzen, dass (€2, .4, P) vollstdndig ist. Wenn nichts anderes gesagt wird,
sei im Folgenden mit einer Zufallsvariable stets eine reellwertige Zufallsvariable ge-
meint.

Definition 3. Fir p > 0 und eine Zufallsvariable Y bezeichne

1Y, = (E[[Y|P))/P die p-Norm von Y und LP sei der Raum der Zufallsvariablen
mit endlicher p-Norm.

Definition 4. (vgl.|Bulinski und Shashkin| (2007), S. 175) Ein Feld X = {X;};eza,
das aus quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen besteht, heifit schwach stationdr,
wenn es eine Konstante ¢ und eine Funktion r gibt, so dass fiir alle i,j € Z¢ gilt:

E[X;] = ¢ und Cov(X;, Xj) =r(i—])

Ein Feld X = {Xj};cza heifit (stark) stationdr, wenn fir allen € N, iy,...,1i, € Z*
und h € Z¢ die Vektoren (X;,, ..., X;,) und (Xi,1n,---, Xi,+n) identisch verteilt
sind.

Definition 5. Ein Zufallsfeld {Xj};cze wird als Gauf$’sches Feld bezeichnet, wenn
seine endlich-dimensionalen Verteilungen Gauf’sch, d.h. multivariat normalver-
teilt, sind. Dabei bezeichnen wir einen Vektor (X, ..., Xy), k € N, als multivariat
normalverteilt, wenn alle seine Linearkombinationen Zle a; X, a1,...,a; € R,
normalverteilte Zufallsvariablen sind.

Als mehrdimensionale Verallgemeinerung des bekannten Wiener-Prozesses werden
Wiener Felder fiir unsere Konvergenzbetrachtungen eine zentrale Rolle spielen.
Diese sind wie folgt definiert (siehe Adler| (1990)), S. 6 £.):

Definition 6. Fiir d € N seien B? die Menge der Borel-Mengen auf R? und
X das Lebesque-Maf$ auf BY. Ein Gauf’sches Weifies Rauschen ist ein Prozess
{W(A) : A € B} auf einem vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), der
fiir disjunkte Mengen A, B € B¢ mit endlichem Lebesque-Maj$ folgende Eigenschaf-
ten besitzt:

(i) W(A) ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz A\%(A).
(i) W(AU B) = W(A) + W(B) P-fast sicher
(i) W(A) und W (B) sind unabhdngig.
Das zentrierte Gauf’sche Feld {W(t)}ep,00)a mit W(t) := W((0,t]) bezeichnen
wir als Wiener Feld.
Bemerkung 7. Aus den Eigenschaften (i)-(iii) folgt fiir Mengen A, B € B? mit
endlichem Lebesgue-Majs:
EW(AW(B)] = E[W(ANB)+W(A\ B))(W(ANB)+W(B\ A))
= E[W(AN B)?
=\ (AN B)



Fiir ein Wiener Feld und s,t € [0,1]? gilt somit:
EW(s)W(t)] = X*((0,s] N (0, t]) =s At

Fiir das Weifle Rauschen und 0 < s <t < 1 besteht aufgrund von FEigenschaften
(i) und (ii) folgender Zusammenhang zwischen dem Prozess {W(A) : A € B%}
am Indez (s,t] C R? und dem Zuwachs (siche ([2.2)) von {W(t)}ieo00)e auf dem
Rechteck (s, t]:

W(sth)= Y ()" ZacsW(s+et—s) P-fs.

e€{0,1}¢

Bemerkung 8. Wie bei Wiener-Prozessen mit eindimensionalem Parameterraum
sind auch die Pfade eines Wiener Feldes fast sicher stetig (vgl. | Adlen (1990), Theo-
rem 1.2, S. 8) und es existiert eine stetige Modifikation (vgl. |Khoshnevisan| (2002),
Theorem 3.2.1, S.174).

In dieser Arbeit werden wir stets Invarianzprinzipien voraussetzen. Diese ermogli-
chen es uns, Teststatistiken und Schétzer durch den Ubergang auf asymptotische
Verteilungen zu untersuchen, ohne fiir die betrachteten Zufallsfelder bestimmte
Verteilungen oder Abhéngigkeitsstrukturen fordern zu miissen. Nun konkretisie-
ren wir, was unter einem schwachen Invarianzprinzip gemeint sein wird. Fiir ein

Zufallsfeld X = {Xj}jeza sei fiir n € N

S, (t) ;:# > X (1.1)

1<j<[nt]

der zugehorige Partialsummenprozess. Die folgende Definition wurde aus [Bulinski
und Shashkin (2007)) (Definition 5.1.4, S. 255) entnommen. Eine genaue Definition

davon, was wir unter Dﬂd verstehen, findet sich im Abschnitt .

Definition 9. Wir sagen, dass ein Zufallsfeld X = {Xj}jeza das schwache
Invarianzprinzip (auch Funktionaler Zentraler Grenzwertsatz genannt) erfillt,
wenn es ein o > 0 und ein Wiener Feld {W (t)}epye gibt, so dass fir den zu X

gehdrigen Partialsummenprozess {Sn(t)}te[o’l]d gilt:

~ DJ0,1]¢
(50(®) becront 23 {oW () beeroa, m — o0 (1.2)

Definition 10. (siehe |Bulinski und Shashkin| (2007), S.90, |Newman, (1980), S.
122) Fiir ein zentriertes, schwach stationdres Zufallsfeld X = {Xj};cza sagen wir,
dass X die endliche Suszeptibilititsbedingung erfillt, wenn

o? = Z Cov(Xp, Xj) < 0. (1.3)

jezd

Wie Bulinski und Shashkin| (2007) anmerken, lidsst sich zeigen, dass o aus ((1.3)
die asymptotische Varianz normalisierter Partialsummen und somit insbesondere
nichtnegativ ist:



Satz 11. Sei X = {Xj}jeza ein schwach stationdres Zufallsfeld, fiir das die Reihe
in (L.3) absolut konvergent ist. Weiter sei Sy := Y., Xj (n € N). Dann gilt:

1<j<n

Var(Sy)

nd

— 02 n— 00 (1.4)

Beweis. Satz ist eine Einschrénkung von Theorem 3.1.8 von Bulinski und
Shashkin (2007) auf die speziellen Mengen U, = {1,...,n}? = (0,n] N Z%. Diese
wachsen geméf Lemma 3.1.5 von Bulinski und Shashkin| (2007)) reguldr im Sinne
ihrer Definition 3.1.4. []

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir noch ein Lemma, das wir zum Beweis
der Stetigkeit von abschnittsweise definierten Funktionen benutzen werden:

Lemma 12. (X, 7x) und (Y, Ty) seien topologische Rdaume. Fir eine Teilmenge
M C X bezeichnen wir mit Tx = {ANM : A€ Tx} die Spurtopologie von M.

Fiir ein n € N und abgeschlossene Mengen Ay,..., A, C X gelte X = |J As.

Weiter seien fr : A — Y stetige Funktionen beziiglich der Spurtopologz’e; %X,Ak
(k=1,...,n)und es gelte fr(x) = fi(x) firx € AxyNA (k,l €{l,...,n}). Dann
ist die Funktion f: X —Y mit f(x) = fi(z) fir x € Ay beztglich Tx stetig.

Beweis. siche [Anhang] O]

1.3 Das epidemische Changepoint-Problem

In dieser Arbeit wird das epidemische Changepoint-Problem fiir stochastische Pro-
zesse mit ein- und mehrdimensionalem Parameterraum betrachtet. Gegeben beob-
achtete Realisationen der n? Zufallsvariablen Xj, j € {1,...,n}% n,d € N, muss
entschieden werden, ob

Hy: Xpe=Yie+p Vke{l,...,n}*
oder
Hy: 31<ko<mg<n: Xy=Yi+pu+06Ingckem, Vke{l...,n}%,

wobei p, § unbekannte reelle Zahlen und {Yj}ycze ein zentriertes, schwach sta-
tiondres Zufallsfeld sei. Die Punkte ko und mg bezeichnen wir als Changepoints,
da sie den Rand der Menge charakterisieren, auf der das Verhalten des Prozesses
verandert ist. 0 ist die Hohe der Verdnderung im Erwartungswert. Wir gehen da-
von aus, dass die Beobachtungen in ihrem ,Normalzustand“ einen (unbekannten)
Erwartungswert p haben, und sind daran interessiert, retrospektiv festzustellen,
ob und wo es ein Rechteck (ko,mg] C {1,...,n}? gibt, in dem die Daten einen
veranderten Erwartungswert p + ¢ haben. Dabei wird die Annahme, dass kein
Strukturbruch stattgefunden hat, als Nullhypothese gewéhlt, um die Wahrschein-
lichkeit, dass homogene Daten durch zuféllige Fluktuationen in den Beobachtungen
féalschlicherweise als inhomogen angenommen werden, zu kontrollieren.



Bemerkung 13. Die Grifien ko, mg und & konnen von der Stichprobengrifie n
abhdingen, um die Aussagen lesbarer zu machen wird dies aber in der Notation oft
unterdriickt.

Den Begriff der epidemischen Verdnderung fiihren |Levin und Kline| (1985) in einer
Untersuchung iiber den Zusammenhang zwischen chromosomalen Verédnderungen
und der Haufigkeit, mit der Fehlgeburten eintreten, ein. Diese medizinische Anwen-
dung motiviert die Wahl der Bezeichnung ,epidemisch®, weil die Datenfluktuation
einer Epidemie entspricht. Retrospektiv betrachtet zeichnet sich eine Epidemie
namlich durch einen Anstieg und ein spéteres Abfallen der Patientenzahl aus.
Bezieht man - anders als |[Levin und Kline| (1985) - neben Zeit auch Ort sowie
Patientendaten ein, gerdt man in die Situation, einen mehrdimensionalen Para-
meterraum betrachten zu wollen, wie dies in der vorliegenden Arbeit getan wird.
Changepoint-Probleme finden aufierhalb der Medizin auch in der Signaltransmis-
sion und bei der Priifung der Homogenitét hergestellter Textilien Anwendung.

Einen guten Einblick in die Forschung liefern die Biicher von |Csorgé und Horvath
(1997) und Brodsky und Darkhovsky| (1993)), sowie die Artikel von Antoch und
Huskova (1996) und Huskovd| (1995), die sich speziell mit epidemischen Struktur-
briichen fiir unabhéngige Beobachtungen mit eindimensionalem Parameterraum
beschéaftigen und einige Teststatistiken und Schétzer fiir die Changepoints be-
trachten. Fiir unabhéngige, normalverteilte Beobachtungen betrachtete |Yao| (1993))
das Tail-Verhalten einiger Teststatistiken. Jaruskova (2011) beschéftigte sich mit
dem Testproblem fiir den Fall, dass der Erwartungswert im epidemischen Inter-
vall nicht konstant ist, sondern sich linear verédndert. Der hier verfolgte Ansatz
entspricht fiir das Testproblem dem Artikel von |Jaruskova und Piterbarg| (2011),
die als Beobachtungen unabhingige Zufallsvektoren mit mehrdimensionalem Pa-
rameterraum betrachten und eine Verdnderung im Erwartungswert untersuchen.
Dabei betrachten wir statt Zufallsvektoren reelle Zufallsvariablen und ersetzen die
Unabhéngigkeitsannahme durch die Annahme eines schwachen Invarianzprinzips.
Fiir das Schétzproblem betrachten wir eine mehrdimensionale Verallgemeinerung
des in |Aston und Kirch (2012) untersuchten Schétzers.

Im Folgenden betrachten wir den Prozess {5, (t)}tc[,1j¢ mit
S,(t) =6, n=4? Z Y;.
1<j<[nt]

Wir werden stets voraussetzen, dass folgende Annahme erfiillt ist:
Annahme 1.

DI[o,1]¢
{Sn(t) becpoge — AW ()} e,
wobei {W (t)}iejo1e ein Wiener Feld und 67 ein (schwach) konsistenter Schitzer
fiir die asymptotische Varianz o® > 0 sei.

Diese Annahme ist erfiillt, wenn {Y }yeze das schwache Invarianzprinzip (1.2]) mit
o? > 0 erfiillt, und &, ein konsistenter Schétzer fiir o ist (d.h. 6, — o = op(1)).



Dann gilt ndmlich
o

On

denn fiir beliebige v, > 0 existieren ny € N und C' > 0, so dass fiir alle n > ng
P(|6,| > C) <e/2und P(|lo — 6, > Cv) < &/2, also

>y):p( 2| >

o—0
2

P(f’

On On
Pllo = oul > Crlonl <€)+ P (7572 >l > ©)
< P(lo =6, >Cvy)+ P(|6,| >C) <e
Wegen
Y G Zhen Sy,
1<j<|nt] 1<j<|nt]
gilt somit nach Lemma [34}
d
&;1717(1/2 Z Y; DM {W(t) Heepo,e
1<j<|nt| te[0,1]¢

Bemerkung 14. Wir werden uns in dieser Arbeit nicht mit der konkreten Form
solcher Schiitzer fiir o* beschiftigen und lediglich im Zusammenhang mit den Bei-
spielen in Kapitel 5 auf spezielle Schitzer verweisen.



2 Exkurs: Der Raum D|0, 1]

2.1 Der Raum D|0, 1]¢

In diesem Abschnitt wollen wir den Funktionenraum D[0,1]¢ (d € N), so wie
er in Bickel und Wichural (1971) (S. 1662 ff.), Neuhaus (1969, 1971) und |Straf
(1972)) betrachtet wird, einfithren. Da das Hauptaugenmerk dieser Arbeit auf der
Changepoint-Analyse liegt, werden wir die meisten Aussagen dieses Abschnitts
lediglich zitieren. Eine ausfiihrlichere Einfiihrung sowie Beweise finden sich in den
genannten Quellen sowie bei Billingsley| (1968) und |Jacod und Shiryaev| (2003)).
Die hier beschriebenen Raume wurden als Verallgemeinerung des in Billingsley
(1968)) beschriebenen Ansatzes so gewihlt, dass sie fiir d = 1 mit dem bekannten
Skorohod-Raum (vgl. Billingsley| (1968), Chapter 3) iibereinstimmen. Wir wéhlen
die Herangehensweise von Bickel und Wichura (Bickel und Wichural (1971), S.
1662) und definieren:

Definition 15. Sei T := [0, 1]%. Fine Funktion x : T — R heifit Treppenfunktion,
wenn x eine Linearkombination von Funktionen der Form t — Ig xp,x..xg,(t)
ist, wobei jedes Ey entweder ein links offenes, rechts abgeschlossenes Teilintervall
von [0, 1], oder die einpunktige Menge {1} ist. Sei V' der Vektorraum der Treppen-
funktionen. Dann bezeichnen wir mit D[0,1]? den Abschluss von V beziiglich der
Supremumsnorm im Raum der beschrinkten Funktionen von T nach R.

Alternativ lisst sich der Raum DJ0, 1]¢ auch wie folgt charakterisieren: Fiir t € T
und R, € {<,>} (1 < p < d) definiere den Quadranten

QR1 ..... Rd<t> = {(Sl,...,Sd)GT:SPRptp,lgde}.

Fiir einen solchen Quadranten @ = Qg, . g,(t) und eine Funktion z : " — R sei

weilter

.....

zq(t) == _lim x(s),

wenn der Grenzwert existiert. Nun gilt (vgl. Neuhaus| (1971), S. 1288, Neuhaus
(1969)), Definition 1.2, S. 9, 18):

Lemma 16. Eine Funktion x : T — R ist genau dann in D0, 1]¢, wenn fir alle
t € T und alle 2¢ Quadranten Q = Qg, .. r,(t) der Grenzwert xq(t) existiert und

T =1TQ. 18t.

Funktionen in D0, 1]¢ sind also ,yon oben stetig mit Grenzwerten von unten®.
Bemerkung 17. Aufgrund der Figenschaften des Grenzwertes sind fiir
z,y € D[0,1]? auch  +y und z -y in D[0,1]%.
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Beweis. siehe O

Nun fiihren wir eine metrische Topologie auf D0, 1]¢ ein. Diese wird so gewihlt,
dass sie fiir d = 1 mit der bekannten von Skorohod eingefiihrten J;-Topologie
(vgl. Billingsley| (1968))) iibereinstimmt. Dazu sei A der Raum der Funktionen
AT — T, mit AN(t1,...,ta) = (Mi(t1),..., Aa(tq)), wobei fir alle 1 < p < d
Ap 1 [0,1] — [0, 1] stetig und streng monoton wachsend mit A\,(0) = 0 und A\,(1) =1
sei. Fiir Funktionen z,y € D0, 1]? definieren wir den Abstand

ds(z,y) = inf{max(|lz — yAllo, X —id]c)} - A € A},

wobel || f||eo := sup{|f(t)| : t € T'} fiir Funktionen f : T"— R und id die Identitét
auf T" seien. Die zugehorige Topologie bezeichnen wir als S-Topologie. Dann gilt
(vgl. Neuhaus| (1971), S. 1289):

Lemma 18. Der so definierte Abstand dg ist eine Metrik auf D[0,1]¢. Fir

x, 21, -+ € D[0,1]¢ gilt:

n—oo n—o0
0

ds(2n, ) =30 © I\ nen CA = | An — id|joc == 0 und ||z — ZpAnllso —

Bemerkung 19. Fiir A € A existiert die Umkehrabbildung \=* und es gilt \=! € A.
Beweis. siehe O
Definition 20. Mit C[0,1]¢ C DJ0,1]? bezeichnen wir die Menge der stetigen
Funktionen auf [0,1]¢. Wenn nicht explizit anders angegeben, so fassen wir C[0, 1]
immer als normierten Raum mit der Supremumsnorm

2]l := sup |z(t)]
telo,1]d

auf. Die Borel o-Algebra auf C[0,1]% (mit der durch die Supremumsnorm indu-
zierten Topologie) bezeichnen wir mit Cq.

Folgendes Lemma wird fiir unsere weiteren Uberlegungen zur Verteilungskonver-
genz von Prozessen in D|0, 1]¢ sehr niitzlich sein. Es besagt, dass Konvergenz bzgl.
der Metrik dg i. Allg. schwécher als Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm ist, dass
aber auf C[0,1]? beide Konvergenzarten dquivalent sind:

Lemma 21. Fir x,zy,--- € D[0,1]? gilt:

n—oo n—oo

a) [|2n — zl|oo — 0 = dg(x,, ) — 0,

n—o0 n—o0

b) Ist x € C[0,1]%, so folgt aus ds(x,,x) — 0 auch ||z, — z||ec — 0.
Beweis. Der Beweis ldsst sich analog zum in [Billingsley| (1968) auf den Seiten 111
und 112 gelieferten Beweis fithren, siehe [Anhang] O

In der klassischen Theorie der Verteilungskonvergenz, wie sie zum Beispiel in Bil-
lingsley| (1968)) und [Prokhorov; (1956]) behandelt wird, werden meist polnische Réu-
me betrachtet. Das ist auch hier der Fall (vgl. [Neuhaus (1971)), S. 1289, |Neuhaus
(1969), Lemma 2.2, Sdtze 2.4 und 2.5):

Lemma 22. D|0,1]¢ ist mit der S-Topologie polnisch.
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Im Folgenden sei mit DJ0, 1]d, wenn nicht explizit anders gesagt, immer der hier
eingefiihrte topologische Raum mit der S-Topologie gemeint.
Definition 23. Mit D, bezeichnen wir die Borel o-Algebra auf D[0, 1]¢.

2.2 Verteilungskonvergenz

2.2.1 Verteilungskonvergenz in D|0, 1]¢

Nun beschiiftigen wir uns mit der Verteilungskonvergenz in D0, 1]¢. Da wir im
Folgenden stochastische Prozesse betrachten werden, die bzgl. D,; messbar sind,
wollen wir diese o-Algebra zunéchst mit Hilfe der Projektionen néher betrachten:
Definition 24. (vgl. Bickel und Wichura (1971), S. 1663) Fiir eine endliche Teil-
menge S C T sei g : D[0,1]7 — RY mit w5(z) := (2(s))ses die Projektion auf S.
Ist S = {s}, so schreiben wir mg := T(g}.

Die Projektionen sind messbar und charakterisieren die Borel o-Algebra (siche
Bickel und Wichura| (1971)), S. 1662 und |[Neuhaus| (1969), Satz 3.2, S. 28):
Lemma 25. Fir alle endlichen Mengen S C T ist mg Dg-messbar. Fir jede dichte
Teilmenge T C T ist Dy die kleinste o-Algebra, fiir die alle Projektionen mg, t € T,
messbar sind.

Die folgenden Uberlegungen stammen aus Neuhaus (1969) (S. 35). Lemma
liefert einen Zusammenhang zwischen D[0, 1]%-wertigen Zufallsvariablen und sto-
chastischen Prozessen mit Pfaden in D0, 1]%. Sei (€, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum. Fiir eine D0, 1]%-wertige Zufallsvariable X auf (2,4, P) (d.h. eine
Abbildung X : (2, A) — (D[0,1]%,Dy)) ist Xy = 750 X nach Lemmal[25.A— B(R)-
messbar. Also ist X; fiir alle t € T eine reellwertige Zufallsvariable. Da Dy von
den Projektionen erzeugt wird, folgt aus der A — B(R)-Messbarkeit von X fiir alle
t € T umgekehrt auch die A — Dy-Messbarkeit einer Abbildung X : Q — DJ0, 1]%.
Eine D|0, 1]%-wertige Zufallsvariable X lisst sich als stochastischer Prozess gemif
Definition [1| auffassen. Genauer: Fiir X ldsst sich die Familie X := {X (t) beeqo,1)e
von reellen Zufallsvariablen auffassen als Funktion

X :(Q, A P)— (RT, B(RT), PY),

wobei B(R") N D[0,1]* = Dy und PX|p, = , = P*. Andererseits ldsst sich jeder sto-
chastische Prozess X := {Xt}teT, fiir den gilt, dass fiir fast alle w € € die Ab-
bildung t — X (t,w) in D[0,1]¢ liegt, als D0, 1]%wertige Zufallsvariable X mit
PX = PX|p, auffassen. Deshalb werden wir im Folgenden nicht zwischen D[0, 1]¢-
wertigen Zufallsvariablen und stochastischen Prozessen mit Pfaden in D0, 1]¢ un-
terscheiden und von D0, 1]%wertigen stochastischen Prozessen reden.

Wenn im Folgenden von einem stochastischen Prozess die Rede ist, ist immer ein
beziiglich der Borel o-Algebra messbarer Prozess gemeint.
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Definition 26. Seien (E,dg) ein metrischer Raum und X, Xy, X, ... E-wertige
Zufallsvariablen. Wir sagen, (X,)nen konvergiert schwach gegen X, geschrieben
als

X, 5 x,

E[f(Xn)] = E[f(X)], n = o0

fur alle dg-stetigen beschrinkten Funktionen f: E — R.
Definition 27. Ist E = R? (d € N) mit der euklidischen Metrik, so schreiben wir

d
X, B X statt X, 5 X

Wie in Bickel und Wichura (1971) (S. 1662) angemerkt, ldsst sich die so definierte
Verteilungskonvergenz auch wie folgt charakterisieren:

Lemma 28. Seien (E,dg) ein metrischer Raum mit Borel o-Algebra € und

X, X1, Xs, ... E-wertige Zufallsvariablen. Dann gilt

X, 5 x

genau dann, wenn
(X)) = f(X)

fur alle £-messbaren Funktionen f : E — R, die stetig sind.
Beweis.

zu =: Dies folgt direkt aus dem Continuous Mapping Theorem (vgl. Klenke (2006),
S. 245, Satz 13.25).

zu <: Zu zeigen ist, dass fiir alle stetigen, beschrinkten Funktionen f:FE — R
gilt E[f(X,)] — E[f(X)]. Sei f eine solche Funktion. Da f stetig ist, ist f
auch beziiglich der Borel o-Algebra messbar. Folglich gilt nach Voraussetzung
f(X5) B (X). Aufgrund der Beschrénktheit von f gibt es ein C' > 0, so dass
fir alle n € N gilt | f(X,,)| < C. Somit ist die Folge {f(X,,)}nen gleichgradig
P-integrierbar und es folgt E[f(X,)] — E[f(X)] (vgl. Billingsley| (1995)), S.
338, Theorem 25.12). O

Bemerkung 29. Da das Continuous Mapping Theorem (siehe |Klenke (2006), S.
245, Satz 13.25) nur die fast sichere Stetigkeit fordert, kénnte man in Lemma
statt zu fordern, dass f : E — R stetig ist, auch fordern, dass f Px-fast sicher
stetig st.

Bemerkung 30. In|Wichurd (1969) (Definition 1, S. 682) wird eine etwas ande-
re Definition von Verteilungskonvergenz in D[0,1]? gegeben, als die hier benutzte
Definition [26. (Die Definition in |Wichurd, (1969) bezieht sich auf Wahrschein-
lichkeitsmafe. Um den Kontrast zur hier verwendeten Definition [26 besser zu se-
hen, wurde sie im Folgenden fir Zufallsvariablen umformuliert.) | Wichura (1969)
betrachtet den Raum D[0,1]% mit der von den Projektionen erzeugten o-Algebra,
welche nach Lemma[23 identisch mit der hier betrachteten o-Algebra Dy ist. Anders
als in Deﬁm’tz’on bezeichnet Wichura eine Folge von D[0, 1]%-wertigen Zufalls-
variablen { X, }nen als in der U-Topologie“ konvergent gegen eine D0, 1]¢-wertige
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Zufallsvariable X, wenn fiir alle Dg — B(R)-messbaren, beziglich der Supremums-
norm auf D[0,1]? stetigen Funktionen f : D[0,1]¢ — R gilt f(X,) 2 f(X). Dies
ermaglicht es, die Einfihrung einer neuen Metrik auf D[0,1]? zu umgehen. FEi-
ne in der U-Topologie“ konvergente Folge ist auch beziiglich der hier betrachteten
Definition konvergent: Nach Lemma reicht es zu zeigen, dass fir alle Dg—B(R)-
messbaren Funktionen f : D[0,1]% — R, die beziiglich der Metrik dg stetig sind,

gilt f(X,) K f(X). Fine beziiglich dg stetige Funktion ist aber wegen Lemma
insbesondere auch beziiglich der Supremumsnorm stetig, so dass die Konvergenz
von f(X,) gegen f(X) aus der Konvergenz ,jin U-Topologie“ folgt.
Satz 31. (E,dg) sei ein metrischer Raum und X, X1, ... seien D0, 1]%-wertige
d

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), fir die X, DM X
gilt. Weiter sei f : D]0,1]9 — E eine Funktion, fir die f(X), f(X1),... E-wertige
Zufallsvariablen sind. f sei beziiglich der Supremumsnorm auf D[0,1]¢ stetig. Gilt
P(X € C[0,1]%) = 1, so ist f auch beziiglich der S-Metrik dg Px-fast sicher stetig
und es folgt:

f(Xn) = f(X) (2.1)
Beweis. Es sei

A={we: X(w)eOo,1]}.

Dann gilt fiir w € A: Ist (2, )nen eine Folge in D0, 1]? mit dg(z,, X (w)) — 0, so
folgt wegen w € A nach Lemma [21] auch

|z, — X(w)|loc — 0.
Da f bei X (w) stetig beziiglich der Supremumsnorm ist, folgt:

dp(f(zn), f(X(w))) =0
Somit ist f auch beziiglich dg stetig in X (w). Folglich gilt:

Px(f ist stetig beziiglich dg) = P(f ist stetig in X beziiglich dg) > P(A) =1

2.1)) folgt nun aus Satz 32| O]
g

Ublicherweise wird fiir das Continuous Mapping Theorem vorausgesetzt, dass es
sich bei der betrachteten Abbildung h um eine messbare Abbildung handelt (vgl.
Billingsley, (2008)), Klenke| (2006))). Diese Voraussetzung lisst sich auf die Forde-
rung, dass h(X), h(X3),... Zufallsvariablen sind, abschwéchen:

Satz 32. Es seien (E,dg) und (E',dg) metrische Riume mit Borel o-Algebren £
und &' X, X1, Xo, ... seien E-wertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, A, P) (d.h. X, X,, : (Q, A) = (E,&), n € N). Weiter sei h : E — E'
eine Px-fast sicher stetige Funktion (d.h. P(X € Dy) = 0, wobei Dy, die Menge
der Unstetigkeitsstellen von h sei), fir die h(X), h(Xy), M(X2), ... Zufallsvariablen

auf (2, A, P) sind. Dann folgt aus der Verteilungskonvergenz X, = X, dass auch

h(X,) 2 h(x).
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Beweis. Billingsley| (2008) (Theorem 2.7, S. 21) beweist dieses Theorem unter der
Voraussetzung, dass die Funktion A messbar ist. Um zu zeigen, dass diese Voraus-
setzung auf die Messbarkeit von h(X), h(X7),... abgeschwicht werden kann, fiih-
ren wir hier den Beweis, so wie er in Billingsley| (2008)) gefiihrt wird, und ergédnzen
Anmerkungen zur Messbarkeit der betrachteten Ereignisse. Nach dem Porteman-

teau Theorem (siehe Klenke, (2006)), Satz 13.16, S. 242) geniigt es zu zeigen:

limsup P(h(X,,) ' (F)) < P(h(X) '(F)) VF C E' abgeschlossen

n—oo

Sei F' C E' abgeschlossen. Sei Dy, das Komplement von Dy, und z € h='(F) N Dy.
Dann gibt es eine Folge (7, )nen in h~1(F) mit x, — x. Dann sind h(x,) € F fiir
alle n € N und wegen der Stetigkeit von h auf Dy, konvergieren die h(z,) gegen
h(z). Nach Definition des Abschlusses ist folglich h(x) € F' = F. Somit gilt:

h-Y(F)ND; C h*(F)

Wegen X, = X und P(X € D§) =1 gilt also:

limsup P(h(X,) € F) <limsup P(X,, € h=1(F))

n—0o0 n—oo

< P(X € h"'(F))
= P(X € h-X(F) N DY)
< P(h(X) € F)

Anmerkung zur Messbarkeit:

e [ ist als abgeschlossene Menge eine Borelmenge, also sind h(X,,) ! (F) und
Rh(X)1(F) messbar.

e h~1(F) ist abgeschlossen in E, also Borel-messbar. Somit sind X, !(h~1(F))

und X1 (h~1(F')) messbar. O

Bemerkung 33. Seien (E,dg) und (E',dg) metrische Ridume. Dann ist fir jede
Funktion f : E — E' die Menge der Stetigkeitsstellen Borel-messbar.

Beweis. siehe O

Das folgende Lemma wurde aus Klenke (2006]) entnommen:
Lemma 34. (siche|Klenke (2006), Satz 13.18, S.243)
Seien X, X1, Xo,... und Y1,Ys, ... Zufallsvariablen mit Werten in einem metri-

schen Raum (E,dg) und X, =N X, sowie dg(X,,Y,) "X 0 stochastisch. Dann
gilt Y, 5 X.

2.2.2 Konvergenzkriterium von Bickel und Wichura

Im Folgenden wollen wir ein niitzliches Kriterium zum Beweis der Verteilungskon-
vergenz eines stochastischen Prozesses in D0, 1]¢ vorstellen. Dazu zunéchst einige
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Notationen und Sprechweisen (vgl. Bickel und Wichura (1971)), S. 1658 und 1663):
Ein Block B in T = [0,1]% ist eine Teilmenge von T der Form (s,t] mit s,t € T.
Die p-te Seite von B ist [] (sp,t5]. Disjunkte Blocke B und C' heifen p-Nachbarn,
wenn sie an einander gfjrfzen und die gleiche p-te Seite haben, und Nachbarn,
wenn sie p-Nachbarn fiir ein p € {1,...,d} sind. Fiir einen Block B = (s, t] sei der
Zuwachs eines Prozesses X auf B definiert als

X(B):= Y ()T E=EX (s +e(t —s)). (2.2)

ec{0,1}4
Fiir zwel benachbarte Blocke B und C' sei
m(B,C) = min{|X(B)|, | X(C)[}.

Seien § > 1, v > 0 und g ein endliches, nichtnegatives Maft auf 7. Wir sagen,
dass (X, ) Bedingung (3,~) erfiillt (geschrieben als (X, u) € C(8,7)), falls fiir
alle A > 0 und alle benachbarten Blocke B,C C T gilt:

P(m(B,C) > \) < X7 (w(BUC)) (2.3)

Fiir eine Abbildung z € D[0,1]? und 1 < p < d sei fiir ¢ € [0, 1] die Abbildung
2?1 [0,1]%! = R definiert als

2PV(8) i= x(s1, .. Syt by Spats - - - 5 Sa)-

Wir nennen z stetig am oberen Rand von T, wenn fiir alle ¢ € [0, 1] und
pe{l,... d} gilt:

lim :U,Ep) = xﬁp)

t 1

Fiir eine Teilmenge S = Sy x -+ x Sy von [0, 1]¢ nennen wir

1§%§d(51 X oo X Sy X {0} X Spiq X -+ X Sg)

den unteren Rand von S. T sei die Menge der Teilmengen von T, die die Form
Uy x --- x Ug haben, wobei jedes U, Null und Eins enthalt und ein abzahlbares
Komplement hat.

Wie in Lemma [22| angemerkt, ist D[0, 1]¢ polnisch, so dass das bekannte Prokho-
rov Theorem (siche [Billingsley| (1968), Theorem 6.1 und Theorem 6.2) anwendbar
ist: Dieses besagt, dass eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Ver-
teilungskonvergenz einer Folge von Prozessen {X,}nen mit X, = {X,(t)}eepye
in D[0,1]¢ ist, dass die Folge der zugehérigen WahrscheinlichkeitsmaRe straff in
DI[0,1]¢ ist, und dass die endlich-dimensionalen Verteilungen der Prozesse gegen
die eines Grenzprozesses konvergieren. Dabei bedeutet Straffheit, dass es fiir alle
e > 0 eine kompakte Teilmenge K C DJ0, 1]¢ gibt, so dass P(X,, € K) > 1 — ¢ fiir
alle n € N gilt. Die Straftheit wird bei Bickel und Wichura (1971)) dhnlich wie bei
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Billingsley| (1968) mit Hilfe eines Stetigkeitsmoduls bewiesen. Das Stetigkeitsmo-
dul auf D[0, 1]? ist eine Abbildung w; : D[0,1]¢ — R mit

wobei § > 0 und
wy P () = sup{min([[o{” — 2Poe, 27 = 2" ]|c) + s <t <w,u—5 <5}

ist (siehe Bickel und Wichura (1971)), S. 1663). Der folgende Satz ist eine Mischung
aus zwei Sétzen aus Bickel und Wichura/ (1971) (Theorem 3 und ein Korollar zu
Theorem 2 aus [Bickel und Wichura, (1971), S. 1664, 1665):

Satz 35. Es seien X,,, n > 1, und X D[0,1]%-wertige stochastische Prozesse.

Auflerdem sei X fast sicher stetig auf dem oberen und X,, = 0 auf dem unteren

d
Rand von T'. Dann konvergiert X, DM X, wenn es eine Menge T € T gibt, so

dass
i) ms(Xn) — ms(X), fir alle endlichen Teilmengen S von T und

#i) lim lim sup w; (X,,) = 0.
=0 nooo

(1) st erfillt, wenn es Konstanten § > 1, v > 0 und ein endliches nichtnegatives
Maf$ v auf T mit stetigen Randverteilungen gibt, so dass (X, u) € C(8,~) fir alle
n € N.

Bemerkung 36. Benutzt man statt Definition[26 die in Bemerkung[30 eingefiihr-
te Definition der Verteilungskonvergenz ,in der U-Topologie“, so liefert Theorem
2 von |Wichura, (1969) (siehe S. 683) eine analoge Aussage zu Satz |35 fir den
Fall, dass die Grenzvariable fast sicher in C[0,1]? liegt. Dabei wird Bedingung (i)
ersetzt durch die entsprechende Bedingung fir die Abbildung

ws(x) == sup lz(t) — x(s)|, = € D[0,1]".
s,t€[0,1]¢, |[t—s||<d

Bickel und Wichura (1971) schreiben in einer Bemerkung zu ihrem Theorem 3,
dass sich die Bedingung (X,,, 1) € C(3,7) aus Satz 35| auch abschwéchen l&sst:
Bemerkung 37. Statt (X,,pn) € C(B,7) reicht es, wenn es fir jedes n € N eine
Teilmenge T" = T7' x --- x T} von T mit folgenden Eigenschaften gibt:

1.) 0,1 € T} fiir jedesn € N und 1 <p < d,

2.) ws(X,) kann mit T™ (statt T) als Zeitparametermenge berechnet werden,
3.) T" wird dicht in T fiir n — oo, und

4.) Bedingung (B,7) ist fir alle Blocke mit Endpunkten in T™ erfillt.

Hieraus lasst sich folgendes Lemma ableiten (vgl. [Lavancier| (2005), Korollar 3, S.
13):
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Lemma 38. Seien {Xj}jcze ein stochastischer Prozess auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (2, A, P) und Sx := Y, Xj die zugehorigen Partialsummen. Fiir
1<k

n € N sei der Prozess {gn(t>}t€[0’1}d mit

1
Sn(t) == I > X
1<j<|nt]
definiert. Weiter gebe es p > 2, so dass fiir allek,m € N mitk <m <n

X §C<[m_k])p/2 (2.4)

- nd
k<j<m

p

E

qilt, wobei C' > 0 unabhdngig von n, k und m gewdhlt werden kann. Dann erfiillen
T = {0, %, %, o 1}d C [0,1]¢ und {S’n(t)}te[O,l]d die Bedingungen aus Bemer-
kung fiir = C*P\4, B :=p/2 und v := p, wobei \ das Lebesque-Map auf
[0,1]% sei.

Beweis. ;1 1= O?P)X? ist ein endliches nichtnegatives Maf auf [0,1]¢ und 7"
(n € N) erfiillen offensichtlich die Bedingungen 1.) und 3.) aus Bemerkung

Da S,(t) = S,(L) fiir t € [%, %) N1[0,1]4, i € {0,...,n}? ist auch Bedingung 2.)
erfiillt. Zu priifen ist also noch Bedingung 4.). Seien n € N und B,, ein Block mit
Endpunkten in T,,, also

k m

B, = (s,t] = (—,—} c [0, 1]

n n

mit k,m € {0,...,n}? k < m. Fiir den Zuwachs gilt (vgl. Bemerkung :

SB)= 3 (—1)dZ?—lsign(s—i—e(t—s)):# S X

ec{0,1}4 k<j<m

(2.4) liefert nun fir ein p > 2:

plsmaf] <o (B20)" < umpe

n

Seien B, = (¥, 2] und F, = (k D] zwei benachbarte Blocke in [0, 1]? mit End-

n’

punkten in 7;,. Dann liefert obige Ungleichung nach einer Anwendung der Markov-
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und Cauchy-Schwarz-Ungleichungen fiir A > 0:
Plmin{[S,(B)L,15,(F)[} 2 3
A7 Bmin{[$.,(B,)1. 13, (£)1))
o B (15,80 B[1S(Er]
AP {u(Bo ()Y
3 [BnE)"

<A [u(By) + p(F,))?
=\"? u(B, U F,)??,

wobei fiir x die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Tatsache, dass fiir x,y > 0
gilt
min{z, y} < vV,

benutzt wurde. Somit ist die Bedingung 4.) erfiillt. O
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3 Testverfahren

3.1 Die Teststatistik

Nun wollen wir die von uns betrachtete Statistik fiir den Test von H, gegen H 4
einfiihren. Diese ist eine Variante fiir reellwertige Zufallsfelder der von Jaruskova
und Piterbarg| (2011)) benutzten Statistik. Die Statistik ergibt sich aus folgender
Heuristik: Zunéchst nehmen wir an, die Y; (j € Z?) wiren i.i.d. und k < m
die (bekannten) Changepoints. Sei Rxm := (k,m]. Wir wollen als Teststatistik
diejenige Statistik wéhlen, die den Pseudo-Log-Likelihood-Quotienten maximiert.
Da wir die Verteilung der Y; (j € Z%) nicht kennen, bestimmen wir die Statis-
tik fiir standardnormalverteilte Zufallsvariablen Yj. Nun kann man die Beobach-
tungen in zwei Klassen aufteilen, die sich nur in ihrem Erwartungswert unter-
scheiden: Beobachtungen mit Index in Ry, und der Rest. Definiere fiir k;, ko €
N? die Grofen Sy, ;== Y. Xjund Sy, 1, :== Y. Xj, und damit X :=n~95,,

_ 1<j<k; ki1 <j<kz
Xkm = ﬁ&gm unXm(()’m = m (Sn — Sk.m)- Dadie ¥j nach Annahmei.i.d
normalverteilt sind, ist die gemeinsame Dichte von Xj,,..., X, (p € N, ji,...,j, €

Z) das Produkt von Normalverteilungsdichten. Elementare Umformungen liefern
fiir den Log-Likelihood-Quotienten:
sup [ ®(Xj—a) JI ®(X;-0)
a,b€R jERY m j¢Rk.m
sup [[ @(Xj—a)
a€R 1<j<n
[I X —Xim) [T (X5—-X..)
jeRk,m jéRk,m

[ oX;-X)

1<j<n

S (e )

Ak,m = log

= log

> (X5-X)

2
k<j<m ‘

- 5 m— m—
\/[ K (1 k)

Dabei wurde ausgenutzt, dass X,,, )_(k,m und Xﬁm die Maximum-Likelihood-
Schétzer fiir die Erwartungswerte, gegeben 1i.i. d. normalverteilte Beobachtungen
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{X5: je{l,...,n}"} {X;: j€ R} bzw. {X;: j€{1,...,n}?\ Rixm} sind.
Sind die Changepoints k, m nicht bekannt, so liegt es nahe, die Pseudo-Maximum-
Likelihood Statistik iiber alle in Frage kommenden Rechtecke Ry m = (k,m] C
{1,...,n}¢ zu maximieren. Die Maximierung iiber alle moglichen Rechtecke fiihrt
aber bereits fiir d = 1 und 1i.i.d. Zufallsvariablen zu Problemen bei sehr kleinen
oder grofen Rechtecken: Wie in |Antoch und Huskovél (1996) angemerkt, diver-
giert die Teststatistik in diesem Fall unter der Nullhypothese stochastisch gegen
Unendlich. Wir betrachten daher im Folgenden die ,,getrimmte Teststatistik

) (XJ_X)‘

k<j<m

T, = Tu(a, B) := 67, 'n 92 max |
0<k<m<n [m—K] [m—K]
land|<[m—Kk]<|(1-8)nd] nd <1 nd )

mit 0 < o < 1 — 8 < 1. Groke Werte dieser Statistik sprechen fiir die Existenz
eines epidemischen Strukturbruchs, kleine Werte fiir die Nullhypothese. Dieses
Vorgehen hat den offensichtlichen Nachteil, dass Strukturbriiche auferhalb des
betrachteten Bereichs nicht entdeckt werden kénnen und die Parameter o und (8
subjektiv gewahlt werden miissen. Andererseits kann auf diese Weise mit Hilfe des
schwachen Invarianzprinzips die Grenzverteilung der Statistik als Supremum eines
Funktionals des Wiener Feldes auf einem kompakten Bereich hergeleitet werden,
um die asymptotischen kritischen Werte des Tests zu bestimmen. Daher setzen
wir voraus, dass mindestens ein bestimmter Anteil (an?) der Beobachtungen im
epidemischen Bereich und mindestens ein bestimmter Anteil (n?) auRerhalb liegt,
und betrachten die eingeschrinkte Alternative

Hap:31 <k <my<n, [an?] < [ky—mg] < [(1—p)n?]:
Xe=Y+pu+ 6I{k0<k§mo} Vk € {1, RN ,n}d

Bemerkung 39. Die Statistik ist unabhdngig von p.
Beweis. siehe O

3.2 Verhalten unter der Nullhypothese

Nun untersuchen wir das Verhalten von 7, = T,,(a, §) unter der Nullhypothese.
In diesem Fall ist
Xk = Yk + 2

fiir alle k € {1,...,n}? (d € N). Da die Statistik unabhéngig von p ist, gehen wir
im Folgenden o. E. davon aus, dass p = 0 ist.

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes:
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Satz 40. Ist Annahme |l erfillt, so gilt unter der Nullhypothese fiir n — oo:

(1) ZEEW (s +e(t —s)) — [t —s]W (1)

D ec{0,1}4
T, = sup
0<s<t<1, a<[t—s]<1-f \/[t —s](1—[t—s])

wobei {W (t) }eepo1je ein Wiener Feld sei.

Fiir d = 1,2 und unabhéngig und identisch verteilte {Yy}reze findet sich eine
entsprechende Aussage im Aufsatz von |Jaruskova und Piterbarg| (2011]). Dort wird
ohne detaillierten Beweis als Begriindung fiir die Konvergenz auf ein Kriterium von
Bickel und Wichura (1971)) (vgl. Satz verwiesen. Dies wurde fiir diese Arbeit
als Anlass genommen, um die 4. 7. d.-Annahmen fallen zu lassen und lediglich die
Verteilungskonvergenz des Partialsummenprozesses zu fordern.

Im Folgenden betrachten wir zunédchst einige Hilfslemmata. Satz 40| wird sich dann
als Anwendung der Lemmata ergeben.

Lemma 41. Es gilt:

n—oo

sup M—[t—s] — 0

d
s,t€[0,1]4 n

Beweis. siehe O

Lemma 42. Sei z: [0,1]7 — R eine stetige Funktion und
Kg:={(s,t) €[0,1**: 0<s<t <1}

Dann st

ga(s,t) = | D (~D)FE=Ga(ste(t —s)) — [t —sla(1) | Ix,(s.t)  (3.1)
ec{0,1}4
stetig auf [0, 1]%7.
Beweis. g, ist auf K  als Verkniipfung von stetigen Abbildungen stetig: Die Ab-

bildungen
hie(s,t) :=s+e(t —s)

und
d

ha(s,t) == [t —s] = [ [(t: — s:)

i=1

sind offensichtlich auf [0, 1]*® stetig und g, hat auf K, die Form

Ga(s,t) = > (~D)T TSy o(5,1)) — ha(s, t)z (1),

ec€{0,1}4

Nun zeigen wir, dass g, konstant gleich Null und somit stetig auf (s, t) € [0, 1]?¢\ Ky
ist: Fiir (s,t) ¢ Ky ist g,(s,t) = 0 per definitionem. Es gilt

[0, 1124\ Kq={(s,t) € [0,1]*: Fi € {1,...,d}: s >t;}
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und somit

KN 0, 12\ Ky
—{(s,t) € (0,12 (Ve {1,....d}: s, <t) A (Fie{l,....d}: si=t)})

Fiir (s,t) € K, N[0, 1]%¢\ K, gilt also:
e Fiir d = 1: Es ist s = ¢ und somit:

ST ()T EE(s et - 5) = a(t) —a(s) =0

ec{0,1}4
e Fird > 1: O.E. sei s; = t;. Es gilt:
N ()T Ea(s 4 e(t - )

e€{0,1}4

= Z (—1)51*25;2 “ (a:(sl, Sy +ea(te — s2), ..., 82+ €q(ta — Sa))
ee{0,1}4-1
— x(t1, 80 + 2(ta — 52),..., 54 +€alta — Sd)))

81it10

Folglich ist g, auf den abgeschlossenen Mengen K, und [0, 1]2¢ \ K} stetig und im
Schnitt von beiden passend definiert, also nach Lemma [12] stetig. O]

Wir werden Satz anwenden, um aus der Konvergenz des Partialsummenpro-
zesses auf die Konvergenz der Statistik zu schliefen. Dazu miissen wir letztere als
Funktional des Partialsummenprozesses darstellen. Dies machen wir schrittweise,
indem wir die Teststatistik durch eine Verkniipfung von Funktionen des folgenden
Typs approximieren:

Lemma 43. Es scien h : [0,1]*¢ — R eine stetige Funktion mit h > ~ fiir ein
v >0, AC0,1** und Ky wie in Lemma |/ Dann sind die Funktionen

fi:D[0,1]* = D[0,11*, =+ fi()

mit

A@)st) = Y (D Emca(s £ e(t —5) — [t - s|la(1) | Ix,(5,t)

ee€{0,1}4

fo: D[0,1]** — D[0,11**) 2 > fo(x) mit fo(x)(s,t) := —2=te
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und

faa: DO = R, x> faa(z) mit fsa(z) = (SBPA (s, t)]

s,t)c

wohldefiniert und stetig beziiglich der Supremumsnorm weiter gilt fi(C[0,1]?) C
C[0,1]%¢ und fo(C[0,1]*?) C C[0, 1],
Beweis. Zunéchst zeigen wir die Wohldefiniertheit von f; und f,. Seien
z € D[0,1]%, (s,t) € [0,1]** und ((s,, tn))nen C @ eine Folge mit (s, t,) — (s, t),
die in einem Quadranten () (sieche Abschnitt enthalten ist. Wir zeigen, dass der

Grenzwert _ lim _ fi(x)(8, t) existiert und fiir Q = Q> > gleich f1(2)(s, t)
(8,t)—(s:1),(8,t)eQ o

ist.

Falls s < t ist, gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt s,, < t,,, und somit:

fi@)(snt) = Y ()T a(s, +e(t, —s,)) — [bn — 5] 2(2)

-~

ee{0,1}4 —zqg(s+e(t—s)) —[t—s]
N ()T T fg(s + et —s)) — [6 - slz(1)
ec{0,1}4

Da x € D[0,1]% ist, existieren obige Grenzwerte und fiir Q = Q>
lim fi(z)(sn, tn) = fi(x)(s,t).

n—oo

-----

Falls es ein i € {1,...,d} gibt mit s; > ¢;, so gilt fiir n grok genug auch s;, > t;,
und somit ist lim fi(x)(s,,t,) = 0 = fi(z)(s,t). Schlieklich betrachten wir noch
n—o0

den Fall, dass es ein ¢ € {1,...,d} gibt, so dass s; = t;. Wir stellen fest (vgl.
Beweis von Lemma , dass die Funktionen

g Y (F)TECy(s +e(t —s))
ec{0,1}4

und
y— [t —sly(1)

in diesem Fall konstant 0 sind. Folglich ist fi(z)(s,t) = 0. Es lésst sich zeigen,
dass auch lim fi(z)(sp,t,) = 0 ist: Betrachte die Indexmenge
n—oo

N:={n,eN: Vje{l,...,d}:s, <t,}

Fiir alle n ¢ N ist fi(x)(sp,t,) = 0, d.h. wenn N endlich ist, ist nichts mehr zu
zeigen. O. E. sei N nicht endlich. Fiir eine Folge (ng)ken C N gilt (sp,,t,,) — (s,t)
und somit folgt aus obigen Uberlegungen:

fi(x)(sn,, tn,) pmisy Z (—1)d_2?=15ixQ(s +e(t—s))—[t—slz(1)=0
ee{0,1}4

Nach Lemma (16| folgt fi(z) € DI[0,1]?% h ist stetig mit h > ~ und somit ist
auch (s, t) — m stetig. Also liegt fo(z) nach Bemerkung l iir x € D|0, 1]
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in D[0,1]*". Da Funktionen in D[0, 1]** nach Korollar 1.12 von Neuhaus (1969)
beschrankt sind, ist auch f5 4 wohldefiniert.
Zur Stetigkeit: Fiir z, 21, 2, -+ € D[0,1]? mit ||z, — 7||e X0 gilt:

1f1(2n) = fi(2)llos

= sup | 37 (~)TER (s et —s) — (s +e(t —5)
(s,t)EKy 6‘6{0,1}d

— [t —s](zn(1) — 2(1))

< Z sup |zn(s+e(t—s)) —z(s+e(t —s))|
cef0,1}a BHERa

J/

~~
SHZ'n_mHoo

+  sup [t —s]| [za(1) — 2(1)]
(s.0)€[0,1]2¢ —_—

~- < <[len—z]lo
=1

n—o0

<24+ D)7y — 2)|oe =3 0

n—oo

Nun seien z,x1, To, - - - € D[0,1]** mit ||z, — 7||oc — 0. Es gilt:

[fa(zn) = fa(@)]loo = sup

(s;t)€[0,1]2d

h(s,t

~—

L (wa(s.t) - o:<s,t>>‘

<—||zn — )| X0

1
val

(§

und

|[fs.4(xn) = faa(@)] = | sup |wn(s,t)] = sup |a(s,t)]

(s,t)eA (s,t)eA
< sup |x,(s,t) — z(s, t)|
(s,t)eA

n—o0

<||zn — 2|l — 0.

Zu f1(C[0,1]%) c C[0,1]**: Fir x € C[0,1]? ist fi(z) gemiR Lemma [42] stetig.
Zu f»,(C[0,1]?%) c C[0,1]*: Sei x € C[0,1]*. Da wir h streng positiv vorgegeben
haben, weist fo(x) keine Pole auf und ist als Quotient zweier stetiger Funktionen
selbst stetig. O

Wir definieren fiir (s, t) € [0,1]?? und n € N:

Zn(s,t) :=

~ d—ld_zgzlaiSns—i—at—s —L}"SHS”;, s<t
e€{0,1} n
0, sonst
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und

7 (S,t) — {266{0,1}d(_1)d_2?1 aiSn(S + E(t — S)) — [t — S]Sn<l), s<t

0, sonst

Seien &, 3 € (0,1),0 <a < 1— 3 < 1. Fiir

a(l —a), 0 < |[[nt] — |ns]]| < n’a
(s, t) o= § Letiiesllly — lletlZleelly - pde < [[[nt] — [ns]]| < n'(1- B)
B(1-p), n(1—B) <|[[nt] — [ns]]| < n
und
a(l— a), 0<|ft—sl<a
hs.t) =4 [ -l [[6—s]), a<|ft—s]<1-7
B(1-5), 1-p<|t—s][<1
seien die Prozesse
~ B Zn(s,t) . . _ Zn(s,t)
ule,t) = oy e 0 = s

definiert.
Bemerkung 44. (a) Es gilt fir 0 <

et Y (X - X)

[ns]<j<[nt]

= Y (-DFERES (s et —8) -

ee{0,1}¢

Lnt) — sl )

nd

(b) Es ist hy(s,t) = h(LLf, LT;—tJ) und es gibt ein v > 0 mit h(s,t) > v und somit
auch h,(s,t) > ~. Weiter ist h auf [0,1]?? gleichmdfig stetig.
Beweis. siehe O

Schlieflich definieren wir noch die D0, 1]%-wertigen Prozesse

S (—D)EEREW (st e(t—s) — [t —s]W(L), s<t
Z(s,t) :=  ec{o,1}¢ (3.2)
0, sonst

= —=, 3.3

h(s,t) (3:3)
Bemerkung 45. Fiir feste (s,t) € [0,1]% sind Z,(s,t), Zu(s,t), Z(s,t), Ya(s, t),
Y, (s,t) und Y(s,t) offensichtlich reelle Zufallsvariablen. Analog zur Vorgehenswei-
se im Beweis von Lemma lisst sich zeigen, dass {Z,(s,t)} (s t)e0,1124,
{1Zn(3:t) b s pyepoapss {1Z(8:t) b s pyepoapd, {Yn (S, t) Fstyeo,12¢, {Yn(S,t) Fs0)ef0,1)2¢ und
{Y(s,t)}s,t)e0,12¢ DO, 1]??-wertige Prozesse sind, wobei wir o. E. voraussetzen,
dass die Pfade von {W (t)}tco1ye in D[0,1]* liegen.
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A={(st)e0,1]*: 0<s<t<la<[t—s|<1-p}
und 0 < a<1—p8<1 gilt:
a) Y ist ein zentrierter GaufS’scher Prozess mit konstanter Varianz 1.

b) Die Pfade von {Y(s,t)}s¢)ep1je sind fast sicher stetig.
Beweis. siehe O

Nun untersuchen wir die Verteilungskonvergenz der eingefiihrten Prozesse. Zu-
néchst stellen wir fest:

Satz 47. Annahme [1] sei erfillt. Dann gilt fir Z,, Z, Y, und Y wie oben und
A cC[0,1]:

DI[0,1]?¢
(a) {Zn(sat)}(s,t)e[o,l}m 4 {Z<Svt>}(s,t)€[0,l]2d

DI[0,1)?¢
(b) {Yn(s,t) }(st)ef0,1)24 ol {Y(s,t) }s.t)efo,12¢

(¢c) sup |Vu(s.t) = sup |V(s,0)]
(s,t)eA (s,t)eA
(d) Y € C[0,1]** P-fast sicher
Beweis. fi, f2, f3.4 seien die Funktionen aus Lemma Offensichtlich sind

Zn = J1(5n(), Yo = f2(f1(Sn(4)), Z = AW (), Y = fo(L(W (),
sup Y (s, t)] = f5,.4(f2(f1(Sn(:)))) und uIEDAIY(SJ?)I = fa.a(fo(L(W(-)))).

S
(s,t)eA (s,t)

Dabei sind sup |V, (s,t)| und sup |Y(s,t)| fiir alle n € N reelle Zufallsvariablen,
(s,t)eA (s,t)eA

da nach Bemerkung 45| f2(f1(S,(+))) und fo(f1(W(-))) D|0, 1]*¢-wertige stochasti-
sche Prozesse sind und f3 4 nach Lemma 2.22 von Doring| (2007) D, —B(R)-messbar
ist. Da wir Annahme (1| voraussetzen und P(W € C|0,1]¢) = 1 ist, folgt die Be-
hauptung nun aus Lemma [{3] und Satz 31}

Nach Lemma (43| gilt

P(f2(1(W(")) € C[0,1*%) = P(£((W (")) € C[0,1]*) > P(W € C[0,1]9) =1,

und fi, fo und f54 sind stetig beziiglich der Supremumsnorm. Satz liefert
somit die Behauptung. Da Y = fo(f1(W(+))) ist, liefert obige Ungleichungskette
auch Behauptung (d). O
Lemma 48. Fuir n — oo gilt:

1Yy = Yalloo = 0p(1)
Beweis. Zunéchst zeigen wir

SUP | Zn(s,t) — Zn(s, t) = op(1).

(s,t)€[0,1]24
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Betrachte dafiir:

Sup | Zuls,t) = Zu(s.1)
(s,t)€[0,1]2¢

< sup |[t—s]S.(1) — Msn(l)‘

" (s,t)ef0,1)2d nd

nt| — |ns
= sup |[t—s]— w |50 (1)]
(s.t)€[0,1]24 n el
N ~ =0Op(1), wg. Annahme ]|

-~

=o(1), wg. Lemma
=op(1)

Nutzen wir dies und die Tatsache, dass nach Bemerkung [44|ein v > 0 existiert, so
dass hy,(s,t) > v und h(s,t) > v fiir alle n € N und (s, t) € [0, 1]??, so ergibt sich:

HYn - YnHoo
= sup |Vu(s,t) — Yy(s,t)|
(s,t)e[0,1]2¢
S Sup Zn(sa t) - Zn<s7 t)
(s.£)€[0,1]24 hn(s, t)
+  sup
(s,t)€[0,1]24 ( (s, t) \/ )
< sup Zn(s, t) — Z,(s, t))
\/_ s,t)€[0,1]2d
1
+ —  sup <\/h(s — Vha(s > (s t)‘
7 (s,t)el0,1]24
1
<op(1)+—  swp  |VA(,6) — Via(s,t)|  sup  |Zu(s.t)
Y (s,t)€l0,1]24 (s,t)€[0,1])24

Mit Lemma [43] Satz [47|(a) und Satz [31] folgt
sup |Zu(s,6)| = sup |Z(s,8)],
(s,t)€0,1]2¢ (s,t)€[0,1]2¢

also
sup  |Zu(s,t)] = Op(1).

(s,t)€[0,1]2¢
Es bleibt noch zu zeigen:

sup  [v/(s,8) — /T (s, )| = o(1)

(s,t)€[0,1]24

Sei € > 0 beliebig. Aus Bemerkung wissen wir, dass h und somit auch vh
gleichméfig stetig sind. Folglich gibt es ein § > 0, so dass

N ,/h@,a‘ <

sup
(s.:£),(3,£)€[0,1]24, [|(s,t)~(8,)[|<d

28



Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz von |[nt|/n — t auf [0,1] gibt es ein
ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:

o (22

n t€[0,1]

t—-Lﬁfi <0
n

sup
(s,t)€[0,1]24

Somit gilt fiir alle n > ng:

sup \/h(S, t) - \/hn<S7 t)‘
(s,t)€[0,1]2¢
t
= sup [Vh(s,t)—/h (Lnsj , m)
(s;t)€[0,1]24 n n
< sup Vh(s, t) — h(é,f)‘ <e O
(s:6),(3,5)€[0,1]24, ||(s,t)—(5,)[| <5

Wir wollen aus den Konvergenz- und Approximationsaussagen in Satz 47 und
Lemma (48| auf die Konvergenz der Statistik schliefen. Fiir die Teststatistik wird
das Supremum iiber den Bereich |an?| < [|nt| — |ns]] < [(1 — 8)n?] und nicht
tiber a < [t —s] < 1 — 3 genommen. Folgendes Lemma zeigt, dass dies fiir die
Verteilungskonvergenz unerheblich ist. Fiir den Beweis von Lemma [I9] werden wir
zwei Hilfslemmata benutzen, die wir im Anschluss an das Lemma angeben.
Lemma 49. Seien {Y,,(s,t)}st)ep,12¢ und {Y(s,t) }st)eo,1j2¢ stochastische Pro-
zesse mit Pfaden in D[0,1]*¢ fiir allen € N und Y € C|[0,1]?? fast sicher. Weiter
seien fir e > 0 mit

O<a—e<a+e<l—f—-e<l—-fF+e<1 (3.4)
die folgenden Teilmengen von [0, 1]?? definiert:
A={(s,t)€[0,1]*: 0<s<t<1l a<[t—s]<1-5}
A, ={(s,t) €[0,1]*: 0<s<t<1, |an?] <[|tn] — [sn]] < |(1 - B)n?]}
und
Ao ={(s,t) €0,1]*?: 0<s<t<1l a+e<[t—s|<1-BFe}

Auf einer kompakten Menge K O AU Ay sei {Y(s,t)}spex ein zentrierter
Gaup’scher Prozess mit konstanter Varianz o* := E[Y (s, t)?] > 0. Fiir alle ¢ > 0,

die (3.4) erfillen, gelte:

T:I:E,n = sup |Yn<s7t)| 2) T:ts = Ssup |Y(S,t)‘ (n — OO) (35>
(s,t)eAL, (s,t)EAL

Dann gilt auch:

T, := sup |Y,(s,t)] BT:= sup [Y(s,t)] (n— o0
(s,t)EA, (s,t)eA
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Beweis. 1.) Wir zeigen zunéchst:
Ve > 0mit (3.4) Ing e NVn>ngV0<s<t<1l:
at+e<[t—s]<1-p—c¢

=|an?| <[[tn] — [sn]] < [(1 - B)n’]
sa—c<[t—s|<1-[+¢

(3.6)

Sei ein € > 0, das (3.4) erfiillt, gegeben. Als erstes stellen wir fest, dass es wegen
Lemma [41] ein ng € N gibt, so dass fiir alle n > nq gilt:

h—ﬂ—{ﬁﬂlﬁﬂ”sg (37)

n

sup
(s,t)€[0,1]24

und -
lant| > an® — §nd (3.8)

Aus (3.7)) folgt fiir0 <s <t <1:

IN
=
|

A,
3

u
+
| ™
S

is9

[t —sn’ = Zn* < [|nt] — |ns]]
Somit folgt aus a+e <[t —s] <1— [ —e:

lan?] < an?

< (1-p)n?
Da [|nt] — |ns]] € N, muss somit auch [|nt] — |ns]] < |[(1 — 8)n?] gelten.
Fiir 0 <s <t <1 mit [an?| < [[tn] — [sn]] < [(1 — B)n¢] gilt:

(3-8) LandJ
a—e <
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Folglich gilt (3.6)).
2.) Aus 1. folgt:

Ve > 0mit (3.4) Ino e NVn>ng: T4, <T,<T_., (3.9)

Wir gehen im Folgenden o. E. davon aus, dass ¢ > 0 so klein ist, dass (3.4)) erfiillt
ist. Dann sind 7%, nach Lemma [52| stetig verteilt. Mit (3.5)) folgt nun fir = € R:

P(T-. <2) @ tim P(T_., <)

n—oo

< liminf P(T, < x)
n—oo
<limsup P(T,, < z)

n—oo

ING

lim P(T., <x)

n—oo

'P(T,. < z)

S
ol

3.) Nach Lemma [51| gilt Ty, 8 T fast sicher, also auch in Verteilung. Da 7" nach
Lemma [52| stetig verteilt ist, gilt somit:

P(Ty. < z) =8 P(T < 2)
Damit folgt aus 2.:

P(T <z) :lir% P(T_. <x)
e—
<liminf P(T,, < x)
n—oo

<limsup P(T,, < z)

n—oo

<lim P(T,. < )
e—0

=P(T < x)

Und schlieflich ergibt sich:

lim P(T,, <z)=P(T < x)

n—oo D

Bemerkung 50. Nach Bemerkung erfullt der Prozess (3.3)) die Voraussetzun-
gen von Lemma[{9

Lemma 51. Seien f : [0,1]** — R eine stetige Funktion, 0 < a < b < 1 und
(an)nen und (by)nen Teelle Zahlenfolgen mit

(a) an, 7 a und b, b

oder
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(b) a, \ya undb, b

Dann gilt:
n—oo
sup |f(S,t)| — Ssup |f(S,t)| — 07
(Svt)EAn (S,t)eA
wober
Ay i={(s,t)€[0,1]*: 0<s<t<1 a,<[t—s]<b,}
und

A={(s,t)€[0,1]*: 0<s<t<1 a<[t—s]<b}

Beweis. siche O

Folgendes Lemma ist eine direkte Folgerung aus Proposition 2 von |Lifshits (1984)
(bzw. [Tsirel’son| (1975), Theorem 3):

Lemma 52. Sei {Y (t)}ter ein zentrierter Gauf’scher Prozess mit kompakter Pa-
rametermenge T C RY und fast sicher stetigen Pfaden. Weiter sei

02 :=E[Y%(t)] >0 fir alle t € T. Sei T C T ebenfalls eine kompakte Menge.

Dann ist sup |Y (t)| stetig verteilt.

teT
Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass es reicht, die Stetigkeit der Verteilungen
von G :=sup Y (t) und G* := sup(—Y(t)) zu zeigen. Fiir x € R gilt némlich:

teT teT

P(sup|Y (t)] =) = P(supY(t) =z V sup(-Y(t)) = x)

teT teT teT
< P(supY(t) = z) + P(sup(—Y (t)) = =)
teT teT

Da die Pfade von Y fast sicher stetig sind, ist Y ein fast sicher separabler Prozess.
Weiter nimmt Y als stetige Funktion auf kompakten Mengen fast sicher sein Su-
premum an, so dass G fast sicher endlich ist. Sei A die Einsmenge, auf der YV stetig
(und damit separabel) ist. Dann gilt fiir eine beliebige Borelmenge B C R, dass
P(G € B,A) = P(G € B), weshalb wir im Folgenden o. E. A = Q annehmen wer-
den. Somit sind alle Voraussetzungen von Proposition 2 aus |Lifshits (1984) erfiillt,
und es folgt die Stetigkeit der Verteilung von G. Wie Y ist auch —Y ein zentrier-
ter Gaufs’scher Prozess mit fast sicher stetigen Pfaden und konstanter, positiver
Varianz, so dass die Stetigkeit von G* analog folgt. m

Nun setzen wir unsere Erkenntnisse aus diesem Abschnitt zusammen, um Satz [40]
zu beweisen: }
Beweis von Satz 40l Bemerkung [44] liefert fiir 0 < & < o, 0 < 8 < S und n
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grof genug:

> (XJ_X)|

T, B) = 6 tn~42 max e
0<k<m<n, [and]<[m—K]<[(1-B)n ] \/ k] (1 _ [mfk])
nd nd
6;171_‘1/2 (XJ —X)‘
[ns|<j<|nt]
= sup
0<s<t<1, [and]<[[tn]~[sn]]<[(1-H)n] \/[m — lrel] (1 [l _ L]

= sup Y, (s,t)]

0<s<t<1, [ant|<[[tn]—|sn|]<[(1-p)nd]

Sei A,, wie in Lemma [#9] Aus Lemma [48] folgt:

sup [Va(s,6)| = sup [Ya(s,b)]
(s,t)€An (s,t)€A,

< sup |Yn(s7 t) - Yn<S7 t)|
(s,t)eAn

< HYn — Yol = 0p(1)

Somit ist
To(a,B) = sup  [Yy(s, t)[ + op(1).
(s,t)eAn
Satz 47| (c) angewandt auf die Mengen Ay, aus Lemma 49| liefert nun, dass (3.5))
fiir {Y,(s,t)} (s t)epo,1y2¢ erfiillt ist, und somit folgt aus Lemma :

sup [V (s,t)] = sup |Y(s,t)|
(s;t)eAn (s,t)€A

Schlieflich folgt die Behauptung aus Lemma [34] m

3.3 Asymptotische kritische Werte

Um einen Test fiir das epidemische Changepoint-Problem zu konstruieren, haben
wir in Abschnitt die Teststatistik T}, (v, ) eingefiihrt, deren exakte Verteilung
i. Allg. nicht bekannt ist. Wollen wir dennoch einen Test mit 7}, konstruieren, der
zumindest asymptotisch das Niveau 7 hat, so ist ein Ansatz, die in Abschnitt
hergeleitete Grenzvariable

S (—D)TTLEW (s +e(t —s)) — [t —s]W(L)
v — sup ec{0,1}4
0<s<t<1, a<[t—s|<1-p \/[t - S](l - [t - S])
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zu betrachten. Der Test hat dann die Form

1, T,(z)>c
sy = b Dz e
0, T,(z)<c,
wobei = (Zj)ieq1,..nye die Beobachtungen sind und ¢, geeignet gewihlt wird.

Die Nullhypothese wird also verworfen, wenn T,,(z) > ¢,. Um den Fehler 1. Art
abzuschétzen bzw. ¢, passend zu wéhlen, brauchen wir eine Approximation der
Wahrscheinlichkeit von 7,,(X) > ¢, unter der Nullhypothese. Dafiir betrachten
wir statt 7,,(X) > ¢, das Ereignis Y > c¢,, dass die Grenzvariable den kriti-
schen Wert {iberschreitet. Auch diese Wahrscheinlichkeit werden wir nicht exakt
bestimmen, sondern durch Untersuchen des Verhaltens von P(Y > u) fiir u — oo
approximieren. Wir beschranken uns dabei auf die Félle d = 1, 2.

Wir definieren ¢(c) := \/%6—02/2,

und

Cole ) /1: 2148~ (1+loge ),

1662(1 - &)*

Weiter seien
D:={(x,y)eR¥: 0<x<y<1l a<[y—x]<1-p}

und
Ds={(xy)eRY: d<x<y<1-4 a<[y-x]<1-4}

fiir 0 <9 < % und 0 < a < 1 — g < 1. Ziel dieses Abschnittes ist nun der Beweis
des folgenden Satzes:
Satz 53. Fiiru — oo und d = 1,2 gqilt:

P ( sup |X(s,t)] > u) ~ 2 Cy(a, B)u** 1o (u),

(x,y)eD

wobei {X (s, t)}sv)ep ein Zufallsfeld der Form

Z(s,t)
X(s,t):=
R s ()
mat
Z(s.t) = B(t) — B(s), fird=1
’ W(t) — W(t1, s2) — W(sy,ta) + W(s) — [t —s]W (1), fird=2
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Der Beweis von Satz |b3| verlduft in mehreren Schritten. Zunéchst zeigen wir, dass
die Kovarianzfunktion von {X (s, t)}step (fiir (s,t) # (§,t)) kleiner als 1 und auf
Djs sogar betraglich kleiner als 1 ist. Dafiir ist es hilfreich, den Prozess mit Hilfe
eines Weifen Rauschens auszudriicken. Da fiir die Brownsche Briicke

B(t) 2 W (t) —tW (1) gilt, lasst sich Z(s,t) auch schreiben als
Z(s.6) 2 D (DLW (s et —5) — [t — s (D)
ee{0,1}4

fiir d = 1, 2. Nach Bemerkung [7| kann man dies durch ein Weifses Rauschen
{W(A): A € B} (siehe Definition [6) beschreiben:

Z(s,t) 2 W((s, t]) — X((s,t]) W ((0, 1)),

wobei ausgenutzt wird, dass [t—s] = A%((s, t]) fiir s < t. Dann gilt fiir (s, t) # (8, )
in D:
Cov(X (s, t), X(5,1))
E[{W (s, t] — A((s, thW ((0, L H{W (8, ] — A((5, E)W((0, 1))}
\/Ad (5, EDAI((3, £]) (1 — A((s,£])) (1 — M((5,8])) (3.10)
A((s,£] N (8, 8]) — A((s, thAY(5, £)

_\/Ad( (s, A8, B (L = M (s, £]) (1 — M((5, ])

Y

wobei auch hier [t —s] = \¥((s, t]) genutzt wurde. Mit Hilfe dieser Darstellung der
Kovarianzfunktion kénnen wir nun folgendes Lemma beweisen:
Lemma 54. Fir (s,t) # (8,t) in D gilt

Cov(X(s,t), X(5,t)) < 1.
Ist zusitzlich (s, t), (3,t) € Ds, so gilt auch
Cov(X (s, t), X(5,t)) > —1.

Beweis. Seien (s, t) 7é (8,t) in D gegeben.

1. Fall: (s,t] N (8, t] = 0: Dann sieht man anhand von (3.10), dass
Cov(X (s, t), X(5,1)) < 0 < 1 ist. Fiir (s, t) # (8, 1) in Dy gilt

M ((s,t]) + X((5,8]) = X((s, 6] U (5, 8]) < X((0,1]) = 1,

und somit:

. (s t)(5. 1)
Coviarte. 0100 = _\/a S ) - MET)
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denn es gilt

)\d((s,t
d

M((s, t)AU(EE) <1 ]
= (1= N((s, £])) (1 = M((3,

2. Fall: (s,t] N (8,t] = (a,b] mit a < b: Sei 0. E.

)‘d((s7 t]) = min{/\d((sa t])? )‘d«gv E])}

Falls (a, b] eine echte Teilmenge von (s, t] und (3, t] ist, gilt A%((a, b]) < A((s, t]),
und es folgt:

Cov(X (s, t), X (8,1))

_ A((a, b]) — X((s, t)A"((5, £])
\/Ad((&t])kd((é?ﬂ)(l — M((s, ¢])(1 = A((5, t]))

- A((s, t) (1 — M((5, £]))
\/Ad((&t]W((iE )(1 = M((s,£) (1 = M((5, £]))

<
Ist zusitzlich A\%((a, b))

> A((s, t])AY((8, t]), so ist die Kovarianz nichtnegativ, also
insbesondere grofer als —

1. Ist M((a,b]) < M4((s, t])A4((3,t]), so gilt:

wn

Cov(X(s,t), X(5,t))

| U UED b))
(s, )M (3, £]) (1 — M((s,])) (1 — M((3, 1))

Um die Ubersichtlichkeit zu erhohen, schreiben wir L := A%((s, t]))A%((5, t]). Wegen
M((a,b]) < L ist nun

(L — X((a,b]))* = L* — 2)%((a, b]) L + A%((a, b])® < L* — X%((a, b)) L,
und somit:

Cov(X(s,t), X (S, E))
:_¢ (L - (b))
L(1 = V(s £) (1 = M(5, )

N _\/ L — \((a,b])L
L2 + L(1 — M((s, t]) — (5, 1))
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Der letzte Term ist grofser oder gleich —1 genau dann, wenn
L? — \((a,b])L < L? + L(1 — X%((s, t]) — A%((3, %)),
und dies ist dquivalent zu
0 < L(1 = A((s,t]) = X((5, %)) + A"((a, b])).
Da L > 0 ist, folgt die behauptete Abschiatzung nun aus der Tatsache, dass
M ((s,t]) + X((5,8]) = A((a, b]) = M((s, t] U (5,8]) < A*((0,1]%) =1

gilt. Ist (a, b] keine echte Teilmenge von (s, t] oder (8, t], so muss

(a,b] = (s,t] C (5,t]
gelten, und, da (s,t) # (8,t) muss dann auch gelten
A((s, 8]) < XU((8, T).
Somit ergibt sich:
Cov(X (s, t), X (5,1))
_ X((a b]) A((s, t)AY((5, £])
\//\d((sjt M((8, ) (1 = X((s, £) (1 = M((5,8])
Ad((s t))(1 — (8, t))
\/)\d (s, ) AY((8, E) (1 — A4((s, €]))(1 — A((5, E]))

s.t) [(L=M(GF) _
gE 1_)\d S, )

Wie aus obiger Uberlegung ersichtlich wird, ist die Kovarianz in diesem Fall grofer
als 0, also insbesondere grofer als —1. O]

Jaruskova und Piterbarg| (2011)) verwenden in ihrem Artikel Theorem 7.1 aus Piter-
barg| (1996]), um Aussagen iiber das Tail-Verhalten der von ihnen betrachteten Va-
riablen - und damit iiber asymptotische kritische Werte fiir ihre Tests - zu erhalten.
Wir werden nicht direkt auf Theorem 7.1, sondern auf Theorem A.1 von |Jaruskova)
(2011)), ergénzt um die Voraussetzung , zuriickgreifen, da dieses fiir unsere
Belange direkter einsetzbar als Theorem 7.1 ist. Jaruskova (2011) zeigt in ihrem
Artikel, dass ein Prozess, dessen Kovarianzfunktion die Entwicklung zulésst,
lokal stationar ist, und folgert als Korollar aus Theorem 7.1 von [Piterbarg
(1996)).
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Lemma 55. (vgl. |Jaruskovd (2011), Theorem A.1) {X(t)}ier sei ein zentrier-
ter, standardisierter Gaufl’scher Prozess, der auf einer kompakten Menge K C R™
(m € N) definiert sei. Seip € {1,...,m}. Firx,y € K habe die Kovarianzfunk-
tion

r(xy) = E[X(x)X(y)]
die Entwicklung

r(z1, .o Ty 1+ Ry oo Ty + By)

=1 —ci(z1,...,xpm)|a] = —cp(@, .o ) | Byl
— 2 . 2 (311)
Cpr1(T1, o )y — - = em(T1, - T By,
Fo(lha| 4+ [hp| + 2y + -+ h2) fir hy = 0,... hy — 0,
wobei ¢;(xq, ..., xy) (i=1,...,m) stetige Funktionen auf K seien. Weiter sei

{xeK: c1(x) =0Ucy(x) =0U---Ucp(x) =0}

eine Nullmenge beziiglich des Lebesque-Mafes. Dann ist { X (t)}tex ein stochasti-
scher Prozess mit stationdrer lokaler Struktur. Ist zusdtzlich

r(s,t) <1 (3.12)

fiir alle s,t € K mits # t, so gilt:

Plsup X () > u) = ——

wobei
Iy = /.[.(./CI(X)...Cp(x)(cp+1(x))1/2...(Cm(x))1/2dx1...da:m

und ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Zunéachst stellen wir fest, dass der von uns betrachtete Prozess auf D die Bedingung
erfiillt:

Lemma 56. Unter den Voraussetzungen von Satz[53 gilt fiir (s,t), (s + h,t +f) €
D und h,f — 0:

| + |/]

BIX(s,t)X(s+ht+ f)] =1— 20— )1 - (t —9))

+ o(lhl + [ 1)

fird=1 und

E[X(s,6)X(s + h,t + f)]

(t1 — s1)([ha| + [ fo]) + (t2 — s2)(|Pa| + | f1])
2[t —s|(1 — [t —s])

-1 _ + o(|h1| + |ho| + | f1] + | f2])

fir d = 2.
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Beweis. siche O

Der folgende Satz ist eine leicht verdnderte Version der Theoreme 1 und 2 aus
Jaruskova und Piterbarg| (2011]):
Satz 57. Unter den Voraussetzungen von Satz[53 gilt fir u — oo und d = 1,2:

P( sup X (s, t) > u) ~u4d_1¢(u)/ H(s,t)d(s,t),
( D

x,y)ED

mit
1 _
H(s,t) = A(t=9)*(1—=(t=s))% d=1 (3.14)
T L d=2 '
16[t—s|2(1—[t—s))?>
und

Aﬁﬂ&wﬂ&o:cMmﬁy (3.15)

Beweis. Der Beweis entspricht den Beweisen aus |Jaruskova und Piterbarg (2011))
(vgl. S. 554, 556) in leicht abgewandelter und detaillierterer Form. Wir machen
mehrere Schritte:

1. Schritt: Der Bereich D entspricht den Voraussetzungen aus Lemma [55}

D C [0,1]* ist offensichtlich beschriinkt. Da

D ={(s,t): [t —s] <1-p}
={(s,t): t—s]<1-7}

ist D offensichtlich auch abgeschlossen und somit kompakt.

2. Schritt: Wie im Beweis der Bemerkung [46| gezeigt, ist X(s,t) fiir alle (s,t)
zentriert mit Varianz 1. Lemma [54] liefert die Eigenschaft . Nach Lemma
besitzt der Prozess die Eigenschaft mit Funktionen

t
t

IA A
Il—l Ib—‘
I/\ I/\

o 1o
I/\ |/\
I/\ /\

1
2(t —s)(1 —(t —s))’

ci1(s,t) = ca(s,t) =

fird =1 und
t2—82

2[t —s|(1 - [t —s])

Cl(S,t) = Cg(S,t) =

und
t1 — s1

T2t —s(1 - [t—s])’
fir d = 2. H(s,t) aus (3.14]) hat dann die Form

w:IIq&w.
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3. Schritt: Wir bendtigen nun die Werte [, H(s, t)d(s,t). Zunéchst fiir d = 1: Der
Transformationssatz liefert mit der Transformation

hi(s,t) = (u,x) := (s,t — s) :

Aﬁﬂ&wa&w:iAiAUD@w4@_Q%f_u_SW¢Mt

1-81—x

1
-  _dud
//W(l—x)? o
a 0
1-8

:/ZE&TBM

Q

1-8

1 1 1 1
:1/ (W;* 1_1-)‘“7

17 1 1-8
=1 [—5 + log(z) — log(1 — x)} )
11 1 (1-a)(1-p)
A R e S )
:Cl(aaﬁ)

Analog zum Fall d = 1 verwenden wir fiir d = 2 den Transformationssatz, jetzt
mit der Transformation

ha(s1, S2,t1,t2) = (U1, ug, X1, T2) = (81, 82,61 — S1,ta — S2)

H(s,t)d(s,t)

d(s,t)

e

1
16<t1 - 81)2(t2 — 82)2(1 - (tl - 81)(t2 — 82))4

1 1—x2 1—x1 1
/ (ezmimzi-p) (X) 0 /o 16z723(1 — 2122)* ianan

! (1 —zq)(1 — x9)
/0 {a<z122<1 5}(X) 1633%1‘%(1 — ryxy)t L1422

Lol 1l —z)(z1 — 212
I/O /O [{Oééivlwzﬁl—ﬂ}(x)( V(@ — 712:) dz1dry

162223(1 — x122)*24

S— S—

o

1
1

Eine zweite Anwendung des Transformationssatzes mit der Transformation

h3(371,$2) = (Uaf) = (551,371952)
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liefert:

1
(L= 1) (1 — 7175)
Ia 1T drd
/ ; {a<ziz0<1— B}( )16$%$%(1 _x1x2)4x1 T1aT2

1-p 1 1— _
/ / (=0 =8 e
o 1652(1 -t Je Uk
Mit partieller Integration erhélt man schlieflich fiir beliebiges o < ¢ <1 — :
)¢ ' 1
J U=y = [ 1m0 (<) do
¢ N ¢ N

=[77—1—£+£/77]§—/£l (2—1%5)

—[2n — (1 + &) log n);
=—2(1—-¢&) - (1+&)logg,

also

/DH(s,t)d(s,t) = Oy, B).

Lemma [55| zusammen mit der Feststellung, dass

o (-4 ) = totw

ist, liefert nun die Behauptung. O

1—®(u) ~

Nun kénnen wir Satz [57] benutzen, um eine Aussage iiber das Supremum des Be-
trages des Prozesses zu machen. Dies machen wir nach einem Vorschlag von Dr.
Zakhar Kabluchko (personliche Korrespondenz, 28.11.2012). Fiir diese Aussage
benotigen wir allerdings, dass die Kovarianzfunktion des Prozesses betraglich klei-
ner als 1 ist (vgl. Lemma , weshalb wir zunédchst den Bereich, iiber den das
Supremum genommen wird, etwas einschranken.

Korollar 58. Unter den Voraussetzungen von Satz[57 gilt fiir beliebiges
0<6d<i:

P (( sup |X(s,t)| > u) ~2u'o(u) [ H(s,t)d(s,t)

x,y)€Ds Ds
Beweis. Seien D((sl) := Ds und
D ={(s,t)+2: (s,t) e DV},

Wir betrachten das Zufallsfeld {Y (s, t)}(s HepWyup@ mit
’ é 6

Y(s.t) X(s, t), (s,t) € DV
s, t) =
~X(s—2,t—2), (s,t)e D,
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Dann gilt

P sup Y(s,t) >u | =P sup |X(s,t)|>u
(s,t)eDgl)uDgl) (s,t)€Ds
und somit reicht es zu zeigen, dass
P sup Y(s,t) >u | ~2u* " o(u) / H(s,t).
(s.t)eD5 uDgY pW

Dies ergibt sich aus Satz : Fiir (s,t), (8,t) € Dgl) U D((SQ) ist
Cov(Y (5,1), Y (5. 5)

Cov(X (s, t), X(5,1)), (s,t), (3,t) € DV

_ JCov(x(s—2,t-2),X(E-2,8-2)), (st),(5F) €D

) —Cov(X(s,t), X(5—2,T—2)), (s,t) € DIV, (3,%) € DY
—Cov(X(s—2,t —2), X(§,1)), (s,t) € D?, (5,1) € DYV

Nach Lemma 54| ist somit Cov(Y(s,t),Y(5,t)) < 1. Fiir ||(s,t) — (5,%)|| — 0
kénnen wir o. E. davon ausgehen, dass (s, t) und (8,t) entweder beide in Dgl) oder
beide in D§2) liegen. Wie wir in Lemma und im Beweis von Satz gezeigt
haben, gibt es fiir (s, t), (5,t) € D((sl) mit ||(s,t) — (§,t)|| — 0 Funktionen ¢;(t —s),
1 =1,...,2d, so dass

Cov(X (s, t), X (3,1))

d 2d
“1= St =95 — sl = Y alt =) — il +olJ5 sl + [E— ),
=1 i=d+1

wobei ||z||; := Zle |2;| fiir 2 € R? sei. Folglich gilt fiir (s, t), (5,t) € D((;l) U D((;Q)
mit H(S7t> o (gvt)H — 0

Cov(Y (s, t),Y (5, 1))

[ Cov(X(s,t), X (3,1)), (s,t), (5,%) € DV

| Cov(X(s—2,t-2),X(5-2%-2), (st),(5F €D
d 2d

1= a(t=s)5i —sil = > alt—s)[f —ti| + o(||5s — sl + ||t = t]1)
=1 i=d+1

Da Dgl) U Dgz) als endliche Vereinigung kompakter Mengen kompakt ist, liefert
Lemma B3}

P sup Y(s,t) >u | ~u'p(u) / H(s,t)d(s,t),

(s,t)eDYup?
b pPupP
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wobei
2d

H(s,t) == [J et —s)

i=1
wie im Beweis von Satz |57 ist. Die ¢; hédngen nur von der Differenz t — s ab, die
unter Translationen erhalten bleibt. Folglich gilt

/ His, t)d(s, t) / H(s, t)d(s, t),

DgQ) D((;I)
und somit folgt die Behauptung. O]

Im Beweis von Satz [53] werden wir Aussagen iiber den Limes superior und Li-
mes inferior von Produkten beschrankter Folgen machen. Dort bendtigen wir fiir
Abschétzungen folgendes elementare Hilfsmittel aus der Analysis:

Lemma 59. (vgl. |Timmann| (20006), S. 92) (ayn)nen und (by)nen seien beschrinkte
Folgen in R,.. Dann gilt:

(a) Ist a, <b, fir alen €N, so gilt

limsupa, <limsupb, wund liminfa, <liminfb,.
n—o00 n—o00 n—00 n—00

(b) limsup a,b, < limsupa, limsupb,
n—o0 n—o0 n—00

(¢) liminf a,b, > liminf a, liminf b,
n—oo n—oo n—oo

Nun konnen wir Satz [63] beweisen:
Beweis von Satz [53l Essei H(s,t) gemiR (3.14)) definiert und C'(u) := ¢(u)ud1
fiir u € R. Nach dem Satz von Lebesgue gilt dann

Cs:= | H(s,t)d(s,t) =3 / H(s, t)d(s, t) =: C.

Ds

Fiir u — oo liefert Satz
1
ar(u) =P | sup X(s,t)>u| ~ C’(u)/ H(s,t)d(s,t) =: =b(u) (3.16)
(s,t)eD D 2
und fiir alle 0 < § < % folgt aus Korollar

a(u,d) == P ( sup | X(s,t)| > u) ~ 2C(u) H(s,t)d(s,t) =: b(u,0). (3.17)

(s,t)eDs Ds

Zu zeigen ist nun, dass fiir u — oo gilt:

a(u) := P (( sup |X(s,t)] > u) ~ 2C(u) /D H(s,t)d(s,t) = b(u) (3.18)

s,t)eD
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Dazu zeigen wir zunéchst lim sup béu; < 1. Fiir 6 € (0, 3) gilt:

U—00

: a(u) _ .. (u,0) a(u) b(u,d)
i sup ey = WOSUD S alu,8) blu)
et

< lim sup ( blu ) lim sup (a((liu;)) %

I
e (322) -
Weiter gilt wegen (13.16]) und (3.17):
. a(u) ) 2a;(u)
<
11211_}8013}) (a(u,é)) < hin_}Soli.p (a(u, 5))
— lmsup (Qal(u) b(u) b(u,5)>

U— 00

Nach (3.17)) ist

< glimsu
= p

d u—oo

_¢
-z

Eingesetzt liefert dies:
_ a(u) C Cs
1 ———=<1l-— -—=1
TP o) =Gy C

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass lim inf % > 1:
U—00

lim inf @ = liminf < lim inf M
U—00 b(u) 6—0 U—00 b(u)
(

= hrgn_glf hl{glorolf b(,0) alu,
>

o s § ..
S el T
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3.4 Verhalten unter Alternativen

Nun wollen wir das Verhalten der Teststatistik

T, B) == 6, =42 max
0<k<msn [m—k]| [m—k]
land] <[m-Kk]<|(1-B)n?] o (1 — )

unter Alternativen betrachten. Offensichtlich kann die Statistik keine Strukturbri-
che, die aufserhalb des betrachteten Bereichs

lon?] < [k —m] < [(1— B)n’]

liegen, erkennen. Daher betrachten wir nicht die allgemeine epidemische Alterna-

tive H 4, sondern die Einschrankung H, g. Zunéchst ein Hilfslemma:

Lemma 60. (a) Es sei X, = a, — Y, (n € N), wobei {Y,, }nen reelle Zufallsva-
riablen mit Y, = Op(1) und (a,)nen eine Folge reeller Zahlen mit a, — oo

seien. Dann gilt X, 2 .

(b) Fir zwei Folgen {A; }neny und { By }nen reeller Zufallsvariablen mit A, Eig]
und B, B o sei X, = A, B,,. Dann gilt auch X, £ .

Beweis. siehe O
Satz 61. Es gelte H, 3 mit |5,|nY? — oco. Weiter gelte Annahme . Dann ist die
Teststatistik konsistent:

T.(a, B) RIS

Beweis. Definiere T, (o, 3) := 6, /0T, (e, B). Fiir die Changepoints k, m € Z% gilt
nach Voraussetzung 1 < k < m < n und |an?] < [m — k] < [(1 — 8)n?|. Dann
gilt

e e S
und y .
L R I
n n n
und somit:
~ 0'_1 1 _
\/[ﬂ;—dk] <1 _ [njn—k}> k<i<m
> 7 Y - x)
B \/(1 - ﬁ) (2 a) ni/? k<i<m
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Somit reicht es zu zeigen, dass

1

S\ P
W Z (Xl — X) — 00,
k<i<m
damit T,,(cv, ) 2 0. Schreibt man Y := L3 Y, so gilt:
1<k<n
1 _
—5 >, (XG-X)
k<i<m
1 . m — k
-5 Y (Yi+u+6n— (Y+u+ [ r ]5n))
n k<i<m n
1 - (m — K| m — K]
=— Z (Yi—=Y)+4, 7 (1_T
k<i<m
Und somit:
1 _
Y %
k<i<m
aplm =K (0 [moky )1 y
>0 = (1= —— o 2 (1i=Y)
N— e _ - _ k<i<m

vV

(a=L)  >1-(1-p)=8

Z|5n|nd/2 (a_ 1)5—

nd
N - J/

—00

Wie unter H, gezeigt, ist

= 0p(1).

> (i Y)

k<i<m

Lemma (a) liefert nun T, (a, §) L 0. Wie in Abschnitt gezeigt, gilt
onjo 21 wegen 6, — o 5 0. Somit folgt die Behauptung aus Lemma @ (b). O
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4 Schatzer

Nun betrachten wir wieder den Fall, dass ein Strukturbruch vorliegt. Es gelte die
Alternative:

Hy~ : Es gibt 0 <9 <+ <1, sodass
Y. — 4o, +Y; JER
J . d
p+Y; je{l,....,n}*\ R
fir R := ([nd], [nv]] := ([nd1], [non]] > - -+ x ([nda], [na]],

wobei wir fiir d > 2 zusétzlich annehmen, dass d,, > 0 ist. Nun ist es naheliegend,
sich die Frage nach der Position des Rechtecks, in dem die Verdnderung stattfindet,
zu stellen. Dazu wollen wir die Randpunkte von R, bzw. die Parameter 9 und =,
schétzen. Der Beweis der Konsistenz im vorherigen Abschnitt legt nahe, dass die
Stellen, an denen die Summe

> (X5 X)

k<j<m

maximiert wird, geeignete Schétzer liefern. Diesen Ansatz wollen wir im Folgenden
verfolgen und nachweisen, dass so definierte Schétzer (Definition (schwach)
konsistent sind, d.h., dass sie stochastisch gegen (1,7) konvergieren (Satz [64)).
Wir beschrianken uns dabei auf die Félle d € {1,2}.
Definition 62. Fiir eine Funktion Z : A — R (A C [0,1]¢, d € N) in D|0, 1]¢
und eine kompakte Teilmenge B C A sei die Menge

argmgXZ ={aeB: Z(a)= Téié{Z(b)}.

Um die Punkte 19 und - zu schétzen, benutzen wir den in [Aston und Kirch| (2012)
(fiir den eindimensionalen Fall) betrachteten Schétzer, der als Maximalstelle einer
Statistik, die der von uns betrachteten Teststatistik dhnelt, gewahlt wird:
Definition 63. Fird € {1,2} seien

Kq:={(s,t)€[0,1]*: 0<s <t <1}

und Gn,d € D[07 1]2d mat
1
" |(ns)<i<nt]

>
<1<
n_ld Z (Xi_X)IKQ(S7t)7 d=2.
[ns|<i<|nt]

G’n,d(s, t) =
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Die Schitzer (9,4, seien beliebige Punkte aus arg max Gh.a-
d

Ziel ist nun der Beweis des folgenden Satzes:
Satz 64. Es gelte Hy .~ mit 0, = 0 konstant. Weiter sei Annahme|1] erfiillt. Dann
gilt fir d € {1,2} und n — oo:

({971 - 197:7n - 7) = OP(l)

Wie in den vorherigen Abschnitten beweisen wir zunéchst einige Hilfslemmata,
deren Anwendung den Beweis des Satzes liefert. Die Idee des Beweises ist,
zunéchst zu zeigen, dass sich die Statistiken, deren Maximalstellen betrachtet wer-
den, asymptotisch an eine Funktion annéhern, die die gewiinschten Parameter als
eindeutige Maximalstelle hat und daraus die Konvergenz der Maximalstellen zu
folgern. Den ersten Schritt dazu liefert folgendes Lemma:

Lemma 65. Unter den Voraussetzungen von Satz[64] gilt fir d = 1,2:

sp |~ 3 (G- X) -6/ (xy)| = op(D),

n
O=SYELIT ] <i<lny )

wobei f:[0,1]?¢ — R wie folgt definiert ist:

o d=1:
f(z,y) = (9(y) — 9(2)) K, (2, y)
mat
—a(y — 1), 0<a<d
gla) =9 -0 —a(l—(y=17))), d<a<ny (4.1)
(1—a)(y—1), y<a<l
e d=2

fxy) = (9(y) — 9(z1,92) — 9(y1, 22) + 9(x) — [y — x][v — 9)) [k, (%, y)

mit
(0, 0<a<Y oder 0 <b<y
(a—01)(b—12), U1 <a<y unddy<b<y
g(a,b) .= ¢ (a—V1)(2—12), h<a<y undy <b<1 (4.2)
(=) (b—=1s), M <a<lunddy<b<y
\[7—19], n<a<lundy<b<l

Beweis. Sei Y := 1 % Yi. Betrachte zunéchst fiir beliebiges d € N und
1<k<n

48



0<x<y<1l

1 _
2 X-X)
Inx]<i<|ny|
! . > ny| — |[nd
= 2 (“+K+5I{an<i<tw}(l)— (M+Y+ L JndL ”5))
LnxJ<i§|_nyJ
1 _
= ), -
[nx]<i<|ny|

[[nv] = [n9d]] [lny] — [nx]]

1 .
+o (= D Imepccimp (i) -

nd nd nd
. [nx]<i<|ny| )
::f;(rx’y)
Folglich gilt:
1 _
sup | — > (5= X)=6f(xy)

<x<y<1 |l
Osxsys<l [nx]<i<|ny|

1 1 _
< S legm o Y (=) +10] sw falxy) = fG6y)]

<x< nd/ <y<
0<x<y<1 lnx ) <i<|ny] 0<x<y<1

Wie unter Hj, gesehen, gilt

1
sup W Z (Y; — Y) = Op(l),

<x<y<
fsey=d [rx)<i<ny]

also

Y -7 =),

——= sup
/2 /2
R e R TN
Zu zeigen bleibt also nur:

sup | fa(x,y) — F(x,¥)] = o(1)
0<x<y<1

Wir schreiben R :={i € Z?: |n9¥| <i < |nv]|}. Zunichst fiir d = 1:
fn(,y)
LS g - bl = e ) = o)

i=|nz|+1 n n
(155 g - Ll = L9l (18R o Lne] [na] = (nd)



Durch Einsetzen der Definition von f folgt nun:

sup |fﬁ($,y)‘—(f($,y)

0<z<y<1
<2 sup |ga(z) — g(2)]
0<x<1
gz{am|%@»+uv—ﬂﬂ+sm>mmw+ﬁ—xu—wv—ﬁm
0<z<v P<x<y

+sm>wdw—%1—wﬂv—0ﬂ}

y<z<l

=2{ Ky + Ky + K{)

Um zu zeigen, dass KZ-(”) =o(1) (: = 1,2,3), betrachten wir g,(x) genauer. Es gilt:

(0 — Lzl lml=lnd] 0 < [nz] < [nd)
gn(x) = q Lol — Ll Il el - ng) < na) < [y
\ LmJ;LnﬁJ _ %—Wﬂ;[mﬂ, [ny] < [nz] <n
(— lnel lny)=nd) 0 < [nz] < [nd]
Y - <% — V;—””J (1 — —L"ﬂ;tm”)) . Y] < [nz| < |[ny]
(1 L) Lealoled), [ny] < Lnx) <n

Wie man sieht, unterscheiden sich g, und g nur darin, dass g,, abhéngig von U;L—J ist.
Int] gleichméfig gegen

Die behauptete Konvergenz ergibt sich nun dadurch, dass

t konvergiert. Da die Rechnungen fiir Kz(n) und Kén) analog verlaufen, zeigen wir
hier nur K f") = 0(1). Zunéchst stellen wir fest, dass es fiir alle € > 0 ein ng € N

gibt, so dass fiir alle n > ng gilt:

[n]

n

sup
0<z<1

xr —

1
<—-—<e¢
n

20



Da aus 0 < 2 < 9 folgt, dass 0 < [nz] < [nd], gilt somit fir n > nyg:
K" < sup  |go(z) +x(y =)

0<|nz|<|nd]
oy [l )

0< [na|<[nd] n n
<1

C T;;ﬂ\(tan——LnﬁJ__(7__§)>

0<[na|<[n9) | TV

e Joso(e- L)

0< nz | < [nd] |S——~—" n
<1

[na]

n

< 3 sup
0<z<L1

< 3e

xr —

Folglich ist K™ = o(1). Analog lisst sich zeigen, dass K\ = o(1) = K?En).

Nun zum Fall d = 2: Analog zu d = 1 bringen wir zunéchst die Funktion f, in
eine der Funktion f &dhnliche Form und nutzen dann die Konvergenz |nz|/n — .

[y [ny2] Cox B
fxy) = S Il - ¥ il ]
i=[nz1]+1 j=|na2|+1

[nz1] [ny2)

1 1
O SR TTIRES b oot
1<j<|ny] i=1 j=1
[ny1] [na2] 1
Z > In(i ) > Ia(j)
=1 j=1 * 1<
_lny] = [nx]] [[ny] — [n9]]
n? n2

[lny] = [nx|] [Iny] — [n9]]

2 2

=:9n(Y) — n(T1,Y2) — gn(Y1, 2) + gn(x) —

Somit gilt:
by 00 ) = )
<4 S |gn (%) — g(x)]
o T T et
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Zunachst betrachten wir den letzten Summanden:

[lny] — [nx]] [Iny] = [n9]]

o [V 2y -y )
<, oy [ldo bl (L)ool )

v (Il ) )

<[y p [l
<2, [P

=o(1),

wobei im letzten Schritt Lemma [41] verwendet wurde. Nun betrachten wir g, ge-
nauer:

9n(a,b)
|na| [nb|
SO Indig)
=1 j5=1
(

0, na| < [nv,] oder |nb| < [nvs]
|na|—|nvY1] |nb]—|nd2|

I
" 2 nth ] < nal < [nm], [nds] < [nb) < [n7e]
— ) Ina]—[nd1] [ny2]—[nds] |
I
I

)
| 2l ] < [na) < [y, [n2] < [nb]
LW%J;LnﬂlJ L"bJ—Ln02J7 nr)/lJ < |_7”L J) LnﬁQJ < |_an < LTL’YQJ
llny)-|n9]] |nal, [nye] < |nb]

\ TL2 )

Analog zum Fall d = 1 teilen wir den Bereich, iiber den das Supremum gebildet
wird, passend zur Definition von ¢ auf:

sup |gn (%) — g(x)|

0<x<1

< sup [gn(X)| + sup [gn(x) — [x — I
0<z1 <Y1 VO<z2<V2 Y<x<vy
+ sup gn(x) — (21 — 01) (72 — D)

Y1<z1<71,72<w2<1

+ sup |9 (%) = (71 — V1) (22 — o)

71 <w1<1,92<w2 <2

+ sup [gn(x) — [y — I
y<x<1
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< sup |gn(x)] + sup |gn(x) — [x — I

0<|nz1 | <|nd1 |[VO< |nz2 | < |[nd2 | [nd|<|nx]<|nvy]
sup |90 (%) = (21 = ¥1) (72 = ¥2)]|
[nd1]<[nz1|<[nm];[ny2]<|nz2]<n
+ sup |9n (%) — (31 = V1) (22 — D))

[ny1 L ney | <n,[nd2 ] <|nz2 ] <|nvy2)

+  sup  ga(x) — [y = 9|

[nv]<[nx]<n

Nun kann man wieder die dhnliche Form von g, und die Konvergenz |nt|/n —t
nutzen, um zu zeigen, dass Ki(n) = o(l) (1 = 1,...,5). Da dabei jeweils sehr
ahnliche Uberlegungen einfliefen, wie bisher, verzichten wir auf einen Beweis. [

Um Satz [64 beweisen zu kénnen, miissen wir zeigen, dass aus Lemma [65] die Kon-
vergenz der Maximalstellen gegen die Maximalstelle der Grenzfunktion folgt. Dies
zeigt folgendes Lemma, fiir den Fall, dass die Grenzfunktion stetig mit eindeutiger
Maximalstelle ist. Es wurde in leicht verdnderter Form (als Verallgemeinerung auf
den d-dimensionalen Fall) aus Kirch| (2008)) (Lemma 2.15, S. 25) iibernommen:

Lemma 66. Seien K C R? (d € N) eine kompakte Menge und f : K — R eine
stetige Funktion mit eindeutiger Mazimalstelle xo € K (d.h. {xo} = arg max f)

Weiter seien f, : K — R Funktionen mit

max | f,(x) = f(x)| = 0 (4.3)

xeEK

und (nicht unbedingt eindeutigen) Mazimalstellen X, (d.h. f,(X,) = max ful(2)).
Xe
Dann gilt:

A~ n—o0

Xn > Xo

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis durch. Angenommen, X, /4 Xp.
Da K kompakt ist, existiert somit ein x; € K mit x; # Xy und eine Teilfolge
(Xa(n))Jnen C K mit X4,y — x1. Dann ist auch

Tim | fam (Ragm) = f(x1)| =0,
denn es gilt:

‘fa(n) (&a(n)) - f(xl)l
< ot Ram) = f(Ram)| + |fRa@m) = f(x1)[ =0

-~

—~—
g’rinea})é|fn(x)—f(x)|—>07 wg. (4.3) —0, da f stetig

Da die Maximalstelle von f eindeutig ist, gilt f(xq) > f(x1). Mit der Dreiecksun-
gleichung folgt:
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lim sup | fam)(Ram)) — f(Xo)]

n—o0

> limsup {|f(x1) = f(x0)| = | fagm) (Rawm)) — f(x1)[}

n—00

:|f(X1) - f(XO)‘ - hgr_l)g)lf |fa(n)<§<a(n)) - f(xl)|

J/

:nli—>moo |fa(n) (;(:(n))_f(xl)lz()
=f(x0) = f(x1) >0

Hieraus folgt
| fu(Xn) = f(x0)| 7 0.
Aber aus Annahme (4.3]) folgt auch

[fa(n) — f(x0)] = | max fn(x) — max f(x)|

< maps | £,(%) — £ =0,

also ein Widerspruch. Somit gilt die Behauptung. O
Lemma 67. Die Funktionen f(x,y) aus Lemma [65 sind stetig und haben die
eindeutige Mazimalstelle (9,7). Fir d = 1 hat auch |f(x,y)| die eindeutige Ma-
zimalstelle (9,7).

Beweis. Es sei K; wie in Definition [63] Zunéchst zeigen wir die Stetigkeit: Sei
d € {1,2}. Die Funktion g ist nach Lemma stetig auf [0, 1]¢ und f hat die Form
(3-1). Somit liefert Lemma [42] die Stetigkeit von f. Nun zeigen wir zundchst die
Eindeutigkeit fiir d = 1. Als erstes stellen wir fest, dass wegen 0 < v — 9 < 1 gilt:

W)= f0,7)=g(y) —g(@) =1~ (y=0)(y—9)>0

Folglich reicht es, die Maximalstelle fiir (z,y) € K; zu bestimmen, da f auferhalb
von K gleich Null ist. Fiir (z,y) € K; gilt:

|f(z,y)| = lg(y) — g(z)]

< > i < > i
—Jél[%ﬁ]g(z) _Zgé?l]g(z) _zrél[gfcl]g(Z) _zgfg’ll]g(Z)

PN ~~ PENY
=max{ gy) - glx) , gl&) — gly) }
< max g¢(z) — min g(2)

z€[0,1] 2€[0,1]

g(a) ist fiir 0 < a <9 monoton fallend mit Minimum bei

g(v) = —d(y—=19) <0,

fiir ¥ < a < monoton wachsend mit Maximum

g(v) =1 =)y —9)
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und fiir v < a <1 monoton fallend mit Minimum ¢(1) = 0 > ¢g(¢) und Maximum
g(7y). Also ist v die eindeutige Maximalstelle und ¥ die eindeutige Minimalstelle
von g auf [0, 1]. Folglich ist (¢, v) die eindeutige Maximalstelle von | f(x,y)| auf K.
AuRerhalb von K ist f(z,y) = 0, also ist (9,7) auch auf ganz [0, 1]* eindeutige
Maximalstelle. Da f(v,7) = |f(y,9)| und f(z,y) <|f(z,y)| hat auch f(z,y) bei
(9, 7) seine Maximalstelle.

Fiir d = 2 stellen wir zunéchst fest, dass wegen 0 < [y — 9] < 1 gilt:

F.7) =g(v) — 9(¥1,7%2) — g(11,92) + g(I) — [y — 9]?
=[y=9]-0-0+0—[y -9
=1 =[y—=9)y -9
>0

Somit reicht es auch hier, (x,y) € K3 zu betrachten. Auferdem ist f(x,x) = 0,
so dass wir 0. E. x < y betrachten konnen. Da (z1,y;) und (x9,y2) unabhéngig
von einander gewéhlt werden konnen, konnen fiir 0 < x < y < 1 folgende Fille
auftreten:

Nun wollen wir die moglichen Kombinationen durchgehen und zeigen, dass f dort
entweder nicht positiv ist, oder das Maximum bei (9, ) erreicht wird. Aus Symme-
triegriinden lassen sich dabei Kombinationen der Form (i) —(j’) genauso behandeln
wie (7) — (¢'). Daher reicht es, folgende Kombinationen zu betrachten:

o (1) mit (1), (2),...,(6)
o (6) mit (2),(3),...,(6)
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Zunichst stellen wir fest, dass wegen g(a,b) = 0 fiir a < ¢, im Fall (1) unabhéngig
von der Wahl von (9, y2) gilt:

f(xy) =9(y)—9(x1,92) —g(y1, v2) +9(1, 22) = [y —X] [y =] = = [y —x]|[y—9] <0

Folglich wird das Maximum in diesem Fall nicht erreicht. Fiir die Kombination
(6) — (") mit i € {2,...,6} gilt 11 <z <y <1 und yo > V5, also:

fxy) =(n = 91) (2 Ayz = P2) — (11 = P1) (Y2 A vz — 02
— (1 =) (@2 A e — V2) Ly 50,y + (11 — V1) (@2 A2 — V2) L5003
—ly —x][vy -9
=—ly—x][y-9] <0
Folglich wird auch hier das Maximum nicht erreicht. In den Fillen (2) — (2') und
(2) —(3) gilt 0 <2y < <y <7 und 2 < Yy < Yo und somit:

fxy) =@ —01)(y2a Ay —92) —0—-0+0— [y —x|[y — 9]

Dies wird maximal, wenn der Subtrahend minimal, also x maximal - und somit
gleich ¥ - wird. Dann gilt:

f(9,y) Y1 — 1) (Y2 Ay — U2) — [y — 9|y — 9]

Y1 — V) {ya Aye — P2 — (71 — V1) (y2 — 2) (2 — U2)}

Y1 — i {ya Ave — P2 — (1 — ) (Y2 Aye — 92)(y2 V 72 — ¥2)}
y1 — ) (Y2 Ao — 02)(1 — (11 — 91) (92 V 2 — ¥2)),

(. J (. i

= (
=
=
= (

~
>0 <1

wobei a V b := max{a, b} ist. Dies wird maximal fiir maximales y;. Ist y2 < 79, so
maximiert ein maximales ¥, die Funktion. Fiir y, > 7, wird die Funktion grofer, je
kleiner ys ist. Folglich wird das Maximum an der behaupteten Stelle angenommen.
Analog gilt in den Féllen (2) — (4') und (2) — (5') 0 <2y <¥; <y; < und
Yo > To > Yo und xo < 7 und somit:

fxy) =W =) (g2 Ay —U2) = 0= (g1 — V1) (22 — U2) + 0 — [y — x][y — I

Man erkennt, dass dies grofer wird, je grofer xy ist. Also kénnen wir z; = 94
einsetzen und erhalten:

f1, 29,91, 92) = (1 — Vi ){y2 Ave — 22 — (Y2 — @2) [y — 9]}
= =0 ) {2 Ay — g2y — 9] —zo(1 = [y = 9])}
——

<1
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Dies wird grofer, je kleiner xo und dann je grofer y; wird. Fiir yo < 75 wird die
Funktion grofer, je grofer yo ist und fiir yo > 9 fiir kleines ys. Folglich wird das
Maximum auch in diesen Fillen bei (4, ) angenommen. In den Féllen (3) — (i),
1=3,4,5gilt 0 <2y <V <y <y, Yo > U9 und x5 < 5 und somit:

fxy) = (=) (y2 Aye = V2) = 0= (1 = V1)(T2 — V2) [y 205}
+0— [y —x][y -1
= (m — W)y Ave = V2 — (22 — Vo) zy>0,) — [y — X](72 — V2)}

Man erkennt, dass die Funktion fiir y; minimal und x; maximal maximiert wird.
Einsetzen von y; = v und x; = 9, liefert:

f, 22, m,92) = (11 — I ){y2 Ay — V2 — (22 — 192)[{9:22792} — (Y2 — w2) [y — ¥}
=M =) Ave =22V — (g2 — 22)[y — 9]}
= (m — W)y Av2 — ya[y — 9] — 22 VU2 + m2[y — ]}

Y2 A\ Y2 — yo[y — V] wird fiir yo < 79 grofer, je grofer yo ist und fiir yo > 49 wird
der Term grofer, je kleiner ys ist. Analog wird —zg V U9 + 5[y — 9] fiir x5 < ¥
grofer, je grofser xo ist, und fiir zo > ¥s, je kleiner x5 ist. Auch in diesen Féllen
wird das Maximum also an der behaupteten Stelle angenommen. Fiir (4) — (4')
und (4) — () gilt 91 <z < yp <, Yy < 29 < 49 und Yy > ys, also:

Jxy) =W —01) (2 Aye —02) — (21 — V1) (Y2 A v2 — U2) — (Y1 — V1) (w2 — V2)
+ (21— V1) (22 — U2) — [y — x][y — V]

= —21)(y2 Ao — V) = (y1 — @1)(22 — ¥2) — [y — x|[vy — 9]

= (1 — i ){y2 A2 — 22 — (Y2 — 22) [y — I}

=W — A —ply =9 —x(1 - [y —9])}

Dies wird grofer fiir minimales x5 und dann fiir maximales y; und minimales x;.
Der Term ys A 2 — ya|y — 9] wird fiir yo < 79 genauso wie fiir yo > 2 bei yo = 72
maximiert, also ergibt sich auch hier die Maximalstelle (¢4, 7). Schlieklich gilt im
Fall (5) — (5'), dass ¥; < x; <~; <y; (i =1,2) und somit:

f(xy) = (n —V1)(e = ¥2) — (21 = V1) (2 — Do) — (11 — V1) (22 — V2)
+ (71 —191)(562—192) ly —X][’Y I
= (71— V1) (2 — x2) — (21 — V1) (72 — x2) — [y — x|[v — I

=y —x] [y —x][y — V]

Dies wird fiir minimales y - also fiir y = v - maximal. Einsetzen liefert:

fx, )= —x](1-[y—-179])

Somit wird das Maximum bei minimalem x erreicht und es folgt die Behauptung.[]
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Beweis von Satz [64] Wir betrachten K, und G, 4 aus Definition [63] und

0|1 f(z,y)], d=

Falx,y) = {5f(x,y), d=2

Zu zeigen ist die stochastische Konvergenz von

A

(Y, 7,) € argmax Gy, 4
Kq

gegen
(9, 7) € argmax F}.
Kq

Dazu benutzen wir einen dhnlichen Ansatz wie Doring) (2007) in seinem Beweis von
Theorem 1.1 und zeigen, dass jede Teilfolge von (9, ,, )nen eine Teilteilfolge hat,
die fast sicher gegen (19,7) konvergiert. Nach Korollar 6.13 (S. 128) von |Klenke

(2006) folgt daraus die gewiinschte stochastische Konvergenz. Sei (9,/,%,,) eine
Teilfolge von (Y,,4,,)nen. Lemma (65| liefert:

sup {|Gna(x,y) — Fa(x,y)|} = op(1)
(x,y)EKy

Wir definieren:

hn,d = sup {|Gn,d(xv Y) - Fd(X7 Y)|}
(X,y)EKd

Da hy, 4 = op(1) ist, gibt es nach Korollar 6.13 von Klenke (2006) eine Teilteilfolge
(n") C (n'), fiir die hy,» 4 fast sicher gegen 0 konvergiert. Sei 2y die Einsmenge, auf
der h,» 4 gegen 0 konvergiert. Aus Lemma [67] wissen wir, dass |d||f(-)] : K1 = R
bzw. df(-) : Ky — R stetig mit eindeutiger Maximalstelle (1, ) sind. Somit liefert
Lemma [66] dass fir jedes w € Qg gilt:

~

(D (@), A (@) "=5° (9, )

Da P(€) = 1 ist, liefert dies die Behauptung. O
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5 Beispiele

5.1 Schwach M-abhangige Prozesse

5.1.1 Starkes Invarianzprinzip

Zunéchst betrachten wir Prozesse mit eindimensionalem Zeitparameter. Dabei
konzentrieren wir uns auf sogenannte ,,in L? schwach M-abhéngige“ Prozesse. Wie
wir sehen werden, bilden diese eine breite Klasse von stationaren Prozessen und lie-
fern daher einige Beispiele fiir die Anwendbarkeit des in dieser Arbeit betrachteten
Invarianzprinzips. Eingefithrt wurde diese Abhéngigkeitsstruktur von Berkes et al.
(2011)), die ein starkes Invarianzprinzip fiir in LP schwach M-abhéngige Prozes-
se bewiesen. Dieses wird im diesem Abschnitt kurz vorgestellt. Im Folgeabschnitt
werden dann der Zentrale Grenzwertsatz, sowie das schwache Invarianzprinzip mit
Hilfe von Satz|35|aus dem gegebenen starken Invarianzprinzip gefolgert. Schliefslich
werden einige Beispiele fiir in LP schwach M-abhéngige Prozesse betrachtet.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Definitionen und Aussagen wurden aus [Ber-
kes et al| (2011) entnommen. Zunéchst fithren wir die Prozessklasse ein, die wir
im Folgenden betrachten werden:

Definition 68. (siehe Berkes et al.| (2011), Definition 1) Sei{Yy}rez ein stochas-
tischer Prozess , p > 1 und 6 : N — R eine Funktion mit §(m) — 0. {Yi}rez
heifit schwach M-abhdngig in LP mit Ratenfunktion 6(-), falls gilt:

A) Fir alle k € Z, m € N gibt es Zufallsvariablen ym e LP, so dass gilt:
k

Vi — V™|, < d(m)

(B) Firr € N und disjunkte Intervalle I, ..., I, von ganzen Zahlen und
mi,...,m, €N so, dass d(I, I;) > max{my, m;} firl <k <1l <r, sind die
Vektoren {Yj(ml) cje i}, ...,{Y;-(m") . j € I} unabhdingig.

In der Literatur gibt es eine Vielzahl Definitionen von schwacher Abhéangigkeit,
von denen einige der hier gewidhlten Approximierbarkeit dhneln. Oft wird aber
eine bestimmte Darstellung fiir den Prozess gefordert, z. B. die Eigenschaft, dass

es eine Familie {ef }rez von i.i.d. Zufallsvariablen und eine messbare Funktion f
gibt, so dass Y}, fiir alle k£ € Z die kausale Darstellung

Yk If(&?k,gkfl,...) (51)
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(vgl. z. B.|Aue et al. (2009), Wu| (2007)), Liu und Lin (2009)), oder die allgemeinere
zweiseitige Darstellung

Ye=f( ., 6k—1,€k Ebt1s---) (5.2)

(vgl. z.B. Berkes et al. (2009))) hat. Eine Abhéngigkeitsstruktur fiir solche Pro-
zesse kann dann mit Hilfe der geforderten Darstellung definiert werden. In einem
solchen Modell konnen approximierende Variablen zu Y} z. B. als messbare Funk-
tionen der eg, . .., €x—m (siche Aue et al.| (2009)) oder als bedingte Erwartungswerte
E[Yi|ek—m,---,k] (vgl. Liu und Lin (2009)) definiert werden. Die Definition der
schwachen M-Abhéngigkeit wurde zwar von solchen Fillen inspiriert, aber es wur-
de bewusst weder fiir den Prozess {Y} }rez noch fiir die approximierenden Variablen
{Yk(m) :m € N,k € Z} eine bestimmte Darstellung gefordert. Damit wird spéter
deutlich werden, dass die fiir das asymptotische Verhalten des Prozesses entschei-
dende Eigenschaft seine Approximierbarkeit durch m-abhéngige Zufallsvariablen

(siche Abschnitt [5.1.3) ist.

Bemerkung 69.
1. Obige Definition impliziert, dass die Yy in LP liegen:

1Yl < 1Y = YN, + 1Y, < o0

2. Aufgrund von Eigenschaft (B) ist fiir festesm € N die Familie {Yk(m)}kez ein
m-abhéingiger Prozess (vgl. Abschnitt[5.1.3). Eigenschaft (A) bedeutet also,
dass ein schwach M-abhdngiger Prozess fir jedes m € N LP-approximierbar
durch m-abhdngige Prozesse ist, wobei d(m) den Approximationsfehler liefert.

3. Schwache M-Abhdngigkeit bleibt unter glatten Transformationen erhalten:
Ist {Yi }rez ein in LP schwach M-abhdngiger Prozess mit Ratenfunktion o(-)
und h : R — R eine Lipschitz-stetige Funktion der Ordnung o (0 < a < 1)
mit Lipschitz-Konstante K, so ist {h(Yy)}rez ebenfalls schwach M-abhingig
in LP mit Ratenfunktion 6(-) = Ko(-).

Nun wollen wir das von Berkes et al.| (2011) gezeigte starke Invarianzprinzip zi-
tieren. Dabei verstehen wir unter einem starken Invarianzprinzip die Eigenschaft,
dass die zu einem stochastischen Prozess {Xj}rez gehorige Partialsummenfolge
(S, =3 Xi)nen (gegebenenfalls nach Ubergang auf einen anderen Wahrschein-
lichkeitsraum) fast sicher durch einen (oder mehrere) Wiener-Prozess {W (t) }+>0
approximiert werden kann. Eine solche Approximation ist von grofsem Interesse in
der Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie, da damit Aussagen wie der Zentrale
Grenzwertsatz oder das Gesetz vom iterierten Logarithmus iiber das asymptoti-
sche Verhalten der Partialsummenfolge auf entsprechende Aussagen iiber Wiener-
Prozesse zuriickgefiihrt werden konnen. Komlos et al.| (1975, 1976) zeigten fur
zentrierte und standardisierte i.i.d. Xj, die E[e'**] < oo fiir |[t| < tp und ein
tg > 0 erfiillen, dass

Sp=W(n)+ O(logn) P— f.s..
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Aufterdem zeigten sie
S, = W(n)+o(n'?) P — f.s.,

unter der Voraussetzung, dass statt Ele'**] < co nur E[|X;[] < oo fiir ein p > 2
gilt. Setzt man fiir einen i. i. d. Prozess nur die Zentriertheit und F[X?] = 1 voraus,
so greift nach Strassen (1964) die Approximation

S, =W(n)+o(y/nloglogn) P — f.s.,

welche ohne die Annahme der Existenz weiterer Momente auch optimal ist (vgl.
Major (1976))), aber nicht ausreicht, um Resultate wie den Zentralen Grenzwert-
satz zu implizieren. Um dennoch eine stiarkere Approximation zu erhalten, bewies
Major| (1979) unter den gleichen Voraussetzungen an {Xj}icz ein starkes Inva-
rianzprinzip, bei dem nicht mehr W(n), sondern W (r,) mit 7,, ~ n betrachtet
wurde:

S, = W(r,) +o(n'/?) P — f.s.

Die Verallgemeinerung der fiir den i.i. d. Fall bekannten Aussagen auf schwach ab-
héngige Prozesse ist Gegenstand aktueller Forschung. Wul (2007)) zeigte fiir die von
ihm betrachteten stationdren Prozesse mit ,physical dependence” und E|X|P < oo
fiir 2 < p < 4 ein starkes Invarianzprinzip der Form

S, = W(n) + o(n"?(logn)?) P — f.s.,

wobei v > 0 ist. |Liu und Lin| (2009) zeigten, dass die Approximation sogar ohne den
Term (logn)” moglich ist, sodass man fiir 2 < p < 4 die Komlos-Major-Tusnady-
Schranke erhélt. Um fiir schwach abhéngige Prozesse ein starkes Invarianzprinzip
zu erhalten, das die Approximationsgiite o(n!/?) auch fiir allgemeines p > 2 liefert,
benutzen |Berkes et al.| (2011) zwei Wiener-Prozesse und lassen eine Perturbation
des Zeitparamters n zu. Sie erhalten Resultate der Form

Sy = Wi(s2) + Wa(t2) + O(n"*0/P) P — fs..

Wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden, sind dabei die Folgen (s2),cn und
(t2)nen so gewihlt, dass W (¢2) im Vergleich zu W (s?) asymptotisch vernachlés-
sigbar ist.

Satz 70. (siehe Berkes et al| (2011)), Theorem 1) Seienp > 2, n > 0 und {Y} }rez
ein zentrierter, stationdrer, in LP schwach M-abhdangiger stochastischer Prozess
mit Ratenfunktion 6(-), so dass

5(m) < m™4, (5.3)
mit 2 1 1 1
A>max{p_ <1— +">,1} und 1< L. (5.4)
2n p p 2
Dann ist die Reihe
0 =Y EYyY; (5.5)
kEZ
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absolut konvergent und {Yj}rez kann auf einem neuen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) zusammen mit zwei Wiener-Prozessen {W1(t) }>o und
{Ws(t)}i>0 definiert werden, so dass

ZYk = Wi (s2) + Wa(t2) + O(nHM/P) P — f.s., (5.6)

wobei (%) nen und (t2),en nichtfallende reelle Folgen sind, fiir die esy € (0,1) und
c >0 gibt, so dass
s2 ~a’n und t2 ~ cn’. (5.7)

Satz 71. (siehe|Berkes et al.| (2011), Theorem 2) Seienp > 2, p > 0 und {Y} }rez
ein zentrierter, stationdrer, in LP schwach M-abhdngiger stochastischer Prozess
mit Ratenfunktion 6(-), so dass

d(m) < exp(—pm). (5.8)

Dann ist die Reihe (5.5) absolut konvergent und {Yy}rez kann auf einem neuen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) zusammen mit zwei Wiener-Prozessen
{W1i(t) }is0 und {Ws(t)}i>0 definiert werden, so dass

Zyk DL WL(82) + O(n'/Plog?n) P — f.s., (5.9)

wobei (82)nen und (12),en nichtfallende reelle Folgen sind, die

s2 ~o?n, 12 ~o’n/logn (5.10)
erfillen.
Bemerkung 72. Die Folgen (s2),en und (t2),en werden mit Hilfe eines
Blockbildungs-Arguments explizit konstruiert. Es ldsst sich zeigen, dass

limsup(s2,, — s2) = limsup(t2,, — 2) = o”. (5.11)

n—oo n—oo

Die Idee des Beweises dieser Aussagen besteht darin, zunéchst die Partialsum-
men von Y durch Partialsummen iiber approximierende Variablen zu ersetzen und
dann deren Abhangigkeitseigenschaften zu nutzen, um mit Hilfe von Blockbildung
das Invarianzprinzip fiir diese approximierenden Partialsummen herzuleiten. Wir
verzichten in dieser Arbeit auf den Beweis der Satze [[Ql und [71] und verweisen in-
teressierte Leser auf Berkes et al.| (2011). Ab jetzt werden wir folgende Annahme
voraussetzen:

Annahme 2. {Y}}rcz sei ein stochastischer Prozess, der auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P) zusammen mit zwei Wiener-Prozessen {W1(t) }+>o,
{Wa(t)}e>0 definiert werden kann, so dass

Zyk_wl )+ Wa(t2) + O(E,) P — f.s., (5.12)
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fir eine Folge {E,}nen von reellen Zahlen mit E, = o(y/n) und nichtfallende
Folgen {s2}nen und {t2},en positiver reeller Zahlen, die

so ~a’n, t2 = o(n), limsup(sj,; — s;) = limsup(ti,, — ;) = o* (5.13)
k—o0 k—o0

fiir ein o? € (0,00) erfillen.
Bemerkung 73. Erfillt ein Prozess {Yj}rez die Voraussetzungen von Satz
oder[71], so erfillt er Annahme[q mit

(i) E, = O(nHTn) oder
(i) E, = O(n'/?log*n),

wobei p > 2 und (1 +n)/p < 1/2 sind. Damit gilt auch E,, = o(y/n), denn wegen
p>2gilt1/p—1/2 <0, also O(n*/?~2log?n) = o(1), und wegen (1+n)/p < 1/2
gilt O(n(Hm/P=1/2) = o(1).

Nun betrachten wir ein Hilfslemma, welches den Ubergang von W (s2) bzw. W (£2)
zu W (t) ermoglicht:

Lemma 74. Sei 0 < o < 1/2. Fiir die Folgen (s2)nen und (t2)nen aus Annahme
[4 und einen Wiener-Prozess {W (t) }i>o gilt:

(i) Es gibt eine Nullfolge {c,,}nen, so dass:

lrgzaglh s; /o7 < epn

(i1) Fir die Nullfolge aus (i) gilt:

max [W (i) — W(s?/0?)| = op(v/ne®)

1<i<n
Insbesondere gilt:

max [IV(i) — W(s2/0%)] = op(v/n)

1<i<n

(iii) Definiere 7y, := t2/n. Dann ist vy, = o(1) und es gilt:

max |W (t7/0%)| = op(v/n72)

1<i<n
Insbesondere:
max |W(12/0%)] = op(v/1)
1<i<n
Beweis. siehe O

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir noch eine Momentenungleichung aus
Berkes et al.| (2011) (Proposition 4), die wir im folgenden Abschnitt zum Beweis
der Straffheit nutzen werden.
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Satz 75. Seien p > 2 und {Yi}rez ein zentrierter, stationdrer, in LP schwach
M-abhdngiger Prozess mit Ratenfunktion 6(-). d(-) erfiille

id(m) < 00. (5.14)

m=0
Dann gilt fir beliebige n € N, b € Z

p
< Gyt (5.15)

b+n

2 Y

k=b+1

E

wobei Cy, > 0 eine nur von p und {Yy}rez abhingige reelle Zahl ist.

Bemerkung 76. Die Bedingung gilt fiir alle Prozesse, die die Vorausset-
zungen der Sdtze [70] oder[71] erfillen:

1. Fall: {Yy }rez erfille die Voraussetzung von Satz[70, Wegen A > 1 ist

S L < oo und somit gibt es wegen §(m) < m~4 ein C > 0 und my € N, so

S om) <Y am) +¢ S %<oo.

dass

m=0 m=0 m=mgo—+1
N——
<oo <00

2. Fall: {Y;.}rez erfille die Voraussetzung von Satz . Wegen exp(—p) < 1 ist
Yo _gexp(—pm) < oo und somit gibt es wegen §(m) < exp(—pm) ein C' > 0 und
mgy € N, so dass

Z5(m) < Z(S(m) +C Z exp(—pm) < oco.

m=0 m=mgo—+1
A

J

~
<00 <00

5.1.2 Das schwache Invarianzprinzip

Im Folgenden zeigen wir die Verteilungskonvergenz des zu einem schwach M-
abhéngigen Prozess gehorigen Partialsummenprozesses. Analog zum Vorgehen in
Billingsley! (1968)) (vgl. Beweise von Theorem 10.1 und Theorem 16.1 ), zeigen wir
dazu zuerst die Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen und dann die
Straffheit des Prozesses, wobei wir fiir letzteres das Kriterium von Bickel und Wi-
chura (1971) aus Abschnitt benutzen. Da wir keine Darstellung des Prozesses
der Form oder gefordert haben, unterscheidet sich der hier vorgestell-
te Konvergenzbeweis von bereits fiir d&hnliche Abhéngigkeitsstrukturen gefiihrten
Konvergenzbeweisen (vgl. Berkes et al. (2008) und |Aue et al| (2009))), in denen
die Darstellung des Prozesses ausgenutzt werden konnte, um Theorem 21.1 aus
Billingsley (1968) anzuwenden. Zunéchst zeigen wir den Zentralen Grenzwertsatz
fiir schwach M-abhéngige Prozesse:
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Satz 77. {Y}rez sei ein zentrierter stochastischer Prozess in LP (p > 2). Der
Prozess erfiille Annahme[3. Dann gilt:

%aingN&U (5.16)

Beweis. Annahme [ liefert:

1 p 1
— Ny 2
\/ﬁa; vn

Wi(s2/02) + ——Wa(£2/0?) + op(1) = K, + K + op(1)

Vn

Um die Notation zu vereinfachen sei im Folgenden o.E. ¢ = 1. Lemma (iii)
liefert Ky = op(1). Betrachte nun K. Es gilt:

1 1
7 + %(Wl(si) — Wi(n))
Aufgrund von Lemma 74| (i7) ist (Wl( 2y — Wi(n)) = op(1). Die Skalierungs-

eigenschaft des Wiener-Prozesses liefert, dass \%Wl(n) 2 Wi(1) fir alle n € N
standardnormalverteilt ist. Somit liefert Lemma [34] die Behauptung. O]

K1 = Wl(n)

Nun wenden wir uns dem schwachen Invarianzprinzip zu. Wir betrachten das Funk-
tional

Sa(t) = V_}:n” 0<t<1. (5.17)

Fiir zentrierte, unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlichen
zweiten Momenten liefert der Satz von Donsker, dass {.S, (t) }scjo.1] in D[0, 1] schwach
konvergiert:

Satz 78. (vgl. |Billingsley (1968), Theorem 10.1, S. 68 und Theorem 16.1, S. 137)
{Y}. }ren seien unabhdngig identisch verteilte Zufallsvariablen auf einem gemeinsa-
men Wahrschemlichkeitsmum (Q, A, P). Weiter seien S =Y +---+Y, und
EY, =0, EY? = 0% < co. Dann gilt fiir die Funktion S aus -

{1Sn<t>} VO (5.18)

o

Im Folgenden wollen wir das Theorem von Donsker auf stationdre Prozesse, die
Annahme[2|erfiillen, erweitern, indem wir nachweisen, dass solche Prozesse die Vor-
aussetzungen aus Satz (35| (bzw. Bemerkung erfiillen. Dabei zeigen wir mit Hilfe
des gegebenen starken Invarianzprinzips die Konvergenz der endlich-dimensionalen
Verteilungen und priifen dann mittels der Momentenungleichung die Straff-
heit.

Zunachst zeigen wir die Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen:
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Satz 79. {Yi}rez sei ein zentrierter stationdrer Prozess in LP (p > 2), der An-
nahme |9 erfillt. {W(t)}i>o sei ein Wiener-Prozess. Dann gilt fir
0<ty <tg< - <t <1:

1 - .

~(Bu(tr), -, Sultn)) Ly (W(th),...,W(t,) (n— oo) (5.19)
Beweis. Sei wieder 0. E. o = 1. Fiir t = 0 gilt S,,(t) = 0 = W(0) P — f.s. fiir alle
n €N, also S,,(t) 2 W (t). Fir t € (0,1] und n grof genug ist |nt| > 0, so dass

gilt:
nt]

St =/ 24 o

nt] _ (t_nt— Lntj)m,H_%o\/%

Wegen

n n

folgt aus Satz [77] nach Anwendung des Lemmas von Slutsky:
Sa(t) B VW (1) Ew(t)

Insgesamt liefert dies S, (t) = W () fiir ¢ € [0, 1].
Seien nun 0 <t; <ty < ...t < 1. Wir zeigen

(Sn(t1), Suta), - -, Sultn)) 2 (W(t), W(ts), ..., W(t)) (5.20)

mit Hilfe der Cramér-Wold Idee (Klenke, (2006), Satz 15.55, S. 312), d. h. wir zeigen
fir ay,...,a; € R:

S aiSat) B aW(t) (5.21)

Als erstes beobachten wir, dass dies im Falle t; = 0 dquivalent ist zu

Z azgn(tz) 2} Z aiW(tl)a

=2

s
[|
o

mit 0 <ty < --- < tg, so dass wir o. E. annehmen konnen, dass
0<t;<--- <ty <1undn grok genug ist, so dass |nty| >--- > |nt;| > 1. Wir
fithren die Aussage zuriick auf den i.i.d. Fall, indem wir zunéachst

a;Sn(t;) = a;—=Wi([nt;]) + op(1) (5.22)
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fiir yj = 1,..., k zeigen. Dazu gehen wir analog zum Beweis des Zentralen Grenz-
wertsatzes (Satz[77)) vor und nutzen Annahme 2] und Lemma [74}

—oP( ) WE. Le. [T4] (ii1)

-~

a;Sn(t;) = a; \/—Wl(stnt j) + ay\/— 1G] Int; J) +op(1)

I%\/— 1([nt; J)+aJ\/—<Wl<SLntJ> Wi([nt;])) +op(1)

S/

=op (1), we. Le. [74] (i4)

(5.22) liefert nun:

RN
§Qz

—~
~

Nl
I

Zai%m(mm) 4 op(1)

i=1 =1

Wir schreiben
[t ]

mit Zufallsvariablen Z, = Wy (k) — Wy (k — ), k € N. Da {W;(t)}+>0 ein Wiener-
Prozess ist, sind die Z i.i.d. N (0, 1)-verteilt, so dass wir den Satz von Donsker
(Satz auf den Partialsummenprozess der Z; anwenden konnen. Die Konvergenz
in D0, 1] impliziert die Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen, und
somit liefert Satz [78

\/— (Wi(lnt1)), Wilnts)), ... Wi([nt))) = (W (t), W(ta), ..., W (t)),

beziehungsweise, nach Anwendung der Cramér-Wold-Idee:

k
Zaz Wl Lnt 2) ZGZW t
i=1

und folglich mit Lemma @ die Behauptung. O
Satz 80. Die Voraussetzungen von Satz@ seien fur p > 2 erfullt. Weiter gelte
die Annahme @ Es seien S, =Y, +---+ Y, und S wie in - Dann gilt:

a0} " wohen (5.23)
g t€[0,1]

Beweis. Wir wollen Satz 35 anwenden. Es ist S, (¢) = 0 fiir ¢ = 0 und der Grenz-
prozess {W(t)}ico,1) hat fast sicher stetige Pfade, ist also insbesondere stetig in
1. In Satz [79 haben wir bereits gezeigt, dass die endlich-dimensionalen Verteilun-
gen des Prozesses gegen die eines Wiener-Prozesses konvergieren. Nun miissen wir
noch das Straffheitskriterium nachpriifen. Da S,, nach Satz [75] die in Lemma [3§]

vorausgesetzte Momentenungleichung erfiillt, folgt aus Lemma 38 und Bemerkung
die Behauptung. O
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5.1.3 Beispiele

In diesem Abschnitt stellen wir einige Arten von Prozessen vor, die geméf Defini-
tion 68| schwach M-abhéngig in L? sind. Hat die Ratenfunktion eine entsprechend
hohe Konvergenzgeschwindigkeit, so erfiillen die zugehdrigen Partialsummenpro-
zesse nach Abschnitt das von uns betrachtete schwache Invarianzprinzip.
Die hier betrachteten Beispiele stellen eine Auswahl aus den von Berkes et al.
(2011) behandelten Beispielen dar.

m-abhangige Prozesse Wir bezeichnen einen Prozess {Y}}rez als m-abhingig

fir ein m € N, falls fur alle n € Z die Mengen {Y} : £ <n} und {Yy : k > n+ m}

stochastisch unabhéngig sind. m-abhéngige Prozesse sind schwach M-abhéngig:

Satz 81. Der Prozess {Yj}rez sei m-abhingig fir ein festes m = mg € N und es

gelte K = sup ||Yx||, < 0o fiir ein p > 2. (Letzteres ist z. B. gegeben, falls {Y}kez
keZ

in LP und stationdr ist.) Dann ist {Yy}rez M-abhingig in LP mit

(m) 0, m<my
Yk’ =
Y., m>myg

und Ratenfunktion 6(m) < exp(—pm) fir p > 0.

NED-Prozesse Ein stochastischer Prozess {Yj }rez, der darstellbar ist als
Yk:f("'agk—lagkagk-i-la"')? kEZa

mit einer Folge {e }xez von Zufallsvariablen und einer messbaren Funktion f heifst
NED-Prozess (near-epoch dependent) beziiglich {e}rez unter LP-Norm mit Ra-
tenfunktion 4(+), wenn zusétzlich gilt:
k+|m/2

Vk€Z,m>1: ||V~ Bl A, < 6(m),
wobei Aif; die von €j_j, ..., ey, erzeugte o-Algebra bezeichnet.
Satz 82. {Y}rez sei NED-Prozess mit Ratenfunktion §(-) in LP-Norm beziglich
einer Folge von unabhingigen Zufallsvariablen {ey}rez. Dann ist {Yy ez schwach
M-abhingig mit

m k+|m/2
Y™ = Bl AT

beziiglich der gleichen p und ().

Lineare Prozesse Sei {Y} }kez ein Prozess mit Yy, = Z;’;foo ajep—;, wobei (a;) ez
reelle Zahlen mit 3 72 |a;| < oo sind und {&; }4ez eine Folge von i.i.d. Zufalls-
variablen ist. Dann nennt man {Y} }rez linear.
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Satz 83. {Y}}rez sei ein linearer Prozess. Ist ||gol|, < 00, so ist {Y }rez schwach
M-abhingig in LP mit

Lm/2]

Yk(m) = Z ajEk—j.
j==1m/2]

Sei §(+) die Ratenfunktion von {Yy}rez.
Gilt zusdtzlich |a;| < |j]~ A (5] — 00) fiir ein A > 1, so gilt §(m) < m~4. Gilt
la;] < pll (|j] — o0) fiir 0 < p < 1, so fillt §(-) sogar ezponentiell.
Bemerkung 84. ARMA (p,q)-Prozesse (vgl. |Brockwell und Davis (1987), Defini-
tion 3.1.2, S. 18) liefern Beispiele fiir lineare Prozesse: Seien {ey}rez eine Familie
von i.1. d. Zufallsvariablen, ay,...,ap,b1,...,0, € R und a(z) := Z?Zl a2l ein
Polynom auf C. Die definierende Gleichung

Yo —a1 Yoy — - — aka_p =cp + b1+ + bqﬁk_q, k e Z,

eines ARMA (p,q)-Prozess {Yy, }rez, hat nach|Brockwell und Dawvis (1987), Theorem
3.1.3 (S. 88), eine eindeutige stationdre Losung

Yi= Y cery, k€L,
Jj=—00
mit reellen Koeffizienten (¢;)jez, wenn a(z) # 0 fir|z| = 1 ist. Fir AR(1)-Prozesse
Y = aYy_1 +e mit |a| < 1 gilt sogar (siehe|Brockwell und Davis (1987), Example
8.1.2,8.79) Yy = X2 galex_j, k € Z. In diesem Fall nehmen die Koeffizienten der
Darstellung sogar mit einer geometrischen Rate ab. An diesem Beispiel sieht man,
dass schwache M-Abhdngigkeit auch Prozesse umfasst, die nicht stark mischend
sind: AR(1)-Prozesse Y), = %Yk,l + e, mit {egtrez unabhingig und Bernoulli-
verteilt sind nach |Andrews (1984)) nicht starkt mischend.

Nichtlineare Zeitreihen Sei {¢; }1ez eine Familie von i.1. d. Zufallsvariablen und
G eine messbare Funktion. Wir betrachten den durch die Rekurrenz

Yk = G(kala Ek), ke Z, (524)

gegebenen stochastischen Prozess {Y}}rez. Nach Diaconis und Freedman (1999)
(vgl. [Wu (2005), S. 14152) hat (5.24) eine eindeutige stationdre Losung, wenn es
ein zp € R und ein o > 0 gibt, so dass GG folgende Lipschitz-Bedingung erfiillt:

Ellog K(20)] > 0 und K(0), |G (o, 0)| € L7,

wobel

G — G2
KO wp O@-0E2)
z,x' ER xFz’ |$ - ’
Iterationen von (5.24) liefern dann (vgl. Wu und Shao (2004), Remark 2) die

Darstellung
Yi=f(...,ek-1,61), k€Z, (5.25)
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mit einer messbaren Funktion f. Eine solche Darstellung ldsst sich interpretieren
als physikalisches System, bei dem der Input {ej }xez durch die Funktion f in den
Output Yy transformiert wird (vgl. Wu/ (2005)). Um approximierende Zufallsvaria-
blen Yk(m) zu definieren, benutzen wir die von|Wu| (2005) eingefiihrte Kopplungsme-
thode. Seien {65)}/@ fiir jedes [ € Z von einander und von {ej }rez unabhéngige
Folgen von i.i.d. Zufallsvariablen, die identisch verteilt sind wie {ej}rez. Dann
erfiillen die Zufallsvariablen

Vi = p e e k.. iek), k€ Z,meN (5.26)

Bedingung (B) aus Definition (vgl. Berkes et al. (2011)), S. 2449) und nach
Theorem 2 von [Wu und Shao| (2004)) gibt es ein r € (0, 1), so dass aufgrund der
Stationaritét

¥ = Y™l < exp(—pm)

fir p = —logr gilt (vgl. Berkes et al.| (2011)), S. 2449; Wu| (2005)), S 14152).
Bemerkung 85. Hormann und Kokoszka (2010) betrachten in threm Artikel sto-
chastische Prozesse Y = {Yy}rez mit Werten in einem Funktionenraum

LP([0,1], Bjoay, Ap,1y) (p € N). Als Sonderfall ergeben sich Folgen von konstanten
Abbildungen Yy, also reellen Zufallsvariablen in LP. Im Artikel von |Hormann und
Kokoszka (2010) findet sich ein konsistenter Schatzer fir die asymptotische Vari-
anz o2 fiir Prozesse, die eine Darstellung der Form (5.25) mit approximierenden
Zufallsvariablen haben. Die dort vorausgesetzte Approximationsgiite ist

3 Yo = Y0, < oo,
m=1

was im obigen Fall gegeben ist. Hormann und Kokoszka (2010) bezeichnen Prozesse
mit dieser Eigenschaft als LP-m-approzimierbar und betrachten Kernschdtzer fiir

o2 der Form
0° = > W ()% (5.27)

mit

Ist {Yi}rez € L* ein L*-m-approximierbarer Prozess und gilt

T

qn —1
Z Z [Cov(Yo(¥i = ¥, YO¥ ) =% o, (5.28)

so ist 6% nach Theorem 4.1 von |Hormann und Kokoszka (2010) fiir passende

Wahlen von g, und w,, konsistent. Ein analoger Schitzer fir LP-m-approzimierbare

Prozesse, bei denen ((5.28)) nicht vorausgesetzt wird, findet sich in|Chochola et al.
(2013).
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5.2 Assoziierte Prozesse

Nachdem wir uns im letzten Abschnitt auf Prozesse mit eindimensionaler Pa-
rametermenge beschrankt haben, wenden wir uns nun Zufallsfeldern zu. Hierbei
werden wir Zufallsfelder betrachten, die geméfs Bulinski und Shashkin| (2007)) einer
der Definitionen von Assoziation entsprechen. Dies ist eine in der Literatur viel be-
schriebene Abhéngigkeitsart (vgl. z. B. [Esary et al.|(1967), Joag-Dev und Proschan
(1983), Balan| (2005), Bulinski und Shashkin| (2006))), fir die bereits schwache und
starke Invarianzprinzipien existieren. Dabei wird die Abhéngigkeitsstruktur der
Prozesse durch Forderungen an das Verhalten der Kovarianz charakterisiert. Im
Folgenden sei X = { X }ter (T C RY, d € N) ein stochastischer Prozess. Fiir eine
Teilmenge I C T bezeichnen wir mit X; die Familie { X }¢c;. Weiter sei M(n) fur
n € N die Menge der beschrankten reellwertigen, koordinatenweise monoton wach-
senden, Borel-messbaren Funktionen auf R™. Fiir Funktionen f € M(|I|) meinen
wir mit f(X;) die Anwendung von f auf einen Vektor X; in RV, der sich ergibt,
wenn man der Familie X; eine Ordnung gibt. Kommen in einer Formel mehrere
Funktionen f1(X7), fo(X) usw. vor, so werden diese stets auf den gleichen Vektor
X; angewendet.

Definition 86. (siehe |Bulinski und Shashkin| (2007), Definition 1.1.1, S. 3) X
heif$t assoziiert (geschrieben als X € A), wenn fir alle endlichen Teilmengen

I CT und f,g € M(|I]) gilt:

Cov(f(Xr),9(X1)) >0

Diese Definition ldsst sich abschwéchen, indem man disjunkte Teilmengen von T
betrachtet:

Definition 87. (siehe |Bulinski und Shashkin| (2007), Definition 1.1.2, S. 3) X
heif$t positiv assoziiert (geschrieben als X € PA), wenn fir alle endlichen dis-
gunkten Teilmengen I,J C T und f € M(|I]), g € M(|J]) gilt:

Cov(f(X1),9(X,)) =0

Die folgende Definition von negativer Assoziation liefert ein Analogon zur positi-
ven Assoziation mit umgekehrtem Vorzeichen. Negative Assoziiertheit wurde von
Joag-Dev und Proschan (1983) als weitere Form einer ,negativen Abhéngigkeit*
eingefiihrt, die gegeniiber den bereits bekannten ,negativen“ Abhéngigkeitsarten
den Vorteil hat, dass monoton wachsende Funktionen von disjunkten Mengen von
negativ assoziierten Zufallsvariablen wieder negativ assoziiert sind.

Definition 88. (siehe |Bulinski und Shashkin (2007), Definition 1.1.3, S. 3) X
heifit negativ assoziiert (geschrieben als X € NA ), wenn fir alle endlichen dis-
Junkten Teilmengen I,J C T und f € M(|I|), g € M(|J|) gilt:

Cov(f(X1),9(X;)) <0
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Bemerkung 89. 1. Assoziierte stochastische Prozesse sind insbesondere auch
positiv assoziiert: Wie in|Esary et al| (1967) angemerkt, lassen sich Funktio-
nen aus M(n), n € N, auch als Funktionen aus M(m) mit m > n auffassen,
die unabhdngig von den zusdtzlichen, zu n + 1,...,m gehorigen, Parame-
tern sind. Betrachtet man disjunkte Teilmengen I,J C T, so lassen sich
Funktionen f € M(|I]) und g € M(|J]) folglich auch als Funktionen aus
MTUJ|) = M(I|+ |J|) auffassen, und die positive Assoziation folgt aus
der Assoziation.

2. Fine einzelne Zufallsvariable ist assoziiert. AufSerdem ist die Vereinigung von
unabhdngigen Mengen von assoziierten (bzw. positiv oder negativ assoziier-
ten) Zufallsvariablen assoziiert (bzw. positiv oder negativ assoziiert). Folglich
ist eine Familie von unabhdngigen Zufallsvariablen assozitert und negativ as-
soziiert. (siehe|Bulinski und Shashkin| (2007), Theorem 1.1.8, S. 6)

3. Eine Familie X = { Xy }ter mit unendlichem Parameterraum ist genau dann
assoziiert (bzw. positiv oder negativ assoziiert), wenn alle ihre endlichen Un-
terfamilien assoziiert (bzw. positiv oder negativ assoziiert) sind.

Die folgenden Beispiele fiir assoziierte und positiv oder negativ assoziierte Prozesse
wurden aus Bulinski und Shashkin| (2007)) entnommen.

Beispiel 90. (siche Bulinski und Shashkin (2007), Theorem 1.2.1, S. 17, Re-
mark 1.2.4, Theorem 1.2.6, S. 20) |Bulinski und Shashkin, (2007) beweisen in
Anlehnung an |Pitt, (1982) sowie |Joag-Dev und Proschan (1983), dass mormal-
verteilte Zufallsvariablen Xy, ..., X, (n € N) genau dann assoziiert sind, wenn
Cov(X;, X;) >0 fir alle i,5 € {1,...,n} und genau dann negativ assoziiert sind,
wenn Cov(X;, X;) <0 firallei,j € {1,...,n}. Bin Gauf$’sches Feld X = {X}teza
ist somit genau dann assoziiert, wenn es positiv assoziiert ist. Bekanntlich (vgl.
Shiryaev (1996), Chapter II, §, Theorem 1, S. 301) besteht eine Familie von
Gauf$’schen Zufallsvariablen genau dann aus unabhdngigen Zufallsvariablen, wenn
die Zufallsvariablen unkorreliert sind. Folglich ldsst sich sagen, dass X genau dann

assoziiert >
unabhdingig ist, wenn  Cov(Xs, X¢)< = 0Vs,t € Z% s #t.
neqgativ assoziiert <

Nun betrachten wir eine Erweiterung der Definitionen von positiver und negativer
Assoziation auf eine grofsere Prozessklasse. Dabei werden wir nicht mehr koordi-
natenweise wachsende Funktionen, sondern Lipschitz-Funktionen betrachten:
Definition 91. (vgl. |Bulinski und Shashkin (2007), Definition 1.5.1, S. 88) Eine
Funktion F': R™ — R (n € N) heifst Lipschitz-Funktion, wenn

F —F
Loy =y R FO)
x,yeR", x#£y |x =yl

< 00,

wobei ||x||y == Y1, |zi| die I'-Norm auf R" sei.
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Die partiellen Lipschitz-Konstanten seien dann firi=1,...,n:

Lip;(F)

_ sup |F(l’1,...,Ii_l,ﬂfi,l'i_f_l,...,l'n)—F(iCl,...,ZL‘i_l,yi,l‘i_;,_l,...,J?nN
T1,ey T, Y ER |xl - yl|
xz#yi

Mit BL(n) bezeichnen wir die Menge aller beschrinkten Lipschitz-Funktionen
F:R"— R und es sei BL:= U BL(n).

neN

Definition 92. (siehe |Bulinski und Shashkin (2007), S. 91, oder|Cox und Grim-
mett (1984)) Fiir eine Familie X = {X¢}ter von Zufallsvariablen sind die Cox-
Grimmett Koeffizienten von X :

Uy 1= sSup Z |Cov(Xyk, Xj)|, reN
K2 jezd i-tl>r

Fir X € PA oder X € NA mit F [XJ?] < oo fiir alle j € Z%, endliche disjunkte
Teilmengen I,.J C T und Lipschitz-Funktionen f : Rl — R und

g : RVl — R haben Bulinski und Shabanovich| (1998) gezeigt (siehe Bulinski und
Shashkin| (2007), Theorem 1.5.3 und Theorem 1.5.17), dass X folgende Unglei-
chung erfiillt:

|Cov(f(X1), (X)) < XY Lipi(f)Lip;(9)| Cov(X;, X;))- (5.29)
iel jeJ

Sind die Cox-Grimmett Koeffizienten (u,),en endlich und konvergieren fiir r — oo
gegen 0, so folgt aus , dass X fiir Mengen [ und J mit d(I,J) = r auch die
Ungleichung mit 6, := u, aus der folgenden Definition erfiillt. Dies fiihrt zu
folgender Verallgemeinerung von positiver und negativer Assoziation:
Definition 93. (siehe|Bulinski und Shashkin (2007), Definition 1.5.12, S. 94) X
heifit (BL,0)-abhéingig, wenn es eine monoton fallende Nullfolge 6 = (0,.),en gibt,
so dass fir alle endlichen disjunkten Teilmengen I,J C T mit d(I,J) = r € N
und alle Funktionen f € BL(|I|) und g € BL(|.J|) gilt:

|Cov (f(X1), g(X))| < Lip(f)Lip(g) (| A |J])6r (5.30)

Beispiel 94. (siehe Bulinski und Shashkin (2007), S. 96) Seien V = {v1,...,Vy}
(m € N) in Z*\ {0} und eine messbare Lipschitz-Funktion F : R™ — R mit
L:=3%"" Lip,(F) < 1 gegeben. Weiter sei {€j}jeza ein i.1i. d. Zufallsfeld mit
FEleo] = 0 und E[e3] = 1. Dann betrachten wir das autoregressiv definierte Zufalls-
feld {X;};eza mit

Xj = F(Xj,vl, o ,Xj,Vm) + €5, j€ 74
Diese Gleichung hat nach Theorem 1.5.18 von |Bulinski und Shashkin (2007) eine
stationdgre Losung, die (BL,0)-abhdngig mit

0, <L'(1—-L)23 (rdL’“/” + Z kd—lLk/P> , T EN,
k=r
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ist, wobei p = diam(V') := max{|li —j|| :i,j € V}.
Beispiel 95. (Bulinski und Shashkin (2007), Theorem 1.5.17, S. 95) Ein
Gaufs’sches Zufallsfeld { Xj}ieza ist (BL,0)-abhingig mit 6, = u,, r € N, wenn die

Cox-Grimmett Koeffizienten (u,),en endlich sind und gegen Null konvergieren.

Nun zitieren wir das schwache Invarianzprinzip fiir die von uns betrachteten As-
soziationsarten. Der folgende Satz wurde aus Bulinski und Shashkin| (2007) ent-
nommen. Die Beweise seiner Teilaussagen gehen zuriick auf Newman und Wright|
(1982)) (Theorem 1, Theorem 11), Bulinski und Keane| (1996) (Theorem, S. 2906),
Zhang und Wen (2001)) (Theorem 1) und Shashkin| (2003) (Theorem 1):

Satz 96. (siehe|Bulinski und Shashkin| (2007), Theorem 1.5.1, S. 255)

Sei X = {Xj}jeza ein quadratisch integrierbares, zentriertes Zufallsfeld. Es sei eine
der folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) Esist d <2 und X € PA ist stationdr und erfillt (1.3).

(b) X € A und X ist schwach stationdr. Aufferdem gibt es § > 0 und X\ > 0, so
dass

sup E[|X;*T] < o0
jezd

und fiir die Cox-Grimmett Koeffizienten u, = O(r=) fiir r — oo gilt.
(c¢) X € NA ist stationdr.
(d) X ist stationdr und (BL,0)-abhingig mit 0, = O(r=*) fiir ein X > 3d.

Dann erfillt X das schwache Invarianzprinzip.

Bemerkung 97. |Bulinski und Shashkin| (2007) beziehen sich in ihrem Theorem
1.5.1 auf die in Bemerkung [30 eingefihrte Konvergenzdefinition und benutzen als
Straffheitskriterium den in Bemerkung[30 definierten Stetigkeitsmodul. Wie in Be-
merkung|[30 gezeigt wurde, impliziert die Konvergenz ,jin der U-Topologie“ die Kon-
vergenz in Verteilung, so wie wir sie in dieser Arbeit eingefiihrt haben.
Bemerkung 98. Fiir assoziierte Variablen betrachten|Bulinski und Shashkin (2007)
zwei konsistente Schdtzer (vgl. |Bulinski und Shashkin| (2007), Theorem 5.1.1, S.
321, Theorem 5.1.4 ,S. 327, und Corollary 5.1.6, S. 331) fir die asymptotische Va-
rianz o (siehe (1.3)). Fiir (BL,0)-abhingige Familien wurde in |Bulinski (2004))
ein konsistenter (vgl. \Bulinski (2004), Theorem 2, S. 460) Schitzer eingefihrt.
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Anhang

Beweis von Lemma [12l Sei B C Y eine abgeschlossene Menge. Fiir beliebiges
ke {l,...,n} ist f; stetig und somit f, ' (B) abgeschlossen in A;. Per Definition
der Spurtopologie gibt es also eine offene Menge M, € Tx, so dass gilt:

[ (B) = A \ (M, N Ay) = Ap \ My = Ay N (X \ My)

Da Aj, und X \ M, abgeschlossene Mengen in X sind, ist also auch f, '(B) als
Schnitt von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen in X. Folglich gilt, dass auch

7B =B

als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. Somit ist f
stetig. O
Beweis von Bemerkung [T7] Fiir Funktionen z,y € D[0,1]¢ und einen Qua-
dranten () gilt

lim (e(s)+y(s) = lim a(s)+ lim_y(s) = aq(t) + yo(t)

s—t,8€Q s—t,8€Q s—t,8€Q
und
li = i li = z0(t t
im z(s)y(s) = lim a(s) lim y(s) = zq(t) yo(t),
und somit liefert Lemma [16] die Behauptung. O

Beweis von Bemerkung [19] Per definitionem gilt fiir A € A, dass
A1, .. ta) = (M(t1), ..., Aa(ta)), mit bijektiven, streng monoton wachsenden,
stetigen Funktionen \,. Offensichtlich ist dann

ANty ta) = OO0, - A ().

Firallep =1,...,dgilt \;'(0) = 0 und A\;*(1) = 1. Auferdem sind die A" streng
monoton wachsend: Angenommen, es gibe p € {1,...,d} und 0 < ¢; < t5 < 1 mit
A H(t) > AN (t). Dann wiirde aus der strengen Monotonie von A, folgen:

=M (1)) = M, () = ta,

also ein Widerspruch. Analog lisst sich auch die Stetigkeit von A; Lip=1,...,d
1

zeigen: Angenommen, es gébe t,t1,--- € [0, 1] mit ¢, — ¢, aber A1 (t,) A AJH(t).

75



Da [0,1] kompakt ist, existiert dann eine Teilfolge A ! (t,,) und ein i € [0, 1] mit
Ay (tn,) = AS1(2). Dann folgt aber aus der Stetigkeit von A,

tue = M0 () = ML) = 1,

also t, /4 t. m
Beweis von Lemma [21] zu (a): Offensichtlich ist id : T — T, id(t) :== t in A
enthalten. Es gilt:

Jid — id]lo« = 0
und
ds(zn, ) < ||2n — 2 id]| 0o = ||2n — 2o,

also folgt die Behauptung.
zu (b): Da x stetig auf dem Kompaktum 7 ist, ist # nach dem Satz von Heine
auch gleichméfig stetig auf 7. Aus dg(x,,x) "% 0 folgt nach Lemma , dass es
eine Folge (A, )nen in A gibt mit

[An = id]|oe =30 und ||z — ZpAnloe — 0. (%)

Dann existieren nach Bemerkung 19/ auch A;! € A und es gilt:

n—oo

||)\;1 —id|| o = sup{|/\;1(t) —t|:teT} =sup{|\(t)—t|:t €T} — 0 (x*)
und

|20 = [|oc = sup{|zn(t) —x(t)| : t € T}
=0 (An(An (1))
—1
<sup{| = z,(t) —z(A\(t))| :t €T}
:sup{|:tn(/\n(t))f‘r\(;)ktET}%O, wg. [
+sup{r O (6) — #(t)] - b € 7)
—0, wg. 1?nrd z glm. stetig
=30 O

Beweis von Bemerkung [33] Fiir eine Stetigkeitsstelle z € E von f gilt:
Ve >036>0Vy € Emit dg(z,y) <0 : dp/(f(x), f(y)) <e

Aufgrund der Dreiecksungleichung und der Tatsache, dass dg(z,x) = 0 < 4, ist
dies aquivalent zu

Ve>030>0Vy,z€ Emit de(z,y) <dund dg(z,2) <0 : dp/(f(y), f(2)) <e
Offensichtlich gilt dies genau dann, wenn

Vee Qp 30 € Q) Yy, 2z € E mit dg(x,y) < 0, dg(x,2) < d: dp(fly), f(2)) <e
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erfiillt ist. Umgekehrt gilt also fiir jede Unstetigkeitsstelle = von f:
e eQ Vo €Qp Ty, z € Emit de(z,y) <0, dr(z,2) <d: dp(f(y), f(2) >¢
Folglich gilt fiir die Menge U der Unstetigkeitsstellen von f:

U= U N U,
e€Qy 0€Qy

wobel

Us:={z€FE: Jyz€ E: dg(z,y) <0, dg(z,2) <o und dg (f(y), f(2)) > €}.

Die Mengen U, ;5 sind offen, denn fiir # € U, s gilt: Es gibt y, 2 € E'mit dg(z,y) <,
dp(z,z) < 6 und dp(f(y), f(2)) > €. Definiere ¢ := max{dg(,y),ds(z,2)} < 4.
Dann gilt fiir alle # € F mit dg(z,2) < § — ¢, dass

dp(i,y) < dp(#,z) +dglz,y) <6 —6+06=20

und analog auch dg(Z,z) < d. Somit ist T € U, 5. Als offene Mengen sind die U, s
Borel-messbar und somit ist U als abzadhlbare Kombination von Vereinigungen und
Schnitten messbarer Mengen auch Borel-messbar. Schlieflich ist damit die Menge

U¢ der Stetigkeitsstellen messbar. O]
Beweis von Bemerkung [39] Setze:
R 0, unter Hy
| e <k<moy (K),  unter Hy

Dann gilt:

Xj—X=Yj+p+R-m" > (Yi+pu+R)
1<k<n
i+ R-n"* > (Yi+R) O

1<k<n

Beweis von Lemma [41l Wir fiihren eine vollstandige Induktion iiber d durch.
Induktionsanfang d = 1:

|nt] — |ns|

sup |——— — (t —s)
s,t€[0,1] n

|nt] —nt

2
< —-—=0
n n

< 2 sup
te(0,1]

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein d > 1 gelte die Aussage fiir alle d < d.
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Induktionsschritt:

o [Tl g,

s,t€[0,1]¢

gl
_
—

[Tl fltal =l )

s,t€[0,1] ;] n

+ {ﬁw - H(t@ - Sl)} (f}d — Sd)

i=1 i=1

5 nt] — |nsi]

n

P
Il

< sup
s,tef0,1)d-1
NS

sup
54,t4€[0,1]

i=

Qu L
o

1 |nt;] — [ns;] B Cﬁ@i _s)

n

+ sup
s,t€[0,1]4=1 |

Lntj |ns]

n

< sup
s,t€0,1]

— (=)

-~

=o0(1), nach LA.

[[nt] — [ns]]

+ sup a1

s,t€[0,1]d-1
-

— [t =]

s

:0(1),?1;ch LV.
=o(1)
Beweis von Bemerkung [44] zu (a): Es gilt
¢ [[nt] — [ns]] -
D S L
|ns|<j<|nt] [ns|<j<|nt] 1<j<n
also reicht es zu zeigen, dass
S S SR S
[ns|<j<|nt) ec{0,1}¢ 1<j< [ n(s+e(t—s))]
Wir fithren dazu eine vollstédndige Induktion iiber d € N durch:

e Induktionsanfang d = 1:

[nt] [nt] [ns]
> Xi= ZX 2%
j=lns|+1 J=1
[n(s+(t—s))] [ (s40-(t—s))]
= (-1 Z Xj+(=1)° X
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e Induktionsvoraussetzung: Fiir ein d > 1 gelte die Aussage fiir d — 1.

e Induktionsschritt d — 1 — d: Fiir Vektoren x € R? sei X := (T1,. ., Tg_1).

Es gilt:
[nta] [nsal
> X=X DX > %
|ns]<j<|nt] [n8]<j<|nt) Ja=1 [n8]<j<|nt] Ja=1
v I [ntq]
Loy e Y Yox
{0,134t 1<5< |n(5+&(E-85))) Ja=1
[rsal
- ¥ (1) 1T 3 3 X
ge{o, 1}t 1<j<|n(5+&(E-85))) Ja=1
= > (- ) 3 X;
ge{0,1}34-1 1<j<|n(s+(E,1)(t—s))]
+ Y (—1)2-(EEi &to) 3 X;
ge{o,1}4-1 1<j<[n(s+(E,0)(t—s))]
= Y (ptEee Y X
ecf{0,1}4 1<i<|n(ste(t—s))]

zu (b): Offensichtlich ist hy (s, ) = A(2ZL ) Fiir 6 < |[t —s]| < 1 — 3 gilt:

n ’ n

[t —s]|(1 ([t —s]l) > ap

Also erfiillt  := min{&(1— &), 5(1—B), @3} > 0 die Behauptung. Fiir den Beweis
der gleichméfigen Stetigkeit stellen wir zunédchst fest, dass stetige Funktionen auf
Kompakta auch gleichméfig stetig sind, und es somit ausreicht zu zeigen, dass die
Funktion h stetig ist. Die Funktion

(s,t) = [t —s]| =

ist als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig. Somit lasst sich A als auf abge-
schlossenen Mengen abschnittsweise stetige Funktion definieren:

a(l—a), O<|t—sl][<a
h(s,t) =4 [t =s]|(1—[[t =s]), a<lt—s]|<1-3
B(1—p), 1-B<|t—s] <1

Dabei ist & im Schnitt der Mengen wohldefiniert und jeweils auf den Mengen
0<|t—s]|<a,a<|t—s]|<1—-pFundl—p <|[t—s]| <1stetig. Nach Lem-
ma [12]ist A dann auch auf ganz [0, 1]*? stetig. ]
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Beweis von Bemerkung [46] Sei (s, t) € A beliebig. Da W ein Wiener Feld ist,
ist der Zufallsvektor

(W(@A),W(s+ei1(t—s)),..., W(s+e(t—s))),

wobei 7 = 2¢ und €1, ..., &, € {0,1}% paarweise verschieden sind, multivariat nor-
malverteilt. Somit sind alle Linearkombinationen seiner Eintrédge normalverteilt,
insbesondere auch Y(s,t). Analog sind auch Vektoren der Form

(Y(Sl, tl), RN ,Y(Sk, tk))

fiir k € N und (sy,t1),..., (s, ty) € A multivariat normalverteilt. Aus
E[W(t)] = 0 fiir alle t € [0,1]? folgt, dass E[Y (s,t)] = 0 ist. Nach Bemerkung
und wegen [t — s] = A¥((s, t]) ist

W((S7 t]) - /\d((sa tDW((Qa l])
Y(s,t) = .
&8 = A M 1)
Mit E[W(A)W(B)] = X(AN B) gilt somit:

s (s, t]) — 29((s, )2 + N((s. )7
Ve =m0 M)

Als stetige Transformation eines fast sicher stetigen Prozesses ist Y fast sicher
stetig. O
Beweis von Lemma [51l Voriiberlegung: Fiir Mengen A C B gilt:

0 < sup £(x)| — sup | F()] < sup inf [f(x) = f(y)l (*)

xeB x€A x€B\AYEA

Es gilt namlich:
sup |£(x)] — sup | f(x)|
=max{sup | f(x)|, sup |f(x)|} — Sulz | f(y)
ye

x€cA x€B\A

=max{0, sup |f(x)] —Sgg’f@’)‘}

x€B\A

und

sup.169)] —sup ()

x€B\A

= sup if{[f(x)] —[/(¥)[}

xeB\AY

< sup inf {|If(x)] = [f()ll}

x€B\AY

< sup inf{|f(x)— f(y)[}

x€B\AYEA
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Sei € > 0 beliebig. Da f auf dem Kompaktum [0, 1]?¢ stetig ist, ist f dort auch
gleichmékig stetig und es existiert folglich ein § > 0, so dass fiir alle
(5.4). (5,F) € [0, 1] mit )
gilt: ~
‘f(S,t) - f(gvt)| <ée
zu (a): Esist A C A, fiir alle n € N. 3
Idee: Finde fiir alle (s,t) € A, \ A ein (§,t) € A mit

(s, t) = B.8)]l <.

Dann gilt ~
|f(S,t) - f(gat)| <§g,

also

inf [f(s,t) = f(5.8) <=
(8,t)eA

und folglich

sup inf [f(s,t)— fB.D)| <e
(s,t)EAL\A (8 F)eA

Somit gilt dann:

sup [ f(s,t)] — sup [f(s,t)[| = sup |f(s,t)] — sup [f(s, )] < e
(s,t)€An (s,t)eA (s,t)€An (s,t)eA

Aus technischen Griinden fiihren wir zunéchst einige Konstanten ein. Die
geforderten Beschrankungen werden im Laufe des Beweises fiir Abschéatzun-
gen gebraucht. Sei 0 < &; < 1 mit & < min{l — ¥a,d, (b — a)/2?} und
0 < & < 1 so, dass &, < min{b,b — a,0}. Aulerdem sei 6 > 0 gegeben mit
0 < min{g%(1 — )%, &b},

Es gibt ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:
la, —a| <& und |b, —b] <6 (%x)
Seien nun n > ng und (s,t) € A, \ A gegeben.
1. Fall: a, <[t —s] <a<b
Wir suchen nun (§,t) € A, der Form, dass

t—§=t—-s+x,

mit x > 0. Dann gilt:

E—8=ft-s+x=[t—s+ > JJ= ][]t —s))

Ic{1,...d},I#£0 iel  jel¢
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Wir definieren die Menge
I={ie{l,....d} : 1—& > t; — s;}.
Es ist Iz, # (), denn sonst wére
t—s]>(1-&)">a.

Nun setzen wir:
€1, 1€ Iz
T; ‘= .
0, 1€lf
Fir j € I gilt dann t; —s; < 1 — &y, und folglich s; + (1 —¢;) >
t; < 1—¢; ist, so setzen wir

tj = tj + 51 und §j =S5

sonst setzen wir

>0

~ ———
tj ;=1 und §j =85 — (51 — (1 —t]))

Fiir ¢ ¢ Iz, setzen wir
tj = tj und §j = 5.
Dann gilt
0<s<t<l t—s=t—s+x

und
max{max{|5; — s;|,|t; —t;|} : 7€ {1,...,d}} <& <.

Auferdem gilt wegen 0 < &1 < 1:

>0

f-5=ft-s]+ > [[=][t-5)

IC{1,...d},I£0 icl  jelc

>[6—sl+ [] = [] & —s)
i€ls,  jEIg
——

I_
=5l >a-a)

> [t —s] +&{(1 — &)

d—|Ig |
1

€

1-

Falls



Auferdem folgt aus der Wahl von x:

~|T ~
:6'1 l<g <1

—

~ —~ =
E—s=[t-s+ > JJ= [[t-s)

ICIz J#0 i€l jele
<[t —s]+ 2%,
<a+ 2%
<b

2. Fall a<b< [t —s] <D,
Fiir ein i € {1,...,d} setzen wir:

Dann seien t := t und

Es gilt t; —s; > b > &5, also
0<§<t<1 t—-§=t—s+x

und
max{max{|5; — s;|,|t; —t;|} :j € {1,...,d}} =& <.

Auferdem gilt:

2bd71
E-8=[t-s-& [ &-s)
Je{1,...,d},ji
< b, — &b7T
<b,—0
<b
und
<1
t—8=[t—s]—& H (t; — s55)
]E{l 7777 d}7]7é'5
>b— &



zu (b): Der Beweis geht unter Beachtung von A,, C A analog zu (a). ]
Beweis von Lemma [56l Seien (s, t), (s + h,t 4+ f) € D. Wir zeigen zunéchst fiir
d=1:

o] + |/]

BX(s:)X(s +hit+ )] = 1= 5 S

+o([n[ +[f]), h, f =0

Es gilt:

E[X(s,t)X(s+ h,t+ f)]

1 1
V=) 1=t =s)/{t—s+[-h)(1-({t-s+[f—h)
-E[B(t)B(t+ f) — B(t)B(s+ h) — B(s)B(t + f) + B(s)B(s + h)]

1 1
:7¢@_le_@_ﬁn\Kt_5+f—40ﬂ—%t—s+f_h»'ﬂ&amf>

Dabei ist

g(s,t,h, f) =min(t,t + f) — min(¢, s + h) — min(s, ¢ + f) + min(s, s + h)
—t? —tf+st+th+st+sf—s*>—sh
= min(¢,t + f) — min(¢, s + h) — min(s, ¢ + f) + min(s, s + h)
—(t—s)f+ (t —s)h — (t — 5)*.

Wir untersuchen das Verhalten dieser Funktion fir h, f — 0. Da s + a < t ist,
konnen wir uns fiir h, f < & auf die Betrachtung folgender Félle beschrénken:

e h,f>0: s<s+h<t<t+f

e h<0,f>0: s+h<s<t<t+f

e h>0,f<0: s<s+h<t+f<t

e h<0,f<0: s+h<s<t+f<t
Einsetzen und Umformen liefert

g(S,t,h,f) = (t—S)(l— (t—S))—i—R,

mit
—(I=(t—=s)h—=(t=3s)f, hf=0
R dt=s)h=f) h<0,f>0
A= =9)(f —h), h>0,f<0
(1—(t—3s)f+(t—s)h, h,f<0.

Beispielsweise im Fall h, f > 0 gilt:

g(s,t,h, f)=t—(s+h)—s+s—(t—s8)f+(t—s)h—(t—s)
=t—s—(t—s)—(1—(t—s)h—(t—s)f
=(t=s)(1—=(t=5)—(1—=(t=s5)h—(t—s)f
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Zur Vereinfachung schreiben wir a := ¢ — s. Nun fiihren wir fiir die Funktion
1
Vari-mi-—a-Jin

eine Taylor-Entwicklung an der Stelle (0,0) durch:

F(h, f) =

Fuf) = £(0,0)+ 00+ 2200 1 ofjh] + 1)
= h 2 yo(hl 1)

a(l—a) 24/(a(l —a))? 2¢/(a(l —a))3

Setzt man dies in die Kovarianz ein und nutzt aus, dass R = o(1) fir h, f — 0, so
erhalt man:

E[X(s,t)X(s+ h,t+ f)]

1 1—2a 1—2a
B (a(l — o T T e —a’ oM W) (“(1 —a)+ R)
1—2a R 1—2a
=1+ 20l —a) (h—f)+ o i o) R(h— f)+o(|h| +|f])
=o(|hl+f])
1—2a R
=1+—2a(1_a>(h—f)+ ) +o(|h| + |f])

(.

(%)
Einsetzen der moglichen Werte von R und Zusammenfassen liefert nun

_Ah+ 1A
2a(1 —a)’

(x) =

und somit die behauptete Gleichung. Beispielsweise im Fall h > 0, f > 0 ist
R = —(1—a)|h| —alf], also

) = gar gy (41 = 111) - S
(1= 2a— 2+ 2a)|h| = (1= 2a + 2a)|f]
2a(1 —a)

_ I+
 2a(l—a)

Analog zum Fall d = 1 zeigen wir nun fiir d = 2 und (h,f) — 0:

E[X(s,t)X(s+h,t + f)]

! (t1 = s1)(lha| + [fol) + (t2 — s2)(|Pu| + [ f1])

21 sl s + o(|ha| + |ha| + | f1] + | f2])
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Definiere
Z(s,t) :=W(t) — W(t, s2) — W(s1,ta) + W(s)

und

R:=E|[Z(s,t)Z(s+h,t +1)]
EW@®)W(t+£) — W ()W (t1 + f1, 82+ ho) — W)W (s1 + hy,ts + f2)
(

+W ()W (s+h) — W(ty,so)W(t+£) + W(ty, s2)W(t: + f1, 52+ he)
+W (t1, $2)W(s1 + hi,ta + fo) — W(ty, s0)W (s + h)
—W (s, ta)W(t +£) + W(sy, t2) W (ts + fi1, 52 + ha)
+W (s1,t2)W(s1 + hy,to + fo) — W(sy,to)W (s +h) + W(s)IW(t + f)
—W(s)W (t1 + f1, 82 + ha) — W(s)W (s1 + hy,ta + f2) + W(s)W (s + h)].

Dann gilt fiir (s,t), (s +h,t +f) € D:

E[X(s,t)X(s+ h,t +f)]
_ 1 ! g(s,t,h, )
TVE SOt sV G i f i)

mit
g(s,t,h, f)
=F [{Z(s t) — [t —s|]W (1 )}{Z(S+ hit+f)—[t+f—(s+ h)]W(l)}}
— [t —s] E[W( )Z(s+h t +f)] t+f— (s+h)]ﬁ[W(1)Z(s,t)l

—[t-+f— (s+h)] —t—s]

t —s|”+ [t —s|{(t1 — s1)(h2 — f2) + (t2 — s2)(h1 — f1)}
—[t—s]h—f]+R

=[t —s](1 = [t —s]) + [t = s[{(t1 — s1)(h2 — f2) + (t2 — s2)(h1 — f1)}
— [t —s]+ R+ o([h| + [he| + | f1] + [ f2]),

ISl (o WIEW W (L) + E[Z(s,6)Z(s +h,t +f)]
—[t—s]ft+f—(s+h)+E[Z(s,t)Z(s +h,t + )]
—[t—s]t+f—(s+h)]+R
—[t—s+

]

fir (h,f) — 0, wobei in den letzten zwei Umformungen die Identitét

x+y] = x|+ z1y2 + 2211 + [y]

und die Tatsache, dass [h —f] = o(|h1| + |he| + | f1] + |f2]) ist, benutzt wurde.
Zur Vereinfachung schreiben wir von nun an a := t —s. Wir machen wieder eine
Fallunterscheidung und nutzen aus, dass wegen o < t—s (h, f) klein genug gewihlt
werden kénnen, dass auch s + h <t und s < t + f gilt. Betrachtet werden folgende
Fille:

hf>0: s<s+h<t<t+f
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h>0f<0: s<s+h<t+f<t
h<0,f>0: s+th<s<t<t+f
hf<0: s+h<s<t+f<t

S1§51+h1§t1§t1+f1

f>Q,h120,h2<01
82+h2<52<t2§t2+f2

51—|—h1<51<t1§t1+f1

f>0,h1 <0,hy >0:
82§52+h2§t2§t2+f2

51§81+h1§t1+f1<t1

f<0,hy >20,hy <0:
52+h2<82§t2+f2<t2

51+h1<81§t1+f1<t1

f<0,h <0,hy >0:
Sg < 8o+ hy <to+ fo <ty

81§81+h1§t1§t1+f1

h>0,f>0f,<0:
__fl f2 82§82+h2§t2+f2<t2

si<si+h <ti+fi<t

h>0 /<0 f,>0:
204 J: Sg < 59+ hy <ty <ty + fo

81—|—h1<51<t1§t1+f1

h<0,/i>0,f,<0:
8.1 k Sg 4 hy < 59 <ta+ fo <ty

81—|—h1<51§t1+f1<t1

h<0,f1<0,f,>0:
0, f1 fa SogF ho < 59 <ty <ty + fo

— —— ——

81§81+h1§t1§t1+f1

hi1 >0,hy <0,f1 >0,f,<0:
b= ? h k S+ hy < 859 <o+ fo <ty

81+h1<81§t1+f1<t1

hy <0,hy >0, f1 <0,f; >0:
' 22 0,1 k Sg <S94+ hy <ty <to+ fo

si<si+h <ti+fi<t

hy >0,hy <0, f1 <0,f; >0:
b= ? I k So+ he < 59 <ty <ty+ fo

81+h1<81<t1§t1+f1

hi <0,hy>0,f1>0,f,<0:
1 2 >0, f1 f2 So < so+ hy <ty + fo <o

—N — —
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Einsetzen und Umformen liefert fiir R:

([a—h], h,f>0
[a+f —h], h>0f<0
[a], h<0,f>0
la+f], h,f<0
(ay — hq)ag, f>0,h >0,hy <0
ai(as — hs), f>0,h; <0,hy >0
(a1 + fi—hi)(az + f2), £<0,hy >0,hy <0

R (ar + fi)(ag + fo —ha), £<0,hy <0,hy >0
(a1 — h)(az + f2 — 2); h>0,f1>0,f,<0
(a1 + fi —hi)(azg — he), h>0,f <0,f,>0
a(az + fa), h<0,f>0,f<0
(a1 + fi)az, h<0,f1<0,/2>0
(a1 — h1)(ag + f2), hy > 0,hy <0,f1 >0,fs<0
(a1 + f1)(az — hs), hi <0,hy >0,f1<0,f,>0
(a1 + fr = hi)as, hy > 0,hy <0, f1 <0, f2 >0
La1(az + f2 — ha), hy <0,hy >0, f1 20, f <0

Beispielsweise im Fall h, f > 0 gilt:

R=tA(t+f)—t A1+ fi,sa+h) =t A(s1+hi,ta+ fo) +t A (s+h)
— (t1,82) A (t+1£) 4+ (1, 52) A (t1 + f1, 82 + ha) + (t1, 52) A (514 hy, ta + fa)
— (t1,89) A (s+h) — (s1,t2) A (t + 1) + (s1,t2) A (t1 + f1, 82 + h2)
+ (s1,t2) A (81 + ha,ta + f2) — (s1,t2) A (s +h)

+sA(t+E)—sA(t1+ f1,80+ hs) —sA(s1+ hy,ta+ fo) +sA(s+h)
= lt] —t1(s2+ ho) —ta(s1 + h1) + [s+ hl
—[t—s—h)]
— 1159 + 1152 + S2(s1 4+ h1) — sa(s1 + hy) — sita + s1(s2 + ha) + s1to
— s1(s2 + ho) + [s] — [s] — [s] + [s]
= [a—h]
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R liisst sich schreiben als [a] + R, mit

(—ayhy — ashy + [h, h,f>0

a(fa —he) +as(fr —h1)+[f—h], h>0f<0

0, h<0,f>0

ay fo + as f1 + [f], h,f<0

—agh, £>0h >0 hy <0
—ahos, f>0h <0,hy >0

ayfo +as(fi — h1) + fo(fi — o), f<0,h >20,hy <0
as fi1 4+ ar(fo — ha) + fi(fa — ha), f <0, <0,hy >0
ar(fa = ha) —azhi —hi(fa—hg), h>0,f1>0,f2<0
az(fi — h1) — arha — ha(fi — hy), h>0,f<0,/>0

ool
Il

Nun entwickeln wir die Funktion
1
V0a+f—h](1—-[a+f—h])

F(h,f) =

an der Stelle (0,0):

P ) = F0.0)+ 2, o 2D, S0 5, OT 0D
o] + 1Rl + 1] + fa])
1

= ————+0(|M ho 1 2
T ol el + 1A+ 15
(1 —2[al)asy (1 —2[a])ay L

Ry E @)

IR PSP (e ) Y

/@A @)P | 2/(El - @)p

_ 1 i (1 —2[a])(a1(he — f2) + az(h1 — f1))

A0 1) 2/ (1 - [@)?

+o(lha| + |ho| + [A] + [f2l)

Um die nachfolgende Rechnung iibersichtlicher zu machen, definieren wir

L :=ay(hy — fo) + as(hy — f1)

ay fa, h<0,f1>0,f<0
as fi, h<0,f1 <0,/2>0
ay fo — ashy — hy fs, hy >0,hy <0,f1>20,f3<0
azfi — arhy — ha f1, hi <0,hy >0, f1 <0,f>0
az(fr — h1), hi > 0,hy <0, f1 <0,f2>0
La1(fa — ha), hy <0,hy >0, f1 >0, f, <O.

f2
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= ha| + |ho| + | fr] + | fo].

+
_l_

Tai-@) 2@a-@ye D

Unter Ausnutzung von L? = O(T) - o(1) = o(T) und LR = O(T) - o(1) = o(T),
jeweils fiir h, f — 0, gilt somit:

L+2R
2[al(1 — [a])
Einsetzen der Werte fiir R liefert schlieRlich, dass

L+2R = —ay(|ha| + | fal) — az(|ha| + [ 1]) + o(T),

und folglich die behauptete Entwicklung der Kovarianzfunktion. O
Beweis von Lemma [60l Zu (a): Seien C' > 0 und ¢ > 0 beliebig. Zu zeigen ist:

EX(s,t)X(s+h,t+f)]=1+ +o(T)

dng e NVn >ng: P(|X,| <C)<e
Da Y, = Op(1) gibt es ein C' > 0, so dass
Jng e NVn > ng: P(|Y,|>C) <e.

Auferdem lasst sich ein solches ng so wéihlen, dass fiir alle n > ng gilt a,, > C'+ C.
Somit gilt fiir n > ng:

P(|Xn| <€) < P(X, <C)
=Pla, <C+Y,)
< P(a, <C+1Y5))
= P(a, < C+ Y|, [Ya] 2 C)+ Pla, < C+ |V, [Va] < C)
SP(|Yn|_O)+f(an§C+CZ§e

-~

=0

Zu (b): Seien C' > 0 und € > 0 beliebig. Wegen B, £ o existiert ein ng € N, so
dass fiir alle n > ngy gilt

P(|B,| < 2C) < £/2.
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A, £ 1 liefert auerdem, dass es ein ng € N gibt, so dass fiir alle n > nq gilt:

P(an<3) (14 -1123) <o

Fiir n > max{ng, o} gilt also:
P(1X,| < C) = P(|Aq][Ba] < C)
1 1
=P (An]Bn| <C,A, > 5) + P (|AnHBn| <C/A, < §>

C 1 1

gmwAgxm+PC%g%>

£ €
<-4 - = L
=3t3TFc
Beweis von Lemma [T4l zu (i): Definiere ¢, = max £ — Us;?n und sei
k(n) € {1,...,n} die Stelle, an der das Maximum angenommen wird. Also gilt:
. k(n) Sk _ k() |, Skin)
" n a’n n a?k(n)
<1
Dann gilt £, — 0 (n — 00):
e 1.Fall: 3C e NVn e N: k(n) <C
Da die s2 nichtfallend sind, gilt:
k) Siw| _ k() | Sk
En = (n) k2() n)+ kZ()—>0(n—>oo)
n o’n n o’n
~—~——
<Q 52
> < C

e 2. Fal: VC € Ndng e N: k(ng) >C
Offensichtlich gilt k(n) < k(n + 1) fir alle n € N, d.h. k(n) ist monoton

wachsend. Sei ¢ > 0 beliebig. Wegen (5.13)) gilt % — 1, also gibt es ein

C €N, so dass |1 — %| < €. Nach Annahme und aufgrund der Monotonie
von k(n) existiert ein ny € N, so dass fiir alle n > ng gilt k(n) > C. Also:

2
Sk(n)

L= k)

<e Vn>ng

Wegen k(n)/n < 1 impliziert dies die Behauptung.
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zu (ii): Nach Definition von ¢, gilt fir i = 1,...,n:

0<si/o* =i+ (si/o*—i)<i+e,n<n+em
Da 0 <17 < n gilt somit

max |W1(s?/a2) —Wi()| < sup  sup |[Wi(s+t)— Wi(s)l].

1<i<n 0<s<n 0<t<enn

Fiir > 0 beliebig liefert eine Anwendung von Lemma 1.2.1 aus|Csorgs und Révész
(1981) (mit h =eon, T =n+epm, v =00 *und e = 1):

P(sup sup |[Wi(s+t) —Wi(s)] > dv/ned)
0<s<n 0<t<epn
S C(TL + Enn) 6_526%01—1/3 _ O (i6_526%a—1/3)
Enll En

=C/en+C
fiir ein C > 0. Wegen 0 < a < 1/2 gilt 2 — 1 < 0 und somit 27! — oo.
Aufterdem gilt

1 2
im —— Y0 /3 —
yhmo yl/(20¢fl)6 0,

o(ie—&%"‘l/i”) = o(1).

€n

und somit

zu (iii): Nach Annahme [2| ist v, = o(1). Da (#2),en nichtnegativ und monoton
wachsend ist, gilt 0 < t2 < {2 < ,n fiiri = 1,...,n. Folglich gilt:

max |W(t2/0%)| < sup  |[Wa(t))

1sezn 0<t<ynn/o?

Da {W5(t) }+>0 0. E. ein rechtsstetiges Martingal ist, folgt aus der Doob-Ungleichung
(vgl. Bauer| (2001), Satz 46.4) fiir £ > 0:

P( sup |W2(t)|>s\/ﬁvff)§ E [[Wa(yn/o®)]

1
0<t<ynn/o? evg\/n
Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der Eigenschaft EW (t)? = t folgt
schlieflich:

1/2—a

]_ n n (o]
P ( sup  [Wa(t)] > eﬁmﬁf) < —— =1 =30

0<t<ynn/o? oeyg/n oe O
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