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Chapter 1

Einige Beispiele
algebraischer Gruppen

Um zu erklaren, was eine algebraische Gruppe genau ist, schauen wir uns
zunéchst ein paar Beispiele an.

1.1 Die Gruppe C*

Die Menge der invertierbaren komplexen Zahlen bildet eine Gruppe beztiglich
der Multiplikation. Uns interessieren die rationalen Darstellungen dieser
Gruppe, d.h., die Moglichkeiten, diese Gruppe als Vektorraumautomorphis-
men (als Symmetrien) auf rationale Weise zu realisieren.

Dabei versteht man unter einer rationalen komplexen endlichdimensio-
nalen Darstellung der Gruppe C* ein Paar (p,V), wobei V ein endlichdi-
mensionaler Vektorraum ist und p ist ein Gruppenhomomorphism

p:C"—GL(V)

mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt eine Basis B = {vy,...,v,} C V,
so daB die Matrizen p(z) € GL(V) fir z € C* durch Laurentpolynome
beschrieben werden konnen. Genauer gesagt, es gibt Laurentpolynome f; ;
in C[z,27!], so daB beziiglich der Basis B fiir alle z € C* die Matrix p(z)
von der Form ist:

f11(z) fi2(z) ... fia(2)
o(z) = | 21(2) Fo2le) o fan(2) | (1.1)
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Diese Begingung ist in der Tat unabhingig von der Wahl der Basis, denn:

Ubung 1.1.1 Zeige: Existiert eine Basis von V, so da die Matrizen p(z)
durch Laurentpolynome beschrieben werden konnen, so konnen die Matrizen
fiir jede Basis von V' durch Laurentpolynome beschrieben werden.

Ist eine endlichdimensionale rationale Darstellung gegeben, so mochte man
gerne die darstellenden Matrizen in moglichst einfacher Gestalt haben.

Satz 1.1.1 Ist p: C* — GL(V) eine endlichdimensionale rationale Darstel-
lung, so gibt es eine Basis von'V und k1, ..., ky, € Z, so dafl die darstellenden
Matrizen von der Form sind:

2k 0o ... 0
0 zk= ... 0
PA=10 0o . 0
0 0 ... zkn

Beweis. Die oben angegeben Darstellungen sind offensichtlich alles rationale
Darstellungen. Sei nun umgekehrt p : C* — G L(V') eine beliebige endlichdi-
mensionale rationale Darstellung und sei C;  die Untergruppe von C* der
komplexen Zahlen endlicher Ordung. Da zum Beispiel alle Zahlen der Form
e2mi/n p e N, in Cj, liegen, enthélt diese Untergruppen unendlich viele
Elemente.

Wie man an der Jordannormalenform einer Matrix A leicht sieht, folgt
aus AF = Id fiir ein k € N, daB A diagonalisierbar ist. Die Matrizen p(z),
z € Cf,, bilden somit eine Menge von kommutierenden diagonalisierbaren
Matrizen. Es gibt also eine Basis von V, so alle p(z), z € C§,, gleichzeitig
auf Diagonalgestalt werden konnen.

Ohne Einschrinkung kann man (mit Hilfe von Ubung 1.1.1) also bereits
annehmen, daf die Matrizen p(z), z € C§,, Diagonalgestalt haben. Folglich
gilt fiir die Laurentpolynome f; ;:

Vi 75 7 fi,j(z) =0 Vze an

Da ein Laurentpolynom nur endlich viele Nullstellen in C* hat, aber Cf_
eine Menge mit unendlich vielen Elementen ist, ist dies nur moglich falls
fi; =0 fiir all ¢ # j. Die p(z) haben also Diagonalgestalt fiir alle z € Z*.

Es bleibt die Form der Laurentpolynome f;; zu untersuchen. Da p ein
Gruppenhomomorphismus ist, folgt, daf die fi; € Clz,271], 1 < i < n,
Gruppenhomomorphismen sind:

fii:C"—C~.
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Insbesondere gilt: f;,;(2)- fii(z71) = 1. Ist f(2) ="

j=m/ a;jz’ ein Laurent-
polynom mit m’ < m, so ist

(m—m")

(D a2 (D az) = > (D ajan)t
l=m'

j=m' k=(m/—m) j—{=k

fz)- f(z7h)

Z(m,_m) Z(m_ml)

Ist m # m/, so sind die Koeffizienten von und verschieden
von 0. Die Laurentpolynome, die Gruppenhomomorphismen sind, sind also
alle von der Form az¥ mit @ € C* und k € N. Da fi;(1) = 1, folgt a = 1

und somit sind die f;; von der Form f;;(z) = 2k fiir ein k € Z. .

Definition 1.1.1 Eine rationale komplexe Darstellung der Gruppe C* ist
ein Paar (V,p), wobei V ein C-Vektorraum ist und p : C* — GL(V) ein
Gruppenhomomorphismus ist, mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem v €
V' gibt es einen endlichdimensionalen Unterraum U C V mit v € U und
p(z)(U) C U fiir alle z € C*, und die Einschrankung der Darstellung: p|y :
C* - GL(U), z — p(z)|u, ist eine rationale komplexe endlichdimensionale
Darstellung.

Beispiel 1.1.1 Sei p die rationale Darstellung von C* auf dem C? gegeben
durch

p:C* = GL(C?), zm <g 291) . (1.2)

Sei C[x,y] der Ring der Polynome in 2 Variablen. Wir interpretieren die
Polynome als Funktionen auf dem C?: Fiir

flz,y) = Z cijr'y’ und v = (Z) sei f(v) :== Z cija'ty.
i,j=1 i,j=1

Wir definieren eine Darstellung p* : C* — GL(C[z,y]) wie folgt: Fiir
f(z,y) € Clz,y] und z € C* sei p*(z)(f) die Funktion definiert durch:

(0" (2)(F))() == F((p(z"")(v)). (1.3)
Diese Darstellung ist rational: Fiir ein Monom z*y™ gilt

Da die Monome zFy™, k,m € N eine Basis bilden, liegt somit offensichtlich
jedes Element in einem endlichdimensionalen Unterraum von Clz,y|, der
stabil ist unter p(C*), und die Einschrankung der Darstellung auf diesen
Unterraum ist rational.
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Ubung 1.1.2 Sei G eine beliebige Gruppe, sei p : G — GL(V) eine kom-
plexe endlichdimensionale Darstellung und sei C[V'] der Ring der Polynome
auf V. Zeige: p* definiert (wie in (1.3)) eine Darstellung:

C[V] — C[V]
p" G — GL(C[V]), g—p“(9): f—=r@f):V-C
v fp(g) ! (v)).

Zeige, dafl die Darstellung lokal endlich ist, d.h., zu jedem Polynom p in
C[V] gibt es einen endlichdimensionalen Unterraum U C C[V] mit p €
U und p*(g)(u) € U fir alle u € U. Hinweis: Zeige zunéchst, dafl der
Unterraum C[V],, der homogenen Polynome vom Grad m stabil ist unter
G, d.h., p*(g9)(p) € C[V]y, fur alle p € C[V],,.

Ubung 1.1.3 Sei p : C* — GL(V) eine endlichdimensionale rationale kom-
plexe Darstellung. Dann ist die oben definierte Darstellung (Ubung 1.1.2)
auf dem Polynomring C[V] eine rationale komplexe Darstellung.

1.2 Invarianten mehrerer Vektoren
Sei V. = C? der zweidimensionale komplexe Vektorraum und sei G die

Gruppe G = GLy(C) der invertierbaren 2 x 2 Matrizen. Die Gruppe operiert
in der iiblichen Weise auf V:

_(a b\ (x\ _ far+by\ .. ~ (abd [z 2
gv—<c d> <y)_<cx—|—dy) furg—(c d)EGLg((C), v-(y)GC.

Betrachte die folgende Aquivalenzrelation auf V & V:

(u1,u2) ~ (wi,we) & Jg € SLy(C) = gu; = w;, i =1,2.

Sei u; = <“1) i = 1,2, dann ist die Abbildung:

U2,

T: VeV —C, (ur,uz) — det(ur, ug) := det <UL1 W’l)
U2,1 U22

konstant auf den Aquivalenzklassen. Im Folgenden schreiben wir die Paare
von Vektoren als Matrizen. Man erhélt als Normalformen fiir die Aquivalenz-
klassen:
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i) Ist A = det(uj,u2) # 0, so ist (uy,uz) ~ ((1) ?\), in diesem Fall
entspricht also die Faser der Abbildung 7 iiber A genau einer Aqui-
valenzklasse.

ii) Ist A\ = det(ug, ug) = 0, so liegen unendlich viele Aquivalenzklassen in
der Faser der Abbildung. Reprasentanten der Klassen sind

00 10 . g (a1 .
<O 0> , (0 0> und die Familie <0 O> , mit a € C.

Beachte,

10 e 0 a1l ea €\ ..
<0 O) ~ (0 0) und (0 O> ~ <O O> fiir alle 0 < ek 1 (1.4)

diese Aquivalenzklassen enthalten also in ihrem Abschluf die Nullmatrix.

Satz 1.2.1 Jede polynomiale (stetige) Funktion F auf V &V, die konstant
ist auf den Aquivalenzklassen, ist ein Polynom (stetige Funktion) in det,
d.h., sie ist von der Form F = f omx, wobei f eine polynomiale (stetige)
Funktion in einer Variablen ist.

Beweis. Sei F : V@V — C eine auf den Aquivalenzklassen konstante stetige

Funktion. Sei i : C — V @ V die Abbildung A — <(1) ?\), und betrachte
die Abbildung: f := Foiom. Ist det(uy,up) # 0, so liegen die Paare von
Vektoren (u1,u2) und i o det(uy,uz) in der gleichen Aquivalenzklasse, und
somit gilt f(u1,up) = F(uy,us). Ist det(ug,up) = 0, so folgt aus (1.4) wegen
der Stetigkeit: F(ui,up) = F(0,0), und somit f(u1,us) = F(u1, uz) auch in
diesem Fall. Setzte nun f := F oi. °

In der Sprache der universellen Eigenschaften ausgedriickt kann man den
Satz 1.2.1 wie folgt umschreiben:

T: VoV — C

N\, S f (1.5)
C

Die Abbildung 7 : V & V — C ist eine surjektive Abbildung mit der
Eigenschaft, da8 es zu jeder stetigen Funktion F', die konstant ist auf den
Aquivalenzklassen, eine stetige Abbildung f : C — C gibt mit F'= fo.
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Da jede stetige Funktion der Form for konstant ist auf den Aquivalenz-
klassen, kann man diese Eigenschaft wie folgt ausdriicken: Das Paar (7, C),
genannt der kategorische Quotient, hat die folgenden Eigenschaften: Die
Abbildung 7 : V@V — Cist surjektiv, und die Abbildung C[C] — C[V @ V],
p — p o, induziert einen Isomorphismus zwischen den Polynomen auf C
und den Polynomen auf V&V, die konstant sind auf den Aquivalenzklassen.

ﬂ'bung 1.2.1 Sei W = VoVaeV, und sei ~ die folgende Aquivalenzrelation:
(u1,ug,us) ~ (w1, wa,w3) < g € SLa(C) : gu; = w;, i =1,2,3.
Die Aquivalenzklassen sind also genau die Bahnen der Aktion

SLy(C) x W — W, (g, (u1,u2,u3)) — (gu1, guz, gus)

Sei u; = <Zl) i =1,2,3, und sei 7 die Abbildung:
2,1

det(uy, ug)
7 W — C3  (u1,u2,u3) — [ det(uy,us)
det(UQ,U3)

Zeige: Das Paar (7, C3) ist ein kategorischer Quotient, d.h., 7 ist surjektiv,
und Abbildung C[C3] — C[W], p — p o 7, induziert einen Isomorphismus
zwischen den Polynomen auf C? und den Polynomen auf W, die konstant
sind auf den Aquivalenzklassen.

1.3 Einige Darstellungen der Gruppe SLy(C)

Sei SLy(C) die Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen g € G L2(C) mit
Determinante detg = 1. Eine rationale komplexe endlichdimensionalen
Darstellung der Gruppe SLy(C) ist ein Paar (p, V'), wobei V ein endlichdi-
mensionaler Vektorraum ist und p ist ein Gruppenhomomorphismus

p: SLy(C) — GL(V)

mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt eine Basis B = {vy,...,v,} C V| so
dafl die Matrizen p(g) € GL(V) fiir g € SL2(C) durch Polynome aus C[M3]
beschrieben werden. Genauer gesagt, es gibt Polynome f; ; € Clz; jli<i j<n.
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so daBl beziiglich der Basis B fiir alle g € SL2(C) die Matrix p(g) von der
Form ist:
fiale) fialg) - fin(9)
pla) = | P10 B0 Bl s
fri(g) fa2(9) oo fan(9)
Eine beliebige Darstellung der Gruppe SLy(C) nennt man lokal endlich,
wenn es zu jedem v € V einen endlichdimensionalen Unterraum U C V gibt
mit v € U und p(g)(U) C U fiir alle g € SLy(C).
Wie im Fall der Gruppe C* nennt man eine komplexe Darstellung der
Gruppe SLy(C) rational, wenn sie lokal endlich ist, und die Einschrankung
der Darstellung: p|y : SLa(C) — GL(U), g — p(g)|v, auf endlichdimensio-

nale stabile Unterraume jeweils rationale komplexe endlichdimensionale Dar-
stellungen sind.

Beispiel 1.3.1 Die natiirliche Darstellung p : SL2(C) — GL2(C), g — g,
auf dem C? ist eine rationale Darstellung.

Beispiel 1.3.2 Die duale Darstellung p* : SLy(C) — GLy(C), g — tg71,
ist eine rationale Darstellung.

ﬂ'bung 1.3.1 Zeige: Die Darstellung in Beispiel 1.3.2 ist rational.

Bemerkung 1.3.1 Um den Namen duale Darstellung zu verstehen, machen
wir folgende Identifikation. Sei p : SLa(C) — GL(V) eine Darstellung, und
sei V* = Hom(V,C) der Dualraum der linearen Funktionen auf V. Aus
Ubung 1.1.2 folgt, daB p*, definiert durch

V* N V*
p*: SLe(C) — GL(V™), g—p*(g):4 ¢ — p(9)):V —C
v Lp(g) " (v)).
eine Darstellung definiert, genannt die duale Darstellung. Es ist es die Ein-

schrinkung der Darstellung in Ubung 1.1.2 auf die linearen Funktionen.
Sei nun {ey, ez} die kanonische Basis von V = C? und sei {z1, 72} die

duale Basis. Ist g = (Z Z) € SLy(C), soist gt = (_Ccl _2) und damit:

e =a (2 7)(5)) -
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und ebenso: p*(g)(z1)(e2) = —b, p*(g)(z2)(e1) = —¢, p*(g)(22)(e2) = a.
Folglich: p*(g)(x1) = dx1 — bxg und p*(g)(z2) = —cx1 + axe. Das heifit,
beziiglich der Basis {z1,z2} hat die darstellende Matrix p*(g) die Gestalt:

p*(g) = (_i _a> =tg7 L.

Damit folgt aus Ubung 1.3.1, daB die duale Darstellung rational ist.

Wir wollen nun die Darstellung aus Ubung 1.1.2 in diesem Fall etwas genauer
anschauen. Sei C[z1,x2] der Ring der polynomialen Funktionen auf dem C2,
versehen mit der iiblichen Graduierung durch den Grad der Polynome:

Clay, z0] = @ Clz1, 22)m mit Clzy, zolym = (2], o Tag, 2223 ... 2h).
m>0

Aus Ubung 1.1.2 folgt, daB die homogenen Polynome C[z1, 23],, vom Grad m
einen stabilen Unterraum fiir die Darstellung p* bilden. Die Einschrankung
der Darstellung der SL2(C) auf dem Raum C[z1, 2], wird mit

pm : SLa(C) — GL(Clz1, z2]m)
bezeichnet. Sei B C Clxy, o), die Basis {z]?, 27" 'a,, xh'}:
u

Ubung 1.3.2 Berechne die Matrizen pp,(t), pm(u"), pm(u™) fiir die Ele-

)
[t 0 (10 . (10
(o) =) e e )

bezuglich der Basis B.

mente

Wir betrachten die Darstellungen py, : SL2(C) — GL(Clzy,x2])m) etwas
genauer. Sei U C C[z1, x2],, ein Unterraum, der stabil ist unter der SLs(C),
d.h., pm(g)(u) € U fiir alle u € U.

ﬁbqng 1.3.3 Zeige: Ist u = Z;n:o pij_jxg € U, so liegt jedes Monom
z{" 7z} mit p; # 0 auch in U. Hinweis: Beniitze die Matrizen p,(t).

—Jj

Ist U # 0, so liegt also mindestens ein Monom z7" a:*; in U. Indem man

die Matrizen p,,(u™) beniitzt, zeigt man leicht:
Ubung 1.3.4 Zeige: Ist U # 0, so ist U = Clzy, 22]m-

Eine Darstellung, die als einizige stabile Unterrdume nur sich selbst und 0
hat, nennt man einfach oder auch irreduzibel.
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1.4 Die allgemeine lineare Gruppe GL,

Sei zunédchst k ein beliebiger algebraisch abgeschlossener Korper, und sei
M, (k) die Menge der n x n—Matrizen, und sei GL,, (k) die Gruppe der in-
vertierbaren n x n—Matrizen:

GLn(k) = {A € My (k) | det A # 0}.

Im Folgenden werden wir einige wichtige Untergruppen einfiihren, die spéater
immer wieder auftauchen werden. Solange keine Mifiverstandnisse moglich
sind, werden wir den Korper k£ in den Bezeichnungen nicht mehr anfithren
und nur noch M,,, GL, usw. schreiben.

Das Standardbeispiel fiir eine Boreluntergruppe (genaue Definition einer
Boreluntergruppe folgt spéter) ist die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen:

B, = {(aij;) € GL,|a;; =0Yi>j} obere A-Matrizen
* ok ok
= {geGL,|g=| 0 x x |}
0 0 =

Verlangt man zuséatzlich, dafl die Eigenwerte alle 1 sind, so bekommen wir
die Gruppe U,:

U, = {(aij) € Bylai; =1Vi=1,...,n} unipotente A-Matrizen
1 x x
= {9g€GL,|lg=| 0 1 * |}
0 01

Eine andere wichtige Untergruppe ist die der Diagonalmatrizen, ein Beispiel
fiir einen maximalen Torus. (genaue Definition eines Torus folgt spéter)

T, = {(aij) € Bn|aij=0Vi#j} Diagonalmatrizen
* 0 0
= {geM,|g=1|0 % 0 ], x#0}
0 0 =

Fiir die Elemente t € T,, werden wir die folgende Abkiirzung benutzen:

ty O

0 0
E:dlag(th)tn): 0 t2 o 00

0 0 ... 0 t,
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I"Jbung 1.4.1 U, C B, ist ein Normalteiler, und B,, = T,,U,, = U,T,.

Warum diese Untergruppen eine wichtige Rolle spielen werden, sicht
man an den folgenden Beispielen (in Form von Ubungen), die wir spater in
groflerer Allgemeinheit ausfithren werden.

ﬂbung 1.4.2 Sei k = C. Unter einem Torus T' C GLs versteht man eine
kommutative zusammenhangende Gruppe von diagonalisierbaren Matrizen.
Zeige: Es gibt ein g € GLy mit gTg~! C Ty. Die Gruppe T3 ist also ein
maximaler Torus in diesem Sinne.

Ubung 1.4.3 Fiir zwei Teilmengen A, B C GLjy sei AB die Menge der

Produkte ab mit a € A, b € B, und sei s = ( _01 (1) > Zeige:

GLy = By U BysBy

1.5 Fahnen

Eine Interpretation der obigen disjunkten Zerlegung kann man wie folgt
geben: Eine invertierbare Matrix A € M,, ist das gleiche wie eine geordnete
Basis des k™, d.h., der erste Basisvektor entspricht dem ersten Spaltenvektor
der Matrix, der zweite Basisvektor entspricht dem zweiten Spaltenvektor der
Matrix usw. Diese Beziehung kann man abschwéchen, indem man statt von
Basen von Fahnen spricht. Eine Fahne im k™ ist eine Folge von Untervek-
toraumen:

F:Fp={0}cFhHCF,C...CF,1CF,=k"

mit dim F; = i. Bezeichne mit F die Menge aller Fahnen im k™.
Ist g € GL, und F € F eine Fahne, so bezeichne mit gF die Fahne

gF : gFy={0} C gFy CgF, C ... C gF,—1 C gF, = k"

Dies definiert eine Operation GL,, x F — F.

Bezeichne mit B = {ej,ea,...,e,} die kanonische Basis des k™, d.h.,
1 0
0 1 .
B:{61: , 69 — N & 0 }
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Als Standardfahne F bezeichnen wir die Fahne
F:Foz{O} CcF = <61> CFy = <61,62> C... CFHan.

Einer invertierbaren Matrix g kann man nun direkt eine Fahne F9 zuord-
nen: FY = {0}, F} ist der Unterraum, der aufgespannt wird von dem ersten
Spaltenvektor der Matrix, Fy ist der Unterraum, der aufgespannt wird von
den ersten beiden Spaltenvektoren der Matrix, F3 ist der Unterraum, der
aufgespannt wird von den ersten drei Spaltenvektoren der Matrix und so

weiter.
11 1
Zum Beispiel fir g= | 2 0 1 | erhilt man
0 3 1
1 1 1
Fi={0}cF/=(| 2 hcF=(2]|,l0|)cF =k
0 0 3

ﬂ'bung 1.5.1 Zeige: F9" = gF" also insbesondere: F9 = gIF
ﬂ'bung 1.5.2 Zeige: F9 =TF < g € B,,.

Bemerkung 1.5.1 Sind g,h € GL,, so dafl die erste Spalte von g ein
Vielfaches der ersten von h ist, und die zweite Spalte von g ist eine Lin-
earkombination der ersten beiden Spalten von h, und die dritte Spalte von
g ist eine Linearkombination der ersten drei Spalten von h usw., dann gilt
F9 = F.

Allgemeiner gilt:

Satz 1.5.1 Ist g € GL, und ist b € By, so gilt F9 = F9°. Umgekehrt, sind
g,h € GL,, und ist F9 = F" so gibt es ein b € B,, mit g = hb.

Beweis. Ist b € B,, so unterscheiden sich g und g¢gb genau wie in Be-
merkung 1.5.1 beschrieben, also F9 = F9. Andererseits, sei F9 = F*,
Nach Ubung 1.5.1 wissen wir dann F = Fh™'9. Aus Ubung 1.5.2 folgt somit
h=lg = b fiir ein b € B,, und damit g = hb. °

Anders ausgedriickt besagt der Satz 1.5.1 folgendes: Zwei Matrizen
ergeben die gleiche Fahne dann und nur dann wenn sie in der gleichen Neben-
klasse in GL,,/By, liegen. Folglich erhélt man:

Korollar 1.5.1 Die Menge aller Fahnen im k™ kann identifiziert werden
mit der Menge aller Nebenklassen GLy,/By,.
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Ist 0 € S, eine Permutation, so sei F? die Fahne:
FJ : 8 = {0} C ]FU — <60-(1)> C ]FO' — <eg(1)7eg(2)> Cc...C ]FZ — k’n

Die Zerlegung in Ubung 1.4.3 148t sich in der Sprache der Fahnen wie folgt
ausdriicken:

Ubung 1.5.3 Zeige fiir n = 2: F = F U BsF?, wobei ¢ die Transposition
(1,2) ist.

1.6 Einige klassische Gruppen

Im Folgenden zum Abschlufl des Kapitels einige klassische Gruppen.

Beispiel 1.6.1 Die spezielle lineare Gruppe SL, und einige ihrer wichtig-
sten Untergruppen B, U und T"

SL, = {A€M,(k)|detA=1}

B=SL,NB, = {A: (ai,j) GSLn]ai,j :OVi>j}
U=858L,nU, = {A:(am)EB\am:lVi:l,...,n}
T=SL,NT, = {teT,|dett=1}

Beispiel 1.6.2 Sei g : k" — k eine nicht-ausgeartete quadratische Form.
Die orthogonale Gruppe O(q) ist definiert als

O(q) ={A € GL, | q(Az) = q(z) Yz € k"}.
01
1 0], dann werden die
00

spezielle orthogonale Gruppe SO,, ; und die Untergruppen B O T' definiert
durch

0
Fir ¢ = 12 + 2222+ ... sei J = |0
1

SOn; = {A€SL,|'AJA= T}
B:SOn’JﬂBnﬂSLn = {A:(am)ESOn,J|am:OW>j}
U:SOnJﬂUnﬂSLn = {A:(CLZ‘J)GB’CLM'ZIVZ':L...,TL}
T=80,,NT,NSL, = {teT,|dett=1,¢=t,, Vi=1,...,n}

7

Ist kK = C, dann sind alle nicht-ausgearteten quadratischen Formen zueinan-
der konjugiert und enstrpechend auch die (speziellen) orthogonalen Grup-
pen. Dann spricht man oft einfach nur von “der” (speziellen) orthogonalen
Gruppe O,, beziehungsweise SO,,.
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Beispiel 1.6.3 Sein = 2m eine gerade positive Zahl und sei ¢ : k" xk™ — k
eine nicht-ausgeartete schief-symmetrische Bilinearform. Die symplektische
Gruppe Sp(q) wird definiert als

Sp(p) ={A € GL, | p(Az, Ay) = p(z,y) Vo € k"}.

0 0 01

. i 0 0 1 0
Fiir o = 7" Ziyoma1-i—D 1oy Tam1—iYi sei J = 0 -1 00
-1 0 ... 00

dann wird die Gruppe Spay,,; mit ihren Untergruppen B, U und T definiert
durch:

Spamy = {A€GLy(k)|'AJA = J)
B = Spgm NnB, = {A = (ai,j) € Sp2m | Qi = ove > ]}
T=S8paunNTy = {t€Tom|ti=tyn, Vi=1,....m}

Ist k = C, dann sind alle nicht-ausgearteten schiefsymmetrischen Formen
zueinander konjugiert und enstrpechend auch die symplektrischen Gruppen,
dann spricht man wie im Fall der orthogonalen Gruppe of nur von “der”
symplektischen Gruppe.

Zum Abschlufl dieses Kapitels einige
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Chapter 2

Algebraische Geometrie -
Grundlagen

2.1 Affine Varietaten

Im Folgenden sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Unter einer
affinen algebraischen Menge verstehen wir eine Teilmenge Y C k" fiir einn €
N, die definiert wird als Nullstellengebilde von endlich vielen polynomialen
Gleichungen. Anders gesagt, es gibt Polynome f1,..., f; € k[x1,...,2y], so
daB

Y={vek"| ilv)=...= fr(v) =0}

Sind Y und X affine algebraische Mengen mit
Y={vek" filv)=...= fr(v) =0, X={vek"|gi(v)=...=gs(v) =0}

dann sind auch X UY und X NY affine algebraische Mengen mit

XUY={v e k"[(figr)(v) = (fig2)(v) = ... = (frgs)(v) = O}

und

XNY={v € k" fi(v) = ... = fu(v) = 1(v) = ... = go(v) = O}.

Beispiel 2.1.1 SL,, ={A € M,, | det A—1 = 0} ist eine affine algebraische
Menge. Da Untergruppen B, T und U der SL,, duch zusétzliche polynomiale
Gleichungen beschrieben werden (x; ; = 0 fiir i > j fiir B, x; ; =0 fir i > j
und z;;, —1=0,i=1,...,n fir U, und x;; = 0 fiir ¢ # j fiir T'), sind dies
auch affine algebraische Mengen.

17
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I"Jbung 2.1.1 Begriinde: Die Gruppen S0,, ; und Spa,,, ; sowie ihre Unter-
gruppen B,U,T in den Beispielen 1.6.2 und 1.6.3 sind affine algebraische
Mengen.

Seien Y7 C k™ und Y C k™2 affine algebraische Mengen. Ein Morphismus
affiner algebraischer Mengen ¢ : Y7 — Y5 ist eine Abbildung, fiir die eine
polynomiale Abbildung v : k™ — k"2 existiert, so dal man ein kommuta-
tives Diagramm hat:

(U S

N N
A A

Ein Isomorphismus wird dann auf die offensichtliche Art definiert: Ein Mor-
phismus v : Y7 — Y5 wird ein Isomorphismus genannt, wenn es einen Mor-
phismus ¢’ : Yo — Y7 gibt, so daf 1) o ¢/’ and v’ o 1) jeweils die identische
Abbildung ist.

Bemerkung 2.1.1 Achtung, es reicht nicht zu verlangen, dafl ¢ : Y7 — Y5
ein bijektiver Morphismus, denn die Umkehrabbildung nicht notwendiger-
weise ein Morphismus.

Ubung 2.1.2 Sei Y = {v = (;) € C? | 23—y? = 0}. Zeige: Die Abbildung

Y C — C? t — (t2,13), ist ein bijektiver Morphismus von C auf Y, aber
kein Isomorphismus von affinen algebraischen Mengen.

Am Begriff des Isomorphismus wird klar, dafl die Beschreibung der Ob-
jekte einzig und allein durch die Einbettung Y C k™ auf die Dauer sehr
umstandlichen ist. So werden zum Beipiel in der Gruppentheorie die Grup-
pen C* = GL1 und G C G Loy definiert durch

¢ = {teM2<c>|(3 tE’l),teC*}

= {X =(2;;) € Mb(C) |z12 =221 =0, z11222 — 1 =0},

als “gleich” angesehen, da C* durch die Darstellungsabbildung p in (1.2)
isomorph (als Gruppe) abgebildet wird auf die Gruppe G (und G is offen-
sichtlich eine affine algebraische Menge). Dies legt nahe, sich der doch sehr
lastigen Abhéngigkeit von der Einbettung zu entledigen und eine Beschrei-
bung zu finden, die unabhinging davon ist.

Betrachten wir zunéchst einen Morphismus f : Y — k fir Y C k™,
so existiert gemdB der Definition ein Polynom f € klxi,...,zy], so daB
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f= f ly. Zwei solche Polynome fl, fg ergeben den gleichen Morphismus
dann und nur dann wenn f; — fo auf Y verschwindet. Die Menge I(Y) der
auf Y vollstandig verschwindenden Polynome bildet ein Ideal, es wird das
Verschwindungsideal von Y genannt:

I(Y)=Af € klz1,...,x,] | fly =0}.

Bemerkung 2.1.2 Da die definierenden Gleichungen von Y in I(Y") liegen,
gilt offensichtlich: Y = {v € k" | f(v) =0Vf € I(Y)}.

Der Quotient des Polynomringes k[x1, . .., z,] nach dem Ideal I(Y") beschreibt
also genau die Morphismen von Y nach k, oder genauer, die requldren Funk-
tion auf Y.

Definition 2.1.1 Die Algebra k[z1,...,z,]/I(Y) wird die Algebra der regu-
laren Funktionen auf Y oder auch der Koordinatenring von Y genannt, und
mit k[Y] bezeichnet.

Beispiel 2.1.2 Der Polynomring k[z1,. .., x,] ist die Algebra der reguléren
Funktionen auf dem £".

Wie verhélt sich nun diese Algebra unter Morphismen von affinen algebrai-
schen Mengen? Seien Y7 C k™ und Ys C k™ algebraische Mengen, sei
1 : Y7 — Yy ein Morphismus. Dann stellt sich die natiirliche Frage ob fir
f € k[Y2] die Abbildung f o : Y7 — k wieder eine reguldre Funktion ist
und wir somit einen Algebrahomomorphismus

W k[Ya] — kY1)

bekommen. Sei also v : k™ — k"2 eine polynomiale Abbildung, so daB ¢
die Einschrankung von ¢ auf Yj ist. Es gibt also Polynome hq,..., h,, €
klxi,...,on,], so daB fir x = (x1,..., 2y, ) gilt:

b(z) = (@), by (@)).
Die Verkiipfung f — f o ¢ induziert daher einen Algebrahomomorphismus
ot Elyr, .- Yny) — Eklx1,. .., Tn,]

zwischen der Algebra der reguliren Funktionen auf dem k"2 und der Algebra
der reguliren Funktionen auf dem £"!. Da nach Voraussetzung (Y1) C Ya
folgt f o+ € I(Y1) falls f € I(Y2), also ¢*(I(Yz)) C I(Y1), bekommen
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wir einen induzierten k-Algebrahomomorphism # : k[Ys] — k[Y1] und ein
kommutatives Diagramm:

O kY] = kyn, )/ I(Ye) — E[Yi] = K[z, ..., 2, ]/ T(YY)
T T
172* : Elyi, ...\ Yny) — klxi, ..., on,]

Allgemeiner hat man folgende “Ubersetzung” von Morphismen zwischen al-
gebraischen Mengen und Algebrahomomorphismen.

Theorem 2.1.1 Die Abbildung ¢ — ¥, die jedem Morphismus v : Y, —
Yy den Algebrahomomorphism * : k[Ys] — k[Y1] zuordnet, ist eine Bijek-
tion, d.h., fir jeden Algebrahomomorphism ¢ : k[Ys] — k[Y1] gibt es einen
eindeutigen Morphismus v : Y1 — Ya, so daf ¢ = ¥f.

Beweis. Sei ¢ : k[Ya] — Ek[Y1] ein Algebrahomomorphismus. Durch Verknii-
pfung mit der Quotientenabbildung k[y1, ..., yn,] — k[Y2] erhélt man einen
Homomorphismus ¢ : k[y1, ..., yn,] — k[Y1]. Wihle Polynome fi,..., fn,
in k[z1,...,o,,] mit f; = ¢'(y;) mod I(Y1), und sei

& ckly1, -y Yny| — Elx1, ..., 2n,]  definiert durch é(yj) = fj.
Fiir den Morphismus 1/; : k™ — k™, definiert durch

U= (fl(v)’fQ(U)v .- '7fn2(v>),

gilt: ! = ¢. Sei nun h € I(Y3) und v € k™, dann gilt nach Konstruktion
h(y(v)) = (hoy)(v) = (¥ (h))(v) = (¢(h))(v), und damit folgt

Yo €Y1 h(ih(v)) = (¢'(h))(v) = 0 = ¥(Y1) C Ya.

(sieche Bemerkung 2.1.2). Man erhélt somit einen Morphismus ¢ : Y7 — Y3,
der, nach Konstruktion, die Eigenschaft haft hat: % = ¢. °

Als Konsequenz bekommen wir die folgende Charakterisierung von iso-
morphen affinen algebraischen Mengen:

Korollar 2.1.1 Zwei affine algebraische Mengen sind dann und nur dann
isomorph, wenn die Koordinatenringe isomorph sind.

Eine kommutative k-Algebra wird endlich erzeugt genannt, wenn sie
als Algebra bereits von endlich vielen Elemente erzeugt wird, oder, anders
gesagt, wenn es einen surjektive Homomorphismus ¢ : k[z1,...,z,] — R fiur
ein geeignetes n gibt.
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Definition 2.1.2 Eine affine Varietdt definiert iiber dem Korper k ist ein
Paar (Z,k[Z]) bestehend aus einer Menge Z zusammen mit einer endlich
erzeugten reduzierten k-Algebra k[Z] von Funktionen f : Z — k, das fol-
gende Bedingung erfiillt: Es gibt eine affine algebraische Menge X C k"
und eine bijektive Abbildung ¢ : Z — X, so dafl die Verkniipfung f o ¢ fiir
f € k[X] einen Isomorphismus ¢ : k[X] — k[Z] definiert.

Die Algebra k[Z] wird der Koordinatenring von Z oder die Algebra der
reguldaren k-wertigen Funktionen auf Z genannt.

Ein Morphismus 1 : Z1 — Zo zwischen affinen Varietaten ist eine Abbil-
dung 1, so daBl die Verkniipfung f o ¢ fiir f € k[Z2] einen Homomorphismus
Y4 i k[Zy) — k[Z1] definiert.

Ein Isomorphismus ist dann ein Morphismus v : Z; — Z5, so daf} ein Mor-
phismus )/ : Zy — Z; existiert mit der Eigenschaft 1 o ¢’ und ¢’ o 9
sind jeweils die identische Abbildung. Theorem 2.1.1 garantiert dann, daf
affine Varietéten mit isomorphen Modellen (=affinen algebraischen Mengen)
zueinander isomorph sind.

Beispiel 2.1.3 Sei k[GL,] := k[z;;,1 < i,j < n;det™!] die Unteralgebra
erzeugt durch die z; ; und det ™! im Korper der rationalen Funktionen k(z; ;)
auf dem Vektorraum M,, der n x n Matrizen.

Die rationalen Funktionen in k[GL,| sind wohldefinierte Funtionen auf
der GL,,, und das Paar

(GLy, k[GLy)) ist eine affine Varietét.

Beweis. Sei V.= M, @ k, der Polynomring k[V] = k[y; j,1 < 1,5 < n;y] ist
dann der Koordinatenring. Betrachte die affine algebraische Menge:

Z ={(yij,y) €V [ ydet(ys;) —1 =0}
Fir ¢ : GL, -V, g — (g,%tg), gilt y;j0¢ = x;5 und yo ¢ = det ™1,
Die Abbildung ¢ definiert eine Bijektion von GL,, auf Z, und fir f € k[Z]

definiert die Verkniipfung f — f o ¢ einen k-Algebrahomomorphismus ¢! :
k[Z] — k[GL,], der offensichtlich injektiv und surjektiv ist. .

In die Sprache der affinen Varietéten iibersetzt ergibt Theorem 2.1.1:

Theorem 2.1.2 Seien (Y, k[Y]) und (Z,k[Z]) affine Varietdten. Die Ab-
bildung, die jedem Morphismus ¢ : Y — Z wvon affinen Varietiten den
k-Algebrahomomorphismus ¢* : k[Z] — k[Y] zuordnet, induziert eine Bi-
jektion zwischen der Menge Mor(Y, Z) von Morphismen zwischen'Y und Z
und der Menge Algy(k[Z],k[Y]) der k-Algebra Homomorphismen zwischen
k[Z] und kY.
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2.2 Das maximale Spektrum

Theorem 2.1.2 legt nahe, daf} alle wichtigen Informationen iiber eine affine
Varietat in dem Koordinatenring zu finden sind. Um dies zu prézisieren,
werden wir das maximale Spektrum eines Ringes einfiihren.

Ein Ring oder eine k-Algebra R wird reduziert genannt, wenn es keine
nilpotenten Elemente gibt, d.h., wenn es fir » € R ein n € N gibt mit r" = 0,
dann ist r = 0. Die Algebra der regularen Funktionen einer affine Varietéit
hat offensichtlich diese Eigenschaft.

Sei R = k[fi1,..., fr] eine endlich erzeugte reduzierte k-Algebra. Dann
gibt es zwei Moglichkeiten, R als Koordinatenring einer affinen Varietét zu
sehen, wir brauchen dazu aber etwas Algebra. Sei k[z1,...,z,] ein Poly-
nomring. Durch den Homomorphismus

¢ klry,...,zy] = R (2.1)

kann man die Algebra R als Quotient R ~ k[x1,...,x,]/I des Polynomrings
prasentieren, wobei I = ker ¢.

Ein Ring S wird noethersch genannt, wenn jedes Ideal J C S endlich
erzeugt ist, d.h.: 3 f1,..., fr € J gibt mit J = (f1,..., fi).

Theorem 2.2.1 FEine endlich erzeugte k-Algebra ist noethersch.

Beweis. Wir wissen bereits, dal der Polynomring k[z1, ..., x| noethersch
ist (Vorlesung Algebra I). Ist J C R ein Ideal, so ist das Urbild J = ¢~(J) C
klx1,...,Zm] ein Ideal. Seien §i,...,J; Erzeuger von .J, dann bilden die
Bilder g1,...,9: mit g; = ¢(g;) ein Erzeugendensystem des Ideals J in R,

d.h, J=(g91,---,q)- .

Da jedes Ideal I C k[x1,...,z,] endlich erzeugt ist, bekommen wir als
Konsequenz die folgenden Abbildungen zwischen Idealen in Polynomringen
und affinen algebraischen Teilmengen:

affine algebraische —T Ideale in
Mengen im k™ —v S =k[xy,...,xm]
definiert durch (2.2)
Y — Iy:={feS|fly=0}
VI)={yek™|fly) =0V fel} «— I

Das Ideal Iy wird auch das Verschwindungsideal von Y genannt.
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Bei den Abbildungen handelt es sich nicht um Bijektionen. Zum Beipiel
sei Jp, C k[z] das Ideal erzeugt von 2™, dann ist V' (.J,,,) = {0} fiir alle m > 1.
Wir haben immer offensichtlich J C I(V(J)) fir ein Ideal J C k[z1, ..., zp].
Als das Radikal v/J eines Ideals J bezeichnet man das Ideal

VI={feklzx,...,xn||IreN: freJ}.
Man sagt ein Ideal ist ein Radikalideal falls J = /J.

Ubung 2.2.1 Sei J C A ein Ideal in einem Ring A, und sei v/J wie oben
definiert. Zeige: V.J ist ein Ideal, und J = V/J dann und nur dann wenn
A/J reduziert ist.

Theorem 2.2.2 (Hilberts Nullstellensatz) SeiJ C k[z1,...,z,] ein Ideal
und sei Y =V (J) die zugehdrige affine algebraische Menge. Dann ist

IV())=VJ und k[Y]=k[z,...,z]/VJ.
Die Abbildungen in (2.2) definieren also Bijektionen:

{ affine algebraische } L { Radikalideale in }

Mengen im k™ v S =k[xi,...,xm]

Sei nun wieder I = ker ¢ der Kern des Homomorphismus ¢ in (2.1) und sei
Y = V(I). Da R eine reduzierte Algebra ist folgt fir alle f € S:

feViedreN: ffeleFIreN:¢(f) =0 ¢(f)=0s fel.

Das Ideal I ist also ein Radikalideal und somit ist k[Y] ~ k[z1,...,zn]/1.
Zusammengefafit erhalten wir also:

Satz 2.2.1 Jede endlich erzeugte reduzierte k-Algebra ist isomorph zum Ko-
ordinatenring einer affinen Varietdt.

Um eine Konstruktion zu geben, die unabhéigig von der Wahl eines Erzeu-
gendensystem ist, betrachten wir fir R = k[Y]

MaxSpec R = {m C R | m maximales Ideal }.

Maximale Ideal existieren immer (Vorlesung Algebra I), diese Menge ist also
nicht leer. Wir kénnen zudem R als eine Algebra von k-wertigen Funktionen
auf MaxSpec R auffassen: Sei m € MaxSpec R , dann ist R/m ein Korper
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erhalten durch eine algebraische Korpererweiterung von k. Da k algebraisch
abgeschlossen ist folgt R/m ~ k und somit ist die Abbildung;:

f:MaxSpecR — k, m~— fmodm (2.3)

eine wohldefinierte Funktion. Mehr noch, diese Abbildung von R in die
Menge Abb(MaxSpec R, k) der Abbildungen von MaxSpec R nach k ist in-
jektiv: Sei y € Y, dann ist I, C R ein Radikalideal und R/I, = k ist
der Koordinatenring einer Ein-Punkt Varietdt. Damit ist [, ein maxi-
males Ideal, und beachte, da f mod I, = f(y). Sind nun f, f’ € R so,
daBl f’mod m = f modm fiir alle maximalen Ideale, so gilt insbesondere
fy) = f'(y) fir alley € Y, also f = f'.

Wir zeigen nun: das Paar (MaxSpec R, R) ist eine affine Varietédt im
Sinne der Definition 2.1.2. Sei wieder I = ker ¢ der Kern des Homomorphis-
mus ¢ in (2.1) und sei Y = V(I), dann wissen wir bereits, dal Y eine affine
algebraische Menge ist mit einem Koordinatenring k[Y] isomorph zu R.

Satz 2.2.2 Die Abbildung ¢ : Y — MaxSpec R, y — I, und die Abbildung
¢ : MaxSpecR — Y, m — V(m), sind zueinander inverse Bijektionen,

und die Verkniipfung f o ¢ fir f € k[Y] induziert einen Isomorphismus
#*  k[Y] — R.

Korollar 2.2.1 Das Paar (MaxSpec R, R) ist eine affine Varietdt.

Beweis. (Satz 2.2.2) Sei ¢ : Y — MaxSpec R die Abbildung y — I,,.
Umgekehrt, sei m € MaxSpec R ein maximales Ideal. Dann ist R/m ~ k,
die Quotientenabbildung ¢ : R — R/m kann also aufgefafit werden als
ein Homomorphismus ¢ : R = k[Y] — k, wobei k aufgefafit wird als der
Koordinatenring einer Ein-Punkt-Varietat yy,. Nach Theorem 2.1.1 gibt es
entsprechend einen eindeutig bestimmten Morphismus von affinen algebrai-
schen Mengen ¢ : ym — Y, so dal ¢ = 4. Das Bild y € Y ist dann
der eindeutig bestimmte Punkt, der die gemeinsame Nullstelle aller f &
m ist, also y = V(m). Sei ¢ : MaxSpec R — Y definiert durch m —
V(m). Die Abbildungen ¢ und ¢ sind offensichtlich invers zueinander, und
die Komposition f o ¢ ist genau die in (2.3) definierte Interpretation von
f als Funktion auf MaxSpec R. Der Homomorphismus ¢* : k[Y] — R ist
offensichtlich surjektiv und, wie oben gesehen, injektiv, und definiert somit
einen Isomorphismus. °

Ist also R eine endlich erzeugte reduzierte k-Algebra, oder ist Y eine
affine Varietat mit Koordinatenring R, so schreiben wir im Folgenden einfach



2.2. DAS MAXIMALE SPEKTRUM 25

Y = MaxSpec R fiir die zugehorige affine Varietat. Der Zusammenhang
zwischen R und MaxSpec R 1&83t sich formeller wie folgt ausdriicken:

Eine Kategorie ist eine Sammlung von Gréflen mit einer Klasse ObC,
deren Element Objekte der Kategorie genannt werden, zusammen mit einer
Familie von Mengen Home (X, Y) fiir jedes geordnete Paar X,Y € ObC. Die
Elemente von Hom¢ (X, Y') werden Morphismen genannt und mit ¢ : X — Y
bezeichnet. Zu jedem geordneten Tripel X, Y, Z gibt es eine Abbildung

Home (X,Y) x Home (Y, Z) — Home (X, Z), (¢,¢) — oo

genannt die Verkniipfung von ¢ und ¢. Die Objekte und Morphismen
miissen folgende Bedingungen erfiillen.

a) Jeder Morphismus ¢ bestimmt eindeutig zwei Objekte X,Y € C, so
da8 ¢ € Hom(X,Y'), die Vereinigung MorC = {Jy ycone Hom(X,Y') ist also
disjunkt.

b) Fiir jedes X € ObC gibt es den identischen Morphismusidy : X — X,
der eindeutig bestimmte ist durch die Eigenschaft ¢oidx = ¢ und idx o) = 1
wenn immer die Verkniipfung definiert ist.

c) Die Komposition ist assoziativ: (¢ o)) on = ¢ o (1 on) fiir fir alle
n € Hom(X,Y), v € Hom(Y, Z), n € Hom(Z, W).

Statt X € ObC schreibt man oft einfach X € C, und statt ¢ € Home(X,Y)
schreibt man auch einfach ¢ € MorC oder ¢ € Mor(X,Y).

Beispiel 2.2.1 Die Kategorie C = Set hat als Objekte alle Mengen, und fiir
zwei Mengen X, Y € Set ist Home(X,Y') die Menge aller Abbildungen von
X nach Y. Die Kategorie C = Vek(k) hat als Objekte alle Vektorrdume iiber
dem Korper k, und fiir zwei Vektorrdume X,Y € Vek(k) ist Home (X, Y)
die Menge aller Homomorphismen von X nach Y.

Die Kategorie C = Algfed(k) hat als Objekte alle endlich erzeugten
reduzierten Algebren iiber dem Korper k, und fir R,S € Alg{ed(k:) ist
Home¢ (R, S) die Menge aller Algebrenhomomorphismen von R nach S.

Die Kategorie C = AffVar(k) hat als Objekte die affinen Varietéten,
definiert iiber dem Korper k, und fiir X,Y € AffVar(k) ist Home(X,Y) die
Menge aller Morphismen ¢ : X — Y von affinen Varietaten.

Ein Funktor F' : C — D zwischen zwei Kategorien besteht aus

a) einer Abbildung ObC — ObD, X — F(X).

b) einer Abbildung MorC — MorD, ¢ — F(¢), so dal F(¢) : F(X) —
FY)firg: X —Y.

c¢) Die Abbildung in b) respektiert Verkniipfungen wann immer es Sinn
macht, d.h., wenn ¢ o definiert ist, dann gilt F'(¢ o)) = F(¢)o F(), und,
insbesondere, F'(idx) = idp(x)-
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Beispiel 2.2.2 Die Abbildung F' : AffVar(k) — Algfed(k:), die jeder affinen
Varietéat (X, k[X]) die Algebra k[X] der reguldren Funktionen zuordnet, ist
ein Funktor.

Umgekehrt, die Abbildung G : Alg{ed(k:) — AffVar(k), die jeder re-
duzierten endlich erzeugten k-Algebra R die affine Varietdt (MaxSpec R, R)
zuordent, ist ein Funktor.

Ein Morphismus von Funktoren ist ein “eigenartig Ding”: Seien F,G : C —
D zwei Funktoren. Ein Morphismus f : F' — G von Funktoren ist eine
Familie von Abbildungen f(X): F(X) — G(X) fiir jedes X € ObC, so dafl
fir jedes ¢ € Hom(X,Y') man ein kommutatives Diagramm hat:

F(x) %) G(x)
F(¢) | 1 G(¢)
Fiy) 1% G

Die Funktoren heiflen isomorph: f : F' — G, wenn es einen Morphismus
voon Funktoren g : G — F gibt, so dafl gf = idp und fg = idg gilt. Anders
gesagt, F' und G sind isomorph, wenn fiir alle X € C ist der Morphismus
f: F(X) — G(X) ein Isomorphismus.

Man sagt, daB ein Funktor F : C — D eine Aquivalenz von Kategorien
definiert oder, daf§ die Kategorien dquivalent sind, wenn es einen Funktor
G : D — C gibt, so dafl der Funktor F'G isomorph zum Funktor idp und GF
isomorph zum Funktor id¢ ist. Theorem 2.1.2 148t sich dann in der sprache
der Kategorien wir folgt tibersetzen:

Theorem 2.2.3 Die Funktoren I' und G in Beispiel 2.2.2 definieren eine
Aquivalenz zwischen der Kategorie der affinen Varietdten iber k und der
Kategorie der endlich erzeugten reduzierten k-Algebren.

In Beispiel 2.1.3 haben wir gesehen, da§ die Gruppe GL,, (k) mit Koor-
dinatenring mit k[GL,] = k[z; j, s | 1 <,/ < n] eine affine algebraische
Varietét ist. Die natiirliche Darstellung id : GLy (k) — GL(k™) ist sicher
ein Morphismus von Varietdten. Es gibt viele Standardmethoden um aus
einer gegebenen Darstellung neue zu konstruieren, wie wir in den Beipielen
in Kapitel 1 gesehen haben. Sei A"k™ die r-te dussere Potenz des k™, die
Gruppe GL,, operiert dann auf A"k™ durch g(viA...Av,) = (gu1)A...A(gvr)
fiir einen reinen Tensor.

ﬂ'bung 2.2.2 Zeige: Die Darstellung

ATE" — ATE"

p:GL, — GL(A"E"), ng(g):{le..-/\Ur — (gv1) A ... A(gur)
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ist ein Morphismus von affinen Varietdten. Hinweis: Schauen Sie sich noch
einmal die Aufgaben zur Vorlesung Linearen Algebra I/II an: Beziiglich der Basis
{es, Ao ANei |1 <ip <...<i, <n} werden die Eintrage der Matrix p(g) genau
durch alle » x r-Minoren von g gegeben.

In Beipiel 2.1.1 und Ubung 2.1.1 haben wir gesehen, da8 die SL,,, O,,, SO,, C
GL, (Beipiele 1.6.1 & 1.6.2) und Spa,, C G Lo, (Beispiel 1.6.3) sowie ihre
Untergruppen B, U und T alles affine Varietaten sind.

ﬁbung 2.2.3 a) Zeige: Die Einschrankung von p (aus Ubung 2.2.2) auf
diese Untergruppen sind Morphismen von affinen Varietéten.

b) Sei h € GL,. Zeige: Die Abbildungen Ap,pp, 7 : GL, — GLy,
definiert durch \,(g) = hg, pn(g9) = gh,, = hgh~! sind Morphismen von
affinen Varietéten. Zeige, dal die Einschrankungen wie in b) auch Morphis-
men von affinen Varietéten sind.

¢) Sei inv : GL, — GL,, definiert durch g — g~!. Zeige: inv ist ein
Morphismus von affinen Varietdten (und ebenso die Einschrankungen).

2.3 Die Zariski—Topologie

Eine andere wichtige Notation, die man aus der kommutativen Algebra
benotigt, ist die Zariski-Topologie. Sei R eine endlich erzeugte reduzierte
k-Algebra und sei Y = MaxSpec R. Fiir ein Ideal I C R sei

VI)={meY |ICm}

die Menge der Maximalideale, die I enthalten. Zum Beispiel, ist I = m
ein maximales Ideal, dann ist V(m) = m, und ist / = (0), dann hat man
V(0)=Y.

Ubung 2.3.1 Seien a,b,a;,i € J Ideale in R. Zeige:
(i) aC b= V(a) D V(b)
(il) Nies V(i) = V(X ey @)
(iii) V(a) UV(b) =V(anb)=V(a-b).

Die Eigenschaften (i)—(iii) bedeuten, dafl die Teilmengen der Form V(I) C Y
die Axiome eines Systems von abgeschlossenen Teilmengen einer Topologie
auf Y = MaxSpec R erfiillen.
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Definition 2.3.1 Die Topologie auf Y = MaxSpec R, die als abgeschlossene
Teilmengen genau die Mengen der Form V(I) hat, I C R Ideal, nennt man
die Zariski-Topologie auf Y.

Beispiel 2.3.1 Die Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von k sind genau
die endlichen Teilemengen von k und k selbst.

Bemerkung 2.3.1 Die reguldren Funktionen auf einer affinen Varietat sind
stetig in der Zariski-Topologie.

I“Jbung 2.3.2 Sei ¢ : X — Z ein Morphismus von affinen Varietaten. Zeige:
Die Abbildung ist stetig in der Zariski-Topologie.

Beispiel 2.3.2 Sei Z eine affine Varietdt und X C Z eine Zariski-abge-
schlossene Teilmenge. Wir sprechen dann von einer Untervarietdt von Z, da
X in natiirlicher Weise wieder eine affine Varietdt ist. Ist Z = MaxSpec R
und X = V(I), so ist auch X = V(v/I). Die Algebra S = R/+/T ist redugziert,
denn ist s € S und ist § € R ein Reprasentant, so gilt:

S"=0=35"eVi=35eVIi=5=0

Die Quotientenabbildung R — S = R/ VT induziert eine Abbildung ¢ :
MaxSpec S — Z = MaxSpec R, die eine Bijektion von MaxSpec S auf X ist.

I“Jbung 2.3.3 Sei ¢ : X — Z ein Morphismus von affinen Varietdten und
sei Y C X eine Untervarietat. Zeige: Die Einschrankung von ¢ auf Y ist
ein Morphismus von affinen Varietéten.

Definition 2.3.2 Sei Z = MaxSpec R eine affine Varietdt und sei Y C X
eine Teilmenge. Sei Ix = {f € R | f|lx = 0} das Verschwindungsideal.
Dann nennt nennt man V(Ix) den Zariskiabschlufl von X, diese Menge
wird auch mit X C Z bezeichnet.

ﬂ'bung 2.3.4 Zeige: Der Zariskiabschlu X C Z ist der Schnitt (Y iiber
alle abgeschlossenen Teilmengen Y C Z mit Y D X.

Lemma 2.3.1 Fir eine Untergruppe G C GL, sei G C GL,, der Zariski-
abschluf$ von G. Dann ist G wieder eine Untergruppe der GLy,.

Beweis. Nach Ubung 2.2.3 ist inv: GL,, — GL, ein Morphismus von affinen
Varietdten und somit stetig (Ubung 2.3.2). Da invi: id, ist es sogar ein
Homeomorphismus und somit inv(G) = inv(G) = G, d.h., G enthélt mit
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jedem Element auch das Inverse. Es bleibt zu zeigen, dal G mulitplikativ
abgeschlossen ist.

Sei zunéchst h € G, dann sind pp, A\p : GL, — GL, (I"Jbung 2.3.2) mit
den gleichen Argumenten wie oben alles Homeomorphismen. Somit folgt:
hG = hG = G, Gh = Gh = G, und es gilt daher fiir alle h € G und g € G-
gh und hg liegen in G. Insbesondere: gG,Gg C G fiir g € G.

Ist nun g € G, so gilt aus dem gleichen Grund: ¢G = ¢G C G un
Gg = Gg C G, und somit ist G multiplikativ abgeschlossen. °

[oN)

Ubung 2.3.5 Sei C§,, € C* die Untergruppe der komplexen Zahlen endlicher
Ordnung. Zeige: C; = C*.

Ubung 2.3.6 Sei Us(C) € GLg die Gruppe der komplexen hermitschen
Matrizen, d.h., U3(C) = {4 € M(C) | YA = A~'}. Zeige: Der Zariskiab-
schlul der Uz(C) ist die GLa.

Der Unterschied zwischen der C-Topologie und der Zariski-Topologie zeigt
sich besonders deutlich in Ubung 2.3.6, schlieflich ist Us(C) kompakt und
abgeschlossen in der C-Topologie. Ein anderes Beispiel ist die Gruppe
SLy(Z) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Determinante eins, dann ist
der Zariskiabschlufl dieser Gruppe in der GL,,(C) die Gruppe SL,(C). Ein
anderes Problem (oder ein Vorteil?): Die Zariski-Topologie geniigt nicht
dem Hausdorff-Axiom, wie das Beispiel 2.4.1 zeigt.

2.4 Irreduzible Varietaten

Man nennt eine affine Varietdt Z irreduzibel, wenn man aus Z = X UY mit
X, Y C Z abgeschlossen und nicht leer folgt: X = Z oder Y = Z. Mit
offenen Teilmengen ausgedriickt: Eine affine Varietat Z ist irreduzibel dann
und nur dann wenn der Schnitt von je zwei nicht-leeren offenen Mengen
UNV # () nicht leer ist. Eine weitere aAquivalente Formulierung: Eine affine
Varietat Z ist irreduzibel dann und nur dann wenn jede offene nicht-leere
Teilmenge U C Z dicht ist, d.h., U = Z.

[“Ibung 2.4.1 a) Zeige die Aquivalenz der 3 Formulierungen der Irreduz-
ibiltéat einer affinen Varietdt. Begrinde, warum dann das Hausdorffaxiom
nicht fiir die Zariski-Topologie gilt.

b) Sei (Z, k[Z]) eine irreduzible affine Varietét, seien f, g € k[Z], und sei
U C Z offen und nicht-leer. Zeige: Ist fly =glv = f=g.
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Die Eigeschaft irreduzibel zu sein verhalt sich gut unter Morphismen:

Satz 2.4.1 Sei ¢ : X — Y ein Morphismus zwischen affinen Varietditen.
Ist X irreduzibel, so ist auch ¢(X) CY irreduzibel.

Beweis. Man kann (B annehmen: ¢(X) =Y. Sind U;,Us C Y offene nicht-
leere Teilmengen, so sind wegen der Stetigkeit auch ¢~(Uy) und ¢~1(Us)
offen. Die Urbilder sind nicht leer, denn U; N¢(X) =0 < U;NH(X) =0
da die U; offen sind. Folglich ist ¢=1(U1) N ¢~1(Uz) # 0 in X, und dann ist
auch Uy NUz # 0. Also ist ¢(X) irreduzibel. o

Beispiel 2.4.1 In der iiblichen C-Topologie ist C natiirlich nicht irreduzi-
bel, aber in der Zariski-Topologie ist C als affine Varietét irreduzibel, wie die
Charakterisierung der abgeschlossenen Teilmengen in Beispiel 2.4.1 zeigt.

Theorem 2.4.1 Fine affine Varietdt Z ist irreduzibel dann und nur dann,
wenn der Koordinatenring k[Z] nullteilerfrei ist. Jede affine Varietdt kann
eindeutig dargestellt werden als eine unverkiizbare endliche Vereiningung von
wrreduziblen Untervarietdten Z = Z1 U ... U Z,.

Die Untervarietaten Z;, die in der obigen Zerlegung auftauchen, nennt man
die irreduziblen Komponenten von Z. Bevor wir zum Beweis kommen, be-
trachten wir noch den Fall einer affinen algebraischen Menge Z C k™. Die
Irreduzibilitdt kann dann in eine Bedingung an das Verschwindungsideal
tibersetzt werden: Sei Iy = {f € k[z1,...,z,] | flz = 0}, dann ist k[Z]
nullteilerfrei dann und nur dann wenn:

Vf,g € klz1,...,z,)/Iz: fg=0= f=0V g=0.

Dies ist dquivalent zu der Aussage: fir alle f,g € k[z1,...,x,) gilt: fg € I
bedeutet f € I oder g € Iz. Es folgt:

Korollar 2.4.1 a) k™ ist irreduzibel.
b) Z C k™ is irreduzibel <= Iz ist ein Primideal.

Beweis. (Theorem 2.4.1) Ist R = k[Z] nicht nullteilerfrei, so seien fi, fo €
R — {0} mit f1fo =0. Sei Z1 = V(f1) und Zy = V(f2), dann ist Z; # Z fiir
i =1,2. Aus Ubung 2.3.1 (iii) folgt Z; U Zo = V(f1f2) = X, also ist Z nicht
irreduzibel.

Ist Z = Z1 U Zy mit Z; = V(a;) C Z echte abgeschlossenen Teilmengen,
so sei f; € a; — {0}. Es folgt fifo =0, also k[Z] ist nicht nullteilerfrei.
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Es bleibt die Zerlgung in irreduzible Komponenten zu beweisen. Dazu
nehmen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, Z C k™ ist eine affine
algebraische Teilmenge. Sei Iz C k[x1,...,z,] das Verschwindungsideal.

Sei zunachst Z = Z; U ... U Z, eine Vereinigung von endlich vielen irre-
duziblen Untervarietéten, sei P; = I(Z;) das Verschwindungsideal. Dann ist
Pj ein Primideal, wie wir oben gesehen haben, da Z; irreduzibel ist. Weiter
verschwindet f auf Z dann und nur dann wenn f auf allen Z; verschwindet,
es folgt also: Iy =P N...NP,.

Umgekehrt, (Lemma 2.4.1), sei Iz ein Durchschnitt Iz = P N...N P,
von endlich vielen Primidealen Pj. Sei Z; C Z die Untervarietat V(P;/1z),
die durch das Ideal P/I; C k[Z] = k[x1,...,2,]/Iz definiert wird. Da P;
ein Primideal ist, folgt k[x1,...,,]/P; ist nullteilerfrei (und insbesondere
reduziert), und somit ist Z; = MaxSpeck[x1,...,2z,]|/P; irreduzibel. Aus
Ubung 2.3.1 folgt dann noch Z = Uj Zj, wir haben also Z dargestellt als
eine Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Untervarietéten.

Die minimalen Primideale, die I enthalten, entsprechen genau den max-
imalen irreduziblen Untervarietaten von Z. Wir iiberlassen die Eindeutigkeit
der Zerlegung dem Leser als Ubung (siche 2.4.2). .

Um den Beweis des Theorems zu beenden, fehlt noch:

Lemma 2.4.1 Sei R = k[z1,...,x,] und sei I C R ein Radikalideal. Dann
gibt es Primideale Py,..., P, C R, sodaf I =P N...NP,.

Beweis. Sei K die Klasse aller Radikalideale I C R, die sich nicht als ein
endlicher Durschnitt von Primidealen darstellen lassen. In dieser Klasse sei
Iy ein maximales Element, dann ist I insbesondere nicht selbst ein Primideal
und somit gibt es f,g € R — Iy mit fg € Iy.

Seien [, I, die Radikalideale I1 = +/ (I, f) und Iz = \/(lo, g). Da Iy ein
maximales Element in der Klasse K ist, lassen sich also I, Is als Durschnitt
von endlich vielen Primidealen dartsellen. Das Lemma ist bewiesen sobald
wir zeigen konnen: Iy = I N Is.

Sicher ist nach Konstruktion Iy C I1NI3. Um die Umkehrung einzusehen,
sei h € I} N Iy, somit gibt es n,m € N mit f € (Iy, f) und f™ € (Ip, g).
Wir konnen also schreiben: ™ = a + bf und h™ = ¢ 4 dg mit a,c € Iy und
b,d € R. Dann folgt aber:

R = (a4 bf)(c+ dg) = ac + adg + bfc+bd(fg) € Iy da fg € Iy,

und damit f € Iy (da dies ein Radikalideal ist), also I1 N Iy C Ip. .
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Ubung 2.4.2 Sei ] C klx1,...,zy] ein Radikalideal, und sei I = P;N...NPE,
eine unverkiirzbare Darstellung von I als Schnitt von endlich vielen Prim-
idealen P;. Zeige: Bis auf die Reihenfolge sind die Primideale eindeutig
durch I bestimmt.

Ubung 2.4.3 Zeige: O,,(C) (Beispiel 1.6.2) hat mindestens zwei irreduzible
Komponenten. Hinweis: Beniitze Satz 2.4.1 und die Determinantenabbildung.

2.5 Spezielle offene Mengen
Sei Y = MaxSpec R eine irreduzible affine Varietét und sei f € R. Betrachte:

Yi={yeY | fly) #0} ={meY =MaxSpecR | f ¢m} =Y — V(f)

Als das Komplement der Zariski-abgesclossenen Menge V(f) ist dies eine
offene Teilmenge in Y, genannt eine spezielle offene Teilmenge in der Zariski-
Topologie. Sei Ry die Lokalisierung von R an f, d.h.,

g
RfZ{ﬁ!geR,HGN}/N

wobei f% ~ fim falls es ein k > 1 gibt mit f*(f™g — f™h) = 0.

Beispiel 2.5.1 Die Gruppe GL,, ist eine spezielle offene Menge in der affinen
Varietat M, (k) da GL, = (M,(k))get. Die Lokalisierung k[z; j]qet ist der
Ring k[z; ;,det ™).

Satz 2.5.1 a) (Y}, Ry) ist eine irreduzible affine Varietdit.
b) Die speziellen offenen Mengen bilden eine Basis der Zariski-Topologie.

Beispiel 2.5.2 Die Gruppe GL,, ist eine irreduzible affine Varietit, ebenso
die Untergruppen B,, U, und T,,.

Beweis. Sei X C k™ eine algebraische Menge, die ein “Modell” fiir (Y, R)
ist, d.h., es gibt eine Bijektion ® : Y — X, die den Ring R mit dem Ring
der regularen Funktionen auf X identifiziert. Man rechnet leicht nach, daf
dann auch die algebraische Menge X C k™!, definiert durch

X={(z,t) k" xk|zeX,t-f(zx)=1}

ein Modell ist fiir Yy, wobei die Bijektion X — Y} gegeben ist durch die
Projektion auf die erste Komponente. Sind ¢, ' € Ry mit g'h’ = 0, so ist
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/

J = fi’“ = fim mit g,h € R und ¢'h’ ~ 0 in Ry, also, f*(gh) = 0 fiir ein
k € N. Da f auf Yy nicht verschwindet, folgt ghly, = 0, und da Y=Y
folgt gh = 0, und damit ¢" = 0 oder A’ = 0. Y7 ist somit irreduzibel. Wir
lassen den Teil b) als Ubung. °

ﬂ'bung 2.5.1 Zeige: Die speziellen offenen Mengen bilden eine Basis der
Zariski-Topologie auf Y. Genauer, jede offene Teilmenge ist sogar eine
endliche Vereinigung von speziellen offenen Teilmengen. Hinweis: Sei U C YV
offen, dann ist das Komplement V'(J) fiir ein Ideal J C k[Y]. Dieses ist endlich
erzeugt: J = (f1,..., fr) da k[Y] noethersch ist. Zeige: U = |J;_, Y7,

2.6 Produkte

Seien (X, k[X]) und (Y, k[Y]) affine Varietaten. Ist X = k" und Y = k"™,
dann ist das cartesische Produkt X x Y ~ k"™ offensichtlich wieder eine
affine Varietét, dessen Koordinatenring isomorph ist zum Tensoprodukt der
ersten beiden: Wie man leicht nachrechnet, ist die Produktabbildung

Elx1,...,zp] ® klyi,.- yym] — k21, Zntm)
z, ® 1 = Zi
1 ® Yj — Zn4j

Dieses gilt auch im allgemeinen. Beachte, daf3 die Zariskitopologie auf dem
Produkt nicht die Produkttopologie ist, wie man leicht an der Zariski-
Toplogie auf k (Beipiel 2.4.1) und der Zariskitopologie auf dem k? = k x k
sieht.

Satz 2.6.1 Sind (X, k[X]) und (Y,k[Y]) affine Varietiten, dann ist das
Paar (X x Y, k[X]|QE[Y]) mit (f ®@g)(z,y) = f(x)g(y) eine affine Varietdt.
Sind zudem X und Y irreduzibel, so ist auch X XY irreduzibel.

Beweis. Seien X C k™, Y C k™, und seien Ix C k[k"] und Iy C k[k™] die
Verschwindungsideale. Dann ist

J = Ix ®k[k™] + k[k"] ® Iy C k[k™] ® k[k"] = k[k" @ k™]

ein Ideal, das als Nullstellenmenge V(J) C k" @ k™ genau X x Y C k™ x k™
hat. Damit ist X x Y eine algebraische Menge und hat als Koordinatenring
E[k" @ k™]/Ixxy. Da J C Ix«y, haben wir offensichtlich einen surjektiven
Homomorphismus

XxY — k

EX] @ kY] — KX x YT, f®9*’f9:{ (x,y) — f(2)9(y)
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Um die Injektivitét zu beweisen, sei h = >7"_, f; ® g; € k[X] ® k[Y] im
Kern der Abbildung. Ohne Einschrankung sei h so gewahlt, dafl » minimal
ist. Dann ist aber 7 = 1, denn da die g; nicht ganz auf Y verschwinden,
gibt es ein yg € Y, so daB nicht alle g(y;) = 0. Da aber h(x,yo) = 0 fiir
alle x € X, folgt Z;Zl 9(y0)f; = 0 in k[X]. Die f; sind somit in k[X] linear
abhéngig, man kann also eine der Funktionen ducrh eine Linearkombination
der anderen ersetzen und somit Anzahl der Summanden von h als Summe
von reinen Tensoren reduzieren. Also ist h = f ® g mit f € k[X] und
g € k[Y]. Dasselbe Argument wie oben zeigt dann, dafl f® g =0 auf X xY
bedeutet entweder f =0 auf X oder g =0 auf Y. .

2.7 Dimension

Sei Z eine affine irreduzible Varietdt, dann ist k[Z] ein Integritétsbereich.
Den Quotientenkorper nennt man den Koérper der rationalen Funktionen auf
Z und bezeichnet ihn mit k(Z). Dieser Korper wird (wie die Lokalisierung
in 2.5) definiert durch:

/

K2) = (L | £.9 € KZlg 2 0}/ i wobei £~ L tatls £ = g in by,
mit den iiblichen Rechenregeln: Seien {g}, {%} zwei Klassen, dann ist

D=0y wa (= 2y
[Y p gp g p gp
Dies ist eine endlich erzeugte Korpererweiterung tiber £ und hat daher einen
endlichen Transzendenzgrad tr.deg,k(Y).

Zur Erinnerung: Ist L/K eine Korpererweiterung, so heissen die El-
emente f1,...,¢, € L algebraisch unabhéngig iiber K falls die Auswer-
tungsabbildung K[z1,...,2m] — L, f — f(l1,...,4y) injektiv ist, oder,
anders gesagt, falls man diese Abbildung ausweiten kann zu einem (injek-
tiven) Korperhomomorphismus K(z1,..., %) < L. Eine maximale solche
Teilmenge nennt man eine Transzendenzbasis von L tber K, die Kardi-
nalitét einer Transzendenzbasis ist unabhéngig von ihrer Auswahl und wird
der Transzendenzgrad genannt.

Definition 2.7.1 Unter der Dimension einer irreduziblen affinen Varietdt 2
versteht man den Transzendenzgrad des Korpers der rationalen Funktionen
k(Z) von Z.
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Beispiel 2.7.1 Fiir Vektorrdume stimmt dieser Dimensionsbegriff mit der
iiblichen Dimension iiberein, so ist dim k" = n und dim M, (k) = n?. Da
k(Z) = k(Zy) (wie man leicht nachrechnet), gilt natiirlich dim Z = dim Zy.

Zum Beispiel: dim GL,, = n?.

Das folgende Theorem gibt eine etwas anschaulichere geometrische Beschrei-
bung der Dimension einer Varietat. Ein Morphismus ¢ : Z — Y von irredu-
ziblen affinen Varietiiten heiit endlich, wenn durch ¢! : k[Y] — k[Z] die
Algebra k[Z] zu einem endlichen k[Y] Modul wird, d.h., es gibt f1,..., fi €
k[Z] mit

k2] = KIY1S.

Jj=1

Endliche Morphismen habe endliche Fasern (aber nicht jeder Morphismus
mit endlichen Fasern ist endlich!).

Theorem 2.7.1 Ist Z eine irreduzible affine Varietat, dann ist dim Z = n
dann und nur dann wenn es einen endlichen surjektiven Morphismus von
affinen Varietaten ¢ : Z — k™.

Die richtige Ubersetzung in Algebrenhomomorphismen wird dies in dem

Noetherschen Normalisierungslemma ausgedriickt, siehe [Lang], oder [Atiyah-
Macdonald], fiir die algebraisch geometrische Variante siche [Mumford] oder

[Eisenbud]:

Lemma 2.7.1 (Hilbert-Noether) Sei K ein unendlicher Kérper und R
eine endlich erzeugte nullteilerfreier Ring mit Quotientenkorper F, und sei
der Transzendenzgrad d. Dann gibt es algebraisch unabhdngige Elemente
Yi,..-,Yd € R, so daff R ganz ist dber dem Ring Kly1,...,yq], d.h., alle
Elemente in R sind ganz dber K[yi,...,yq].

Definition 2.7.2 Unter der Krull-Dimension eines Ringes R versteht man
die maximale Lange einer Kette 0 C pg C p1 C ... C p, C R von Primide-
alen, so dafl p; echt enthalten ist in p;y;. Die Krull-Dimension des Ringes
wird mit dim R bezeichnet.

Sei Z eine affine Varietét, sei J C k[Z] ein Primideal und sei S = k[Z]—J.
Fir r,s € S ist das Produkt rs € S wieder in S. Eine Menge mit einer
solchen Eigenschaft nennt man multiplikativ abgeschlossen. Da man beim
“Bruchrechnen” bei der Addition und Multiplikation genau diese Eigen-
schaft braucht, kann man Ringe an solchen Mengen lokalisieren.
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Definition 2.7.3 Sei Z eine affine Varietét, sei z € Z und sei m, C k[Z]
das zugehorige maximale Ideal der in z verschwindenden Funktionen und sei
S = k[Z] —m. Die Lokalisierung von k[Z] an m nennt man den lokalen Ring
von Z in z wird mit Oz bezeichnet. Der Ring Oz , wird definiert durch:

Oz, = {g | g, f €k[Z], g€ S}/ ~;

wobei £ ~ L falls es ein h € S mit h(fg' — f'g) =0 in k[Y].

Die beiden oben eingefiihrten Dimensionsbegriffe hangen wie folgt zusam-
men, fiir einen Beweis siehe zum Beispiel das Buch von [Eisenbud] oder
[Atiyah-Macdonald].

Satz 2.7.1 Sei Z eine affine Varietat, sei Z = Uj Zj die Zerlegung von Z
in irreduzible Komponenten und sei z € Z. Dann ist

dim Oz, = max dim Z;

2.8 Konstruierbare Mengen und Morphismen

Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietdten. Wegen der Stetigkeit
ist das Uribild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen und somit sind
”Urbilder” von Untervarietaten wieder Untervarietaten, aber dies gilt nicht
fiir die Bilder von Morphismen. Im Folgenden beschranken wir uns darauf
wrrdeduzible Varietaten zu betrachten.

Sei also ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietdten. Man nennt
¢ dominant falls ¢(X) = Y. Ubersetzt in die Sprache der Algebrenhomo-
morphismen bedeutet dies:

Lemma 2.8.1 ¢: X — Y & ¢' : k[Y] — k[X] ist injektiv.
Beweis. Sei f € kY], dann gilt:

(=06 Ffod=0s flox) =0 flgx) =0

Es folgt sofort: ¢(X) =Y < ¢* injektiv. .

Indem man gegebenfalls Y durch ¢(X) ersetzt, konnen wir im Folgenden
annehmen, dal ¢ : X — Y ein dominanter Morphismus von affinen irreduz-
iblen (Satz 2.4.1) affinen Varietdten ist. Die folgenden Sétze zitieren wir
ohne Beweis, siche zum Beispiel das Buch von [Humphreys| oder das Buch
von [Atiyah-Macdonald] oder auch [Eisenbud].
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Theorem 2.8.1 Sei ¢ : X — Y ein dominanter Morphismus von affinen
wrreduziblen Varietdten und sei r = dim X —dim Y. Dann gibt es eine offene
nicht-leere Teilmenge U C Y, so dafs

a) U C ¢(X),

b) und wenn W C'Y irreduzibel und abgeschlossen ist und U trifft, und
Z C X ist eine irreduzible Komponente von ¢~Y(W), die ¢~ (U) trifft, dann
gilt dim Z = dim W + r.

Das Bild einer irreduziblen affinen Varietat enthélt also eine nichtleere offene
Teilmenge seines Abschlusses (insbesondere natiirlich auch eine spezielle of-
fene Teilmenge des Abschlusses). Allgemeiner nennt man eine Teilmenge
Z C X lokal abgeschlossen, falls es Z der Schnitt Z = U N'W einer offenen
Teilmenge U C X und einer abgeschlossenen Teilmenge W C X ist. Kine
Teilmenge Z C X heifit konstruierbar, falls es eine endliche Vereinigung von
lokal abgeschlossenen Teilmenge von X ist.

Theorem 2.8.2 (Chevalley) Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen
Varietditen. Dann ist das Bild einer konstruierbaren Menge ein konstruier-
bare Menge.

Zum Abschlufl dieses Kapitels einige

Literaturhinweise

Standardbiicher iiber algebraische Geometrie und kommutative
Algebra

AtivaH, M. F., MACDONALD, I. G.: Introduction to Commutative
Algebra, Reading, Mass. Addison Wesley 1969

E1seENBUD, D.: Commutative Algebra with a view towards Algebraic
Geometry, Springer Verlag, GTM 150, New York 1995

HARTSHORNE, R.: Algebraic Geometry, Springer Verlag, GTM 52, New
York 1977

MATSUMURA, H: Commutative Algebra, Benjamin, New York 1970

MuUMFORD, H: Introduction to Algebraic Geometry, Springer Verlag,
GTM New York.

LANG, S.: Algebra, Reading, Mass. Addison Wesley 1969



38 CHAPTER 2. ALGEBRAISCHE GEOMETRIE - GRUNDLAGEN



Chapter 3

Lineare algebraische
Gruppen

Eine affine algebraische Gruppe ist eine affine Varietéit G, die gleichzeitig eine
Gruppe ist, so daf die Multiplikationsabbildung GxG — G, (g, h) — gh und
auch das Invertieren G — G, g — ¢~ ', Morphismen von affinen Varietéiten
sind.

Wir haben bereits gesehen, die Guppe GL,, ist eine spezielle offene Teil-
menge in M,, und somit eine affine Varietét mit Koordinatenring k[GL,] =
kz; ;, ﬁ; 1 <'i,7 < n]. Die Matrizenmultiplikation ist eine polynomiale Ab-
bildung und somit ein Morphismus von affinen Varietéten M, (k) x My, (k) —

Ijbung 3.0.1 Die Einschrankung der Multiplikation GL,, x GL, — GL,
ist ein Morphismus von affinen Varietaten.

Zum Invertieren bendtigt man auch nur polynomiale Funktionen und ﬁ,

aber letzteres ist eine reguldre Funktion auf der GL,, somit ist auch das
Invertieren ein Morphismus von affinen Varietdten. Zusammengfafit haben
wir als das “wichtigste” Beispiel:

Satz 3.0.1 Die Gruppe GL, ist eine affine algebraische Gruppe.

Definition 3.0.1 Unter einer linearen algebraischen Gruppe G versteht man
eine Untergruppe einer GL,,, so dal G C GL,, eine abgeschlossene Teilmenge
ist in der Zariski-Topologie.

In anderen Worten: G C GL,, ist eine lineare algebraische Gruppe, wenn
man kann Polynome fi,..., f, € k[M,] finden, so dal

G={9€GLy| fi(g)=...= fr(g9) =0}

39
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Beispiel 3.0.1 Alle im Abschnitt 1.6 eingefiihrten Gruppen: SL,, O,,
SOy, Spam, und die entsprechenden Untergruppen B,U und T, sind lin-
eare algebraische Gruppen.

Satz 3.0.2 Lineare algebraische Gruppen sind affine algebraische Gruppen.

Beweis. Das gleiche Argument wie im Beweis vom Satz 2.6.1 zeigt: Wenn
X' C X und Y/ C Y jeweils Untervarietiaten sind, dann ist X’ x Y/ C
X x Y eine Untervarietidt. Es folgt dann unmittelbar aus Ubung 2.3.3,
dal die Multiplikation und das Invertieren, eingeschrankt auf G C GL,,
Morphismen von affinen Varietéaten sind. °

Ubung 3.0.2 Sei G eine affine algebraische Gruppe und sei H C G eine
abgeschlossene (in der Zariski-Topologie) Untergruppe. Zeige: H ist eine
affine algebraische Gruppe.

Die Umkehrung des Satzes gilt ebenfalls, der Beweis muf3 aber erst noch
vorbereitet werden. Sei G eine affine algebraische Gruppe, dann hat G als
affine Varietédt nur endlich viele irreduzible Komponenten. Seien G, ..., Gy
irreduzible Komponenten von G, die das neutrale Element e enthalten. Nach
Satz 2.6.1 und Satz 2.4.1 ist der Abschluf} des Bildes der Produktabbildung
G1 X ... x G5 — @G irreduzibel, enthéalt aber auch offensichtlich Gy, ..., G;.
Es folgt s = 1, sei im Folgenden G° die eindeutig bestimmte Komponente
die e enthélt, genannt die irreduzible Komponente der 1.

Satz 3.0.3 GV ist eine normale Untergruppe von G von endlichem Index,
die Nebenklassen sind genau die irreduziblen und auch die Zusammenhangs-
komponenten von G. Umgekehrt, jede abgeschlossene Untergruppe von end-
lichem Index enthdlt G.

Beweis. Sei G; C G eine irreduzible Komponente. Da die Multiplikation
mit h € G ein Morphismus A\, : G — G, g — hg, von affinen Varietiaten
ist, und invertierbar, folgt dal hG; = {hg | g € G;}, wieder eine irreduz-
ible Komponente ist. Das gleiche Argument zeigt, da G;h, hG;h~! und
(Gi))"t = {971 | g € G;} wieder irreduzible Komponenten sind. Insbeson-
dere ist e € (G°)71, also (G%)~! = GO. Damit ist mit h € GY auch h=t € G°
und daher e € hGY, also hG® = GO. Es folgt: GU ist eine abgeschlossene
Untergruppe.

Da e € hG°h™! fiir alle h € G folgt G° = hG°h ™!, somit ist GO also ein
Normalteiler. Ist g € G; N G im Schnitt von zwei verschiedenen irreduz-
iblen Komponenten, dann ist e im Schnitt der irreduziblen Komponenten
g 1G;,g71G;, aber dies ist nicht méglich.
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Also sind die irreduziblen Komponenten disjunkt und daher gleichzeitig
auch die Zusammenhangskomponenten von (. Die Nebenklassen entspre-
chen daher genau den irreduziblen Komponenten, die Gruppe G/G° muf
also endlich sein.

Sei nun H C G eine abgeschlossene Untergruppe von endlichem Index,
dann ist auch jede Nebenklasse von H abgeschlossen, also auch die endliche
Vereinigung von allen Nebenklassen verschieden von H. Als Komplement
einer abgeschlossenen Menge ist somit H auch offen, und damit sind auch
aller Nebenklassen von H offen. Durch schneiden mit den Nebenklassen
kann also GY partinioniert werden in eine endliche disjunkte Vereinigung
von offenen Teilmengen. Da G° aber Zusammenhingend ist und H trifft,
folgt G° C H. °

Definition 3.0.2 Ein Morphismus ¢ : G — H wvon affinen algebraischen
Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus, der gleichzeitig ein Morphismus
von affinen Varietéten ist.

Satz 3.0.4 Das Bild Im ¢ eines Morphismus ¢ : G — H wvon affinen al-
gebraischen Gruppen ist eine abgeschlossene (in der Zariski-Topologie) Un-
tergruppe von H. Insbesondere sind also der Kern Ker¢ und das Bild Tm ¢
eines Morphismus wieder affine algebraische Gruppen, und ¢(G°) = ¢(G)°.

Beweis. Wegen der Stetigkeit (Ubung 2.3.2) ist Ker¢ ein abgeschlossener
Normalteiler von G, aus Ubung 3.0.2 folgt dann, Ker¢ eine affine algebrais-
che Gruppe.

Wir wissen bereits, da der Zariski-AbschluB ¢(G) eine affine algebrai-
sche Gruppe ist (Lemma 2.3.1 und Ubung 3.0. 2), wir konnen also (F an-
nehmen: H = ¢(G).

Ist G = U§:1 g:GY, dann ist ¢(G) = U§:1 #(gt)p(GY) = H. Somit ist
#(G%) C G’ eine abgeschlossene Untergruppe von endlichem Index, enthélt
also HY (Satz 3.0.3). Da ¢(GO) irreduzibel ist (Satz 2.4.1), folgt ¢(G0) = H®

Aus Theorem 2.8.1 wissen wir, daf} es eine offene nichtleere Teilmenge
U C H° gibt mit U C ¢(GY). Man kann (E U so wihlen, dal id € U. Da
#(GP) eine Untergruppe ist, gilt natiirlich auch

U-U={u|uvecU}cC G c H.

Wir behaupten: U - U = H°. In der Tat, sei ¢ € H", dann ist g € g- U~L.
Da U und g-U~"! offen und nicht leer sind in der irreduziblen affine Varietit
HO, folgt UNg-U #0. Seialsou € UNg-U~!, d.h., es gibt ein v € U mit
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u = gv~!, oder, anders gesagt, g = uv € U - U. Es folgt: ¢(G") = H?, und
damit ¢(G) = H. .

Bemerkung 3.0.1 Der Kern eines Morphismus von algebraischen Gruppen
ist natiirlich ein Normalteiler von G, und somit ist G/Ker¢ wieder eine
Gruppe, isomorphism (als Gruppe) zum Bild Im ¢ des Morphismus. Da Im ¢
eine affine algebraische Gruppe ist, kann man ducrh diesen Isomorphismus
die abstrakte Gruppe G = G/Ker¢ mit der Struktur einer algebraischen
Gruppe versehen. Es bleibt zu zeigen, dafl diese Struktur unabhéngig von
¢ ist!

3.1 Endlichdimensionale rationale Darstellungen

Eine endlichdimensionale rationale Darstellung von G ist ein Morphismus
von affinen algebraischen Gruppen p : G — GL(V) fiir einen endlichdi-
mensionalen k-Vektorraum V. Beachte, dafl das Bild von p eine lineare
algebraische Gruppe in GL(V') ist (Satz 3.0.4)

Bemerkung 3.1.1 Statt p(g)(v) fiir g € G und v € V' wird oft die Modul-
notation beniitzt und einfach gv statt statt dessen geschrieben, vergleiche
auch Vorlesung Algebra 1.

Ein G-Morphismus ¢ : V. — U zwischen endlichdimensionalen rationalen
Darstellungen ist eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft g¢(v) = ¢(gv).
Ein solcher Morphismus wird auch ein G-dquivarianter Homomorphismus
genannt. Zwei Darstellungen heiflen isomorph oder dquivalent, wenn es einen
G-dquivarianten Isomomorphismus zwischen den Darstellungen gibt.

Ubung 3.1.1 Sei ¢: V — U ein surjektiver G-Morphismus zwischen zwei
endlichdimensionalen rationalen Darstellungen py : G — GL(V), pv : G —
GL(U). Sei H = py(G) C GL(V), zeige: Es gibt einem Morphismus ) :
H — GL(U) von affinen algebraischen Gruppen, so dafl piy = 1opy . Hinweis:
Zeige, dafl Kerpy C Kerpy und somit I(Kerpy ) C I(Kerpy) in k[G].

Sei p : G — GL(V) eine Darstellung. Ein Unterraum U C V heiit Un-
terdarstellung oder G-Untermodul falls p(g)(U) C U fiir alle g € G. Dann
definiert die Einschrankung py : G — GL(U), g — p(g)|v wieder eine Dar-
stellung, und die Darstellung

V/IU — VU,

pviu G — GL(V/U), ng(g):{ v+U — p(g)(v)+ U,

nennt man die Quotientendarstellung.
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Ubung 3.1.2 Ist p: G — GL(V) eine endlichdimensionale rationale Dar-
stellung von G und ist U C V ein G-Untermodul, dann sind auch py und
pv,u endlichdimensionale rationale Darstellung von G

Ubung 3.1.3 Sei p: G — GL(V) eine endlichdimensionale rationale Dar-
stellung von G und sei ¢ : H — G ein Morphismus von affinen algebraischen
Gruppen. Zeige: po ¢ : H — GL(V) eine endlichdimensionale rationale
Darstellung von H.

Ubung 3.1.4 Zeige: Sind p; : G — GL(V;), i = 1,2, endlichdimensionale
rationale Darstellungen, so ist p; ® pa : G — GL(V1 ® V3), definiert durch

V1®‘/2 - V1®V27

g p1®p2g): { v vz —  p1(g)(vi) ® pa(g)(va),

auch wieder eine endlichdimensionale rationale Darstellung von G.

Ubung 3.1.5 Zeige: p: G — GL(V)ist eine endlichdimensionale rationale
Darstellung dann und nur dann, wenn beziiglich einer Basis B von V die
darstellenden Matrizen

ra(9) r12(9) ... T1a(9)
plg) = roa(g) r22(9) . T2m(9)
Pa(9) Taslg) - Tanl9)

durch regulére Funktionen r; ; € k[G] gegeben sind.

Satz 3.1.1 Sei p : G — GL(V) eine endlichdimensionale rationale Dar-
stellung, dann sind auch die zugehérigen Darstellungen auf A™V von V
und auf S™V wvon V wieder endlichdimensionale rationale Darstellungen.

Beweis. Die Darstellung von G auf V®™ ist eine endlichdimensionale Darstel-
lung. Sei a der Unterraum aufgespannt von aller Elementen der Form

A=V ®..Q0U,|3I1<i<j<m: v =uv;).
Sei ©,, die symmetrische Gruppe auf m Elementen, und sei b der Unterraum
von Elementen der Form
b=(01®...0Un — V(1) @ ... @ Vs(m) | 0 € &pp),

Man sieht leicht, da8 sowohle a als auch b G-Untermoduln von V®™ sind. Da
A™V >~ V" /g und S™V ~ V™ /b, folgt, daB beides endlichdimensionale
rationale Darstellungen sind (Ubungen 3.1.4 und 3.1.2). o
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Ubung 3.1.6 Sei p: G — GL(V) eine endlichdimensionale rationale Dar-
stellung. Dann ist die duale Darstellung p : G — GL(V*) (mit p*(¢)(v) =
¢(p(g)~1(v))) wieder eine rationale Darstellung.

Beispiel 3.1.1 Sei D,, der Vektorraum aller Diagonalmatrizen in M, (k), sei
x; : Dy, — k die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag, dann ist k[D,] =

klx1,...,zy,]. Daman T, als die spezielle offene Teilemenge (Dy,),,.. ., sehen
kann, ist der Ring der regulédren Funktion k[7},] der Ring der Laurentpoly-
nome k[z}, ..., zt].

Die Menge der Monome X = {z{'...2% | aj,...,a, € Z} bildet mit
der Multiplikation eine abelsche Gruppe, genannt die Charaktergruppe. Die
Gruppe wird oft additiv geschrieben: Sei€; : T), — k*, t — t;, die Projektion
auf die i-te Komponente. Sei X der freie Z-Modul mit Basis €1, ..., €,. Der
Z-Modul X wird das Gewichtegitter genannt, und die Elemente von X nennt
man Gewichte.

Wir identifizieren das Gitter (= freier endlich erzeugter Z-Modul) X
mit der Gruppe der Monome X durch den Isomorphismus von abelschen
Gruppen:

an

- _ o
X — X, v=ame +...+ape, — 2] .. 2

Ist also v = a1e1 + ... + anep, € X und t € T, so schreiben wir
tY =157 -t = 2t L (2).

Ubung 3.1.7 Verallgemeinere Satz 1.1.1: Sei p : T), — GL(V') eine endlich-
dimensional rationale Darstellung. Dann gibt es eine Basis von V und

v,...,u € X, so dafl die darstellenden Matrizen von der Form sind:
"t 0 0
0o t= ... 0
0O 0 ... tr

Als Konsequenz erhalten wir:

Korollar 3.1.1 Jede endlichdimensionale rationale Darstellung des Torus
p: T, — GL(V) ist die direkte Summe von 1-dimensionalen Darstellungen.
Die eindimensionalen Darstellung sind von der Form v : T, — GLy = k*
fireinv e X. Firve X sei V, ={v eV | p(t) = t'v}, genannt der
Gewichtsraum von V' zum Gewicht v. Der T-Modul V' zerfdllt in die direkte
Summe seiner Gewichtsrdume V = @, cx Vi
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3.2 Ein Beispiel: Die Gruppe GL,

Sei Chark = 0. Die nattirliche Darstellung der GL, auf dem k" ist eine
endlichdimensionale rationale Darstellung. Aus den obigen Ubungen 3.1.2
und 3.1.4 folgt, daf auch p®™ : GL,, — GL((k™)®™),

(ko = (e,

Xm .
g—p (g)‘{vl®-'-®vm — (gvl)®...®(gvm)

eine endlichdimensionale rationale Darstellung der GL,, ist. Andererseits
haben wir eine lineare Aktion (Darstellung) der symmetrische Gruppe &,,
auf dem Vektorraum (k™)®™:

o1 ® ... QUn) = Vy1(1) @ .. ® Vy—1()

Das 77! ist notwendig in der Definition, damit es eine Links-Operation wird,
d.h., (co7)v = o(1v). Als Kurzschreibweise sei v = v1 ® ... ® vy, € (k™)™
die Bezeichnung fiir einen reinen Tensor, ein beliebiges Element in (k™)%™
schreibt sich dann als Linearkombination ) %_, v; von reinen Tensoren. Da
offensichtlich (in der Modulnotation)

9(o(v)) = a(9(v)), (3.1)

vertauschen also die Operationen der GL,, und die der G,,.
Betrachten wir zum Beispiel den Unterraum der Tensoren, die von den
Elementen der G,, festgelassen werden:

Symm(k") = (F"®...0k" )"
m mal
= {ue (k)| o(u)=uVo €&y}
der Unterraum der symmetrischen Tensoren. Aus Gleichung 3.1 folgt, daf
Symu, (k™) C (k™)®™ ein G L,-Untermodul ist, und somit eine endlichdimen-
sionale rationale Darstellung. Ebenso sei Alt,, (k™) C (k™)®™ fiir m < n der
Unterraum der alternierenden Tensoren, d.h.,

Altn (k") = (K"®...@ k" )Smsen
—_————

m mal

= {u=3j1y € ()™ | o(u) = sgn(o)(u) Vo € &}

Aus Gleichung 3.1 folgt wiederum, daf§ Alty, (k™) ein GL,-Untermodul ist,
und somit eine endlichdimensionale rationale Darstellung. Um zu sehen,
daf} diese Untermoduln verschieden von Null sind, iiberlege man sich:
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I"Jbung 3.2.1 Die Abbildung S™k™ — Sym,, k", definiert durch

1
Ul"'Um'_)ﬁ V(1) @+ @ Vg (m)s
’ UEGm

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen, dessen inverse Abbildung gegeben
ist durch die Einschrankung auf Sym,,k"™ der Abbildung (k")®™ — S™E",
VM X... 0 Um — V1" U

Ubung 3.2.2 Die Abbildung A™k"™ — Alt,, k™, definiert durch

VI A AUy — Z Sgﬂ(O’)UU(l) Q... ®vo(m)7
O’GGm

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen, dessen inverse Abbildung gegeben
ist durch die Einschrankung auf Alt,, k" der Abbildung (k™)™ — A™k™,
VIQ...0 Uy — VI A... \NUnp.

Diese Ubungen 3.2.1 und 3.2.2 geben somit einen alternativen Beweis zum
Satz 3.1.1, allerdings nur in Charakteristik Null. Der Vorteil: diese Kon-
struktion 1&8t sich (in Char k = 0) verallgemeinern:

Unter einer Partition A\ = m der Zahl m versteht man ein absteigende
endliche Folge (A1,...,As), A1 > A2 > ... > Ag > 0, von ganzen Zahlen, so
da A\ + ...+ As = m. Das Maximum max{l < j < s | A; # 0} heifit die
Léinge der Partition.

Unter dem zugehoérigen Young Diagramm versteht man eine Anordnung
von Kaéstchen, linksbiindig, so dal man A;-Késtchen in der ersten Zeile, Ao-
Késtchen in der zweiten Zeile, usw. So sieht das Young Diagramm D zur
Partition A = (11,8,6,3,3,1) wie folgt aus:

[ 1]

Da das Diagramm genau m Késtchen hat, kann man die Zahlen 1, ..., m auf
die Késtchen des Diagramms (ohne Wiederholung) verteilen. Die Fiillung
der Kastchen nennt sich ein Youngtableau der Form X\, und das Youngtableau
heiflt standard wenn die Eintrdge in den Zeilen von links nach rechts und
in den Spalten von oben nach unten streng aufsteigend sind. Das Tableau
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der Form A\ mit der Standardfiillung ist das eindeutig bestimmte Tableau 7
der Form A, in dem die Kéastchen Spaltenweise durchnummeriert werden, in
jeder Spalte von oben nach unten, wobei mit der linken Spalte angefangen
wird, wie in dem folgenden Beispiel:

6 [10[12]14[16]18[19]20[21]22]
11]13[15]17

O 00

q
I
’Cﬂ»lkwl\')b—l

Die Zeilenstandardfiillung nummeriert die Kéastchen Zeilenweise, von links
nach rechts. Es folgen ein Youngtableau 77 mit der Standardfiillung, ein
Tableau 75 mit der Zeilenstandardfiillung und eines dessen Fiillung nicht
standard ist. Die Tableaux sind alle von der Form (4,2,1) -7

114]6]7] 1]2]3]4] 1]3]7]2
T =[2[5 T,=[5]6 T3=[4]5 (3.2)
3] 7] 9]

Sei k[S,,] der Gruppenring der Gruppe &,, mit der Basis {e, | 0 € &,,}.
Sei T ein beliebiges Youngtableaux der Form A - m. Fir o € &,, sei o(7)
das Tableau, das man erhalt indem man in jedem Kastchen den Eintrag j
ersetzt durch o(j). Man sagt o lafst sie Spalten von T stabil wenn fiir alle
1 < j <m die Zahlen j und o(j) in 7 in der gleichen Spalte liegen. Ebenso
sagt man o lafit die Zeilen von T stabil wenn fir alle 1 < j < m die Zahlen
jund o(j) in 7 in der gleichen Zeile liegen. Sei

Pr = {0 € & | o 148t die Zeilen von 7 stabil}

und sei
Q1 = {0 € & | o laBit die Spalten von 7 stabil}
Dazu definieren wir die folgenden Element in k[&]:
ar = Z o, br = Z sgn(o)eq, cr = atbr.
o€Pr oc€EQT

Das Element a7 nennt man den Pr-Symmetrisator, by nennt man den ()7 -
Schiefsymmetrisator, und ¢y nennt man den Young-Symmetrisator zu 7T .
Die Aktion der &,, auf (k™)®™ setzt sich in der iiblichen Form auf den
Gruppenring k[&,,] fort:

(Zaaea) -v1®...®vm:Zaava(l)(}@...@va(m)
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Beachte: Die o operieren als Automorphismen auf (k™)®™, aber die Ele-
mente ) _ayse, aus dem Gruppenring operieren im Allgemeinen nur noch
als Endomorphismen, koénnen also einen nicht-trivialen Kern haben, und
daher ist

Im (Z ayes) = <Zagvg(1) ®...®VUg(m) | V1 ®...Q vy € (k:")®m>

im Allgemeinen eine echter Unterraum von (k™)®™. Zum Beispiel fiir die
Partition A = (m) erhélt man fir 7 =[1[2[3[4[5].|m|(Ubung 3.2.1):

ar = Z e br=eq cr=ar und Imcy=Sym,k".
eSS,

Und ist A = (1,1,...,1) so erhélt man (Ubung 3.2.2) fiir:

ar =eq by = Z sgn(o)e, cr =ar und Imer = Al k"
O'GGm

Ubung 3.2.3 Zeige: Ist A = (A1,...,\) F m und ist 7 das Tableau von
der Form A mit der Zeilenstandardfiillung, so ist

Imar = Symy k" ® ... ® Sym, k" C (k")®™.
Ist 7 das Tableau von der Form A mit der Standardfiillung, so ist
Imby = Alty, k" ® ... ® Alty k" C (K™)®™.

Beachte, Pr N Q7 = {id}, ist also ¢ = p- ¢ fiir ein p € Pr und ¢q €
Q7, so ist diese Zerlegung eindeutig. Man kann das Element c7 € k[G,,]
charakterisieren als Summe ) +e, tiber alle Elemente in der & die man
schreiben kann als ¢ = p - ¢ fiir ein p € Pr und ¢ € @7, und das Vorzeichen
ist festgelegt als sgn(q).

Was hat das nun alles mit der DARSTELLUNGSTHEORIE der GL,, zu tun?

Da die Aktion der &,, auf (k")®™ mit der Aktion der GL,, vertauscht,
vertauscht natiirlich auch die Aktion des Gruppenrings k[&,,] mit der GL,,.
Dabher ist das Bild:

STk =Tmeyr.

fiir ein Youngtableau 7 ein G L,-Untermodul. Wir finden so auch bereits
bekannte Unterdarstellungen:
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e Ist A = (m), so ist STk™ = Im ¢y = Sym,, k", vergleiche Ubung 3.2.1.

e Ist A= (1,1,...,1), so ist STk = Imer = Alt,, k", vergleiche auch
Ubung 3.2.2.

Beispiel 3.2.1 Um genauer zu sehen was passiert, berechnen wir noch
einen Fall genauer: Sei n =3, A =(2,1) - 3 und

1]3] ar = eidt e
T = 5 = br = ed—eqy)
— cr = arbr =ed+eu3) — €12 — €132

und (£%)®3 hat als Basis B = {e; @ e; @ e | 1 < 4,5,k < 3}. Da
Imer = <C’T(€i ®e;® er) | 1<i,5,k < 3>,

bleiben nur die Bilder cr(e; ® e; @ ex) auszurechnen. Hier kann man sich
nach Ubung 3.2.4 eine Menge Arbeit ersparen, denn fiir ¢ € Q7 ist

cr (q(ez- Re;® ek)> =ter(e;®@ej ®ey).

Also: Imegr = <CT(€Z' ®ej@e) | 1<4,5,k<3,i< j>, d.h. man muf} nur
noch die Bilder der e; ® e; ® e mit ¢ < j berechnen. Zunéchst wenden wir
den Schiefsymmetrisator by an, ist also i = j, so ist

b’T(ei e R ek) =0= CT(ei e R ek) =0,

es reicht also, die Bilder der e; ® e; ® e mit ¢ < j zu berechnen. Man
bekommt die folgende Liste:
arbr = €iq +€13) — €(1,2) — €(1,3,2)

2e1Rea®e; —ea®e1 Ve —e1 Ve X ey
e1 Ve ez —2ea®e; ey +e2Qer ®ey
e1Rexa®@ez —ea®e1 ez +e3@ea®@e; —ez3 e Qeg
2e1 Reg®e; —e3®e; e —ep Ve ®es
e1®eg®ey —e3®e;VWert+ea®ez®er —ea®e; Qes
e1®ez®e3z —2e3®e; Wesz+e3 ez ®ep
eaR¥eg®e; —e3®ea®e; +e1®@e3Rer —e1 Qe es
2eoa ®egRex —e3R ey ®eg —ex ® ey ® ey
e2Rez3®ez —2e3RVea®e3+e3@e3®en

© XN O W

Man priift leicht nach, da§ 3.) — 5.) 4+ 7.) = 0 die einzige lineare Abhéngig-
keitsrelation ist, Im ¢z ist also eine 8-dimensionale Darstellung der G Lg.
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I"Jbung 3.2.4 Waihle ein festes Youngtableau 7, wir lassen den Index 7
weg und schreiben nur noch P, a,b, ... statt Pr,ar,br,.... Zeige:

a)Vp e P,qg € @ :pa=ap=aund (sgn(q)q)b = b(sgn(q)q) = b.

b)Vp € P,q € Q : pc(sgn(q)q) = ¢, und c ist eindeutig mit dieser Eigenschaft.
(bis auf skalare Vielfache).

c)Vx € k[G,,]: cxe=rcfireinr €k, und ¢ ¢ = re fur ein r # 0.

d) Ist T vom Typ A und & vom Typ p # A, so Vo € k[G,,]: crzcs = 0.
Hinweis: Zeige, es reicht x = g € G,,, zu betrachten. Mehr noch, zeige: es reicht
crcs = 0 zu beweisen. Zeige als nachstes, dafl es zwei Zahlen geben muss, die in
dem einen Tableau in einer Zeile, in dem anderen aber in einer Spalte vorkommen
miissen und folgere crcs = 0.

e) Fiir jede Partition A sei 7 ein Tableau vom der Form A und zeige:

k[Gm] = €D k(S mler, k[Sp]
AFm

Hinweis: Jedes der Uy = k[G,,]cr, ist ein &,,-Untermodul. Da ¢z, Uy C key und
# 0, aber ¢z, Uy = 0 fiir A # p, sind diese Darstellungen alle paarweise nicht
isomorph. Folgere, daf§ die Summe oben direkt sein muf3.

Aus der Algebra I Vorlesung wissen wir: k(G| = €D, V,; ® V' zerfillt als
G, X 6,,-Darstellung in paarweise nicht-isomorphe Darstellungen, die Zerlegung
ist also eindeutig. Die n laufen dabei iiber die Menge der Isomorphietypen von
irreduziblen Darstellungen der &,,,. Davon gibt es genauso viele wie Konjugations-
klassen, also genauso viele wie es Partitionen der Zahl m gibt. Folgere, dafl jedes
der V;; ® V,* daher isomorph sein muf} zu einem der k[&,,]cr, k[&,,], und dafl die
Menge {Ux | A F m} eine vollstandige Liste der irreduziblen &,,-Moduln (bis auf
Isomorphie) ist.

Da die Aktion des Torus 7}, mit der Aktion der &,, vertauscht, gilt nach
Korollar 3.1.1:

4 = (ST mit (5747, er (45
neX

Ubung 3.2.5 Sei A = (\1,...,)\,) - m eine Partition, wir bezeichnen mit
dem gleichen griechischen Buchstaben das Gewicht A = Aje; + ... + Apeq.
Sei 7 das Youngtableau der Form A mit der Standardfiillung. Wir wollen

(STk:n)/\ — CT(an)?m
berechnen. Sei {ey,...,e,} die kanonische Basis des k", die Vektoren

{ei1®---®€imllfil,...,imgn}
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bilden eine Basis von (k")®™ von Eigenvektoren fiir T,,. Davon bilden
diejenigen Tensoren, bei denen als Index 1 genau Aj-mal auftritt, der In-
dex 2 genau Ag-mal auftritt etc. eine Basis By von (k”)%j”

Sei D das Young Diagramm der Form A, und sei A\; die Anzahl der
Kistchen in der ersten Spalte von D, sei Ay die Anzahl der Késtchen in der
zweiten Spalte von D etc. Dannist A = (A1, ..., \;) wieder eine Partition von
m, genannt die duale Partition zu A. Dabei ist \; die Linge der Partition.
a) Zeige: Ist die Lange der Partition A1 grofer als n, dann ist SAk™ = 0.
Im Folgenden set 5\1 <n.

b) Zeige: Fiir einen Vektor in By gilt bre;, ®...®e;,, = 0 falls nicht jeweils
die ersten 5\1 und dann die nachsten 5\2 etc. paarweise verschieden sind.
c) Zeige: Hat e;, ® ... ® e;,, die im Teil b) aufgefiihrte Eigenschaft, so ist

6761‘1®...®6im:ibT€1®€2®...®65\1
Rer®Wer®...0e5,®
LR
®61®€2®...®€5\t.

d) Folgere: dim(S7k")y = 1.

Die néchste Frage ist: Wie hdngen Pr,Qr,cr von 7 ab? Sei S ein
weiteres Youngtableau, von der gleichen Form A - m wie 7. Sei 0 € G,
die Permutation, die eindeutig bestimmt ist durch die Vorschrift, dafl die
Eintrage in den Késtchen von 7 auf die Eintrége in den entsprechenden
Kastchen von S abbildet, etwa fiir

3[5]7] 114]6]7]

. 1234567
4 5_35 ISt”‘(1245637)

T =

’CD[\J»—A

Es folgt unmittelbar: 7 € Pr (d.h., vertauscht nur Zahlen, die jeweils in
der gleichen Zeilen in 7 stehen) dann und nur dann, wenn o7~ ! € Ps
(d.h., vertauscht nur Zahlen die jeweils in der gleichen Zeilen in S stehen).
Ebenso sieht man: 7 € Q7 < o170~ ' € Qs. Damit folgt: as = caro?,

bs = obro~ !, ¢s = oero ! und

SSk" =Imes = Im (oero™t) = o(Imer) = o(STE™).
Da o ein Automorphismus von (k)®™ ist, der mit der GL,, vertauscht,
definiert er einen GLy-aquivarianten Isomorphismus zwischen den Unter-

moduln
o:S87Tk" =Imer — Imeg = SSk™

Zusammengefafit erhalten wir:
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Satz 3.2.1 Die GL,-Untermoduln STk™ C (k™)®™ fiir Youngtableauz der
gleichen Form sind zueinander isomorph. Der Isomorphietyp hdingt also nur
von der Form ab und wird mit SMk™ bezeichnet. Ist die Linge der Partition
grofer als n, so ist SAk™ = 0, ansonsten hat der Gewichtsraum (S*k™)y zum
Gewicht A\ = \i€1 + ... + M€, die Dimension 1, insbesondere ist SM k™ # 0.

Sei G eine affine algebraische Gruppe und sei Cé die Kategorie der
endlichdimensionalen rationalen Darstellungen von G, d.h., die Objekte
Ob Cé der Kategorie sind die endlichdimensionalen rationalen Darstellungen
p: G — GL(V), und die Morphismen Mor Cé in der Kategorie sind die G-
dquivarianten Homomorphismen Homg(V,U) von V nach U fir V,U € Cé.
Sei nun A F m eine Partition, sei 7 das Tableau von der Form A mit der
Standardfiillung.

Fiir die Gruppe GL(V) ist die Darstellung v : GL(V) — GL(S7TV) (mit
STV < V®m) eine endlichdimensionale rationale Darstellung. Damit ist
auch die Komposition ¢ o p : G — GL(STV) eine rationale endlichdimen-
sionale Darstellung. Da sie bis auf Isomorphie ja nicht von der Auswahl des
Tableaux sondern nur von der Partition A abhéngt, schreibt man (nicht ganz
korrekt) einfach SV fiir den Darstellungsraum und S*p fiir die Darstel-
lungsabbildung v o p.

Ubung 3.2.6 Zeige: Die Abbildung Ob Cé — Ob Cé, gegeben durch V +—
SAV fiir eine festgewiihlte Partition ), definiert einen Funktor S* : Cé — Cé.

Definition 3.2.1 Der Funktor S* : Cé — Cé wird der Schurfunktor zur
Partition A genannt.

Kehren wir zuriick zur GL, und versuchen, die Darstellung auf (k")®™
genauer zu verstehen. Zunéchst noch zur Erinnerung: Man nennt (fiir eine
beliebige Gruppe iiber einem beliebigen Korper) eine G-Darstellung V' ein-
fach, wenn sie aufler V' und 0 keine G-Untermoduln hat. Eine Darstellung
wird halbeinfach genannt, wenn sie die direkte Summe von einfachen Unter-
moduln ist.

Beispiel 3.2.2 Die endlichdimensionalen rationalen Darstellungen des To-
rus 7;, sind alle halbeinfach (siehe Korollar 3.1.1).

fjbung 3.2.7 Zeige, dafl die folgenden Aussagen iiber einem G-Modul V
dquivalent sind:
a) V ist halbeinfach.
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b) Zu jedem G-Untermodul U C V gibt es ein Komplement, das wieder ein
G-Untermodul ist.
¢) V ist die Summe von einfachen Untermoduln.

Die endlichdimensionalen Darstellungen der Gruppe &,,, und damit die
des Gruppenrings k[&,,], sind die direkte Summe von einfachen Darstel-
lungen. Seien ¢ : &, — GL((k")®™) und p,, : GL, — GL((k")®™) die
Darstellungsabbildungen. Weiter sei

Endg,, (k")) C End((k")*™)

die Unteralgebra der Endomorphismen, die mit der Aktion der &,, ver-
tauschen, und sei

Endgr, ((K")®™) C End((k")®™)

die Unteralgebra der Endomorphismen, die mit der Aktion der GL,, ver-
tauschen. Wir haben offensichtlich:

(6(k[Gnm])) € Endey, (K™)™) und (pm(GLn)) € Ends,, ((K")™). (3.3)

Hier bedeutet das geklammerte (A) die von A erzeugte Unteralgebra.

Theorem 3.2.1 In 3.8 hat man in beiden Fdllen sogar Gleichheit, d.h.,
(pm(GLy,)) ist der Zentralisator von (p(k[Sy,])) in End((k")®m) und umge-
kehrt.

Beweis. Wir haben einen natiirlichen Homomorphismus
Xdm
¢ (End(k:”)) = End((k”)®m>,

der offensichtlich injektiv ist. Da beide Raume die gleiche Dimension haben,
ist es ein Isomorphismus. Weiter rechnet man leicht nach, dafl unter diesem
Isomorphismus die Matrizen p,(g) € End((k")®™) durch ¢! auf die Ten-
soren ¢ ® ... ® ¢ in (End(k™))®™ abgebildet werden. Weiter induziert ¢!
einen Isomorphismus

¢! Ends,, ((k”)®m) o ((End(k"))®m) o

wobei die 6, auf dem zweiten Raum wieder durch Permutation auf den
Tensoren operiert. Die zweite Gleichheit in 3.3 folgt aus dem folgenden
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Lemma 3.2.1 Sei X C V eine Zariski-dichte Teilmenge in einem endlichdi-
mensionalem Vektorraum. Dann wird der Raum der symmetrischen Vek-
toren Sym,,,V C V™ aufgespannt von den Vektoren (v®...®@v|v € X).

Beweis. (Lemma) Sei vy, ..., v, eine Basis von V', dann bilden die Tensoren
vy, @ ... ®v; eine Basis von V®™ die stabil ist unter der Aktion der &,,,
d.h., Basiselemente werden auf Basiselemente abgebildet. In jedem Orbit

Gm Vg ®...Q Vi, = {”iau) XR...R ’Uia(m) ‘ o c Gm}
findet man einen eindeutig bestimmten Reprasentanten der Form
v?ml ®...@v2™M"  mit my+mg+ ... +m, =m.

Sei by, ,....m, die Summe der Elemente des Orbits:

bml,...,mn = Z g - U?ml ®X...x® U%m",
Ueem

dann bilden die by, ...m
Element in V, dann ist

eine Basis von Sym,,V. Sei z = ), z;v; eine

n

m
rTR...0xr = E oy T Oy m, -

my . S =
Sei W C Sym,, V' der Unterraum, der von den v ® ... ® v mit v € X aufges-
pannt wird. Ist W # Sym,, V', so gibt es ein Linearfunktion A : Sym,V — &,
die auf W verschwindet.
Sei Smymn = Mbmy,...m,) € k. Wir definieren eine polynomiale Funk-
tion P auf V wie folgt

SN k

P { 4
' r=3wv; = ANx®™) =3 sy ma ] T

Da A auf W verschwindet, verschwindet natiirlich P auf X. Da X Zariski-
dicht ist in V/, ist das nur moglich wenn P = 0, also s,,,,.. m, = 0 fiir alle
mi1 + ...+ my, =m, und damit folgt A = 0. °

Wir fahren fort mit dem Beweis von Theorem 3.2.1. Eine Algebra nennt
man einfach, wenn sie aufler dem Nullideal kein echtes beidseitiges Ideal
enthélt, und man nennt sie halbeinfach, wenn sie die direkte Summe von ein-
fachen Idealen ist. Nach Wedderburns Theorem [Goodman-Wallach, Kapi-
tel 3.3] ist jede halbeinfache Algebra A isomorph zu einer direkten Summe
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von Matrizenalgebren: A = @ End(V)), wobei A eine endliche Indexmenge
durchlduft. Sei ey € A das Element, dafl zur identischen Abbildung idy in
End(V)) gehort. Dann zerfallt jede endlichdimensionale Darstellung von A:
Y : A — End(W) in die direkte Summe W = @ W, wobei W = (ex)W
isomorph ist zu Hom(V), W) ® V, durch

Homs(V\,W)@Vy — W, ¢®@v— ¢(v).

Bei der Gruppenalgebra k[G] einer endlichen Gruppe G entspricht die Zer-
legung von k[G] als G x G-Modul genau der Zerlegung in beidseitige Ideale,
insbesondere ist die Algebra also halbeinfach. Ist p : G — GL(V) eine
Darstellung von G, dann ist das Bild von k[G] wieder eine halbeinfache Al-
gebra (da der Kern ein beidseitiges Ideal ist). In diesem Fall kann man das
Doppelkommutator-Theorem anwenden.

Theorem 3.2.2 (Goodman-Wallach, Kapitel 3.3) Sei V' ein endlich-
dimensionaler Vektorraum und sei A C End(V') eine halbeinfache Unteral-
gebra, und sei B = End 4 (V') die Unteralgebra der Endomorphismen, die mit
A wvertauschen. Dann ist B selbst wieder halbeinfach, und A = Endp(V).
Weiter ist V' isomorph zu

Homg(V\, W)@ V)N — W, ¢®@uv— ¢(v),

wobei X die (paarweise verschiedenen) irreduziblen Darstellungen der Alge-
bra A durchlduft, und die Homy (Vy, W) irreduzible Darstellungen der Alge-
bra B sind, auch wieder paarweise verschieden.

Wir haben bereits gezeigt:
(pm(GLy)) = Ends,, ((k")*")
Das Doppelkommutatortheorem besagt

(6(k[&m])) = Endar, ((K")*™),

dies ist genau die Gleichheit in der ersten Inklusion in 3.3. .

Das Doppelkommutator-Theorem gibt noch genauer Auskunft: Es be-
sagt, da} (k™)®™ als &,, x GL,-Darstellung in die direkte Summe von irre-
duziblen Darstellungen zerfallt:

(kn)@)m ~ @ W,u ® V,ua
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Nun wissen wir aus Ubung 3.2.4, daB, als &,,,-Modul,

(k"™ = B k[Sm|Imer,
AFm

und W)y = k[&,,]Imcr, ist die direkte Summe von irreduziblen Darstellun-
gen isomorph zu Uy. Als GL,-Modul ist es eine Summe von Darstellungen,
die alle isomorph sind zu S*k" = Im cr,. Ware diese Darstellung nicht
irreduzibel, so ware sie die direkte Summe von irreduziblen Darstellungen,
die alle zueinander isomorph sind. Aber dim(S*(™), = 1, und somit ist
notwendigerweise S k" irreduzible. Es folgt:

Theorem 3.2.3 Als &,,, x GL,-Modul ist

(EME™ ~ P Uy ® K",
AEm

wobei die Uy, irreduzible &,,-Moduln sind und die SMk™ sind irreduzible G L, -
Moduln, alle paarweise nicht isomorph.

Zusammen mit Ubung 3.3.2 folgt:

Korollar 3.2.1 Die endlichdimensionalen rationalen Darstellungen von der
Gruppe GL,,, die sich als Subquotienten (d.h. als G-Untermodul eines Quo-
tienten) von direkten Summen von Darstellungen der Form (k™)®™ beschrei-
ben lassen, sind halbeinfach, und die einfachen sind alle von der Form S k™,
wobet A = m eine Partition der Linge < n ist.

3.3 Komplexe Darstellungen, hermitsche Formen

Sei (, ) die standardhermitsche Form auf dem C™. Die hermitschen Matrizen
sind die Matrizen mit der Eigenschaft (gv,u) = (v, gu) fir alle u,v € C",
oder, anders gesagt, wenn ‘g = g~ !.

Wir nennen eine abgeschlossene Untergruppe (in der Zariski-Topologie)
G C GL, quasi-hermitsch wenn mit jeder Matrix g € GG auch die Matrix
g in G liegt. Die quasihermitschen Gruppen haben die folgende besondere
Eigenschaft:

Satz 3.3.1 Ist U C k™ ein G-Untermodul fir eine quasihermitsche Gruppe,
dann ist das orthogonale Komplement U+ = {v € k" | (U,v) = 0} wieder
ein G-Untermodul.
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Beweis. Ist v € UL und ¢ € G, so gilt wegen 'g € G:
(u, gv) = (‘gu,v) =0 Vu € U,

also is auch gv € U+, °

Ubung 3.3.1 Zeige: Die klassischen Gruppen SL,(C), Spam(C), O,(C)
und SO,,(C), definiert ins Abschnitt 1.6, sind alle quasihermitsch.

Als unmittelbare Folge aus Satz 3.3.1 und der Ubung 3.2.7 erhélt man:

Korollar 3.3.1 Ist das Bild der Darstellungsabbildung p : G — GL,, eine
quasihermitsche Untergruppe, so ist die Darstellung halbeinfach.

Halbeinfache Darstellungen verhalten sich gut beziiglich Untermoduln,
Summenbildung, Bilder und Kernen von Morphismen:

Ijbung 3.3.2 Zeige: a) Sind U,V C W G-Untermoduln mit U halbeinfach
und V einfach, so ist entweder V' C U oder U NV = 0, und somit ist U + V'
wieder halbeinfach.

b) Ist ¢ : V. — W ein G-dquivarianter Homomorphismus und ist V'
einfach, so ist entweder Ker ¢ = 0 oder Ker¢ = V.

c) Ist ¢ : V. — W ein G-aquivarianter Homomorphismus und ist V'
halbeinfach, so ist ¢(V') halbeinfach.

d) Ein Untermodul eines halbeinfachen G-Moduls ist halbeinfach.

e) Sind U; C W, j = 1,...m, halbeinfache Moduln, so ist 37", U; C W
halbeinfach.

Die néchste Frage ist: Wie konstruiert man aus halbeinfachen Darstellungen
neue halbeinfachen Darstellungen. Hier bietet das Tensorprodukt zusammen
mit der Eigenschaft quasihermitsch zu sein eine Mdoglichkeit:

Lemma 3.3.1 a) Die duale Darstellung einer quasihermitschen Darstel-
lung ist wieder quasihermitsch, die direkte Summe von quasihermitschen
Darstellung ist wieder quasihermitsch.
b) Seien p; : G — GLyn,;(C), j = 1,...,7, endlichdimensionale rationale
Darstellungen einer affinen algebraischen Gruppe, so daf pj(G) C GLy;(C)
quasthermitsch ist. Dann ist das Bild

P&...0p(G)C GL(((C”l) ®...® (C”’))

wieder quasihermitsch, wobei auf (C™) ®...® (C") das Tensorprodukt der
standardhermitschen Formen genommen wird, und als Basis das Tensorpro-
dukt der kanonischen Basen, versehen mit der lexikographischen Ordnung.
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Beweis. Wir geben den Beweis fiir 7 = 2. Sei n = nj,m = na, sei p1(g) =
(a;,7) und sei pa(g) = (bi;). Sei By = {e1,...,e,} die kanonische Basis des
C™ und sei By = {f1,..., fn} die kanonische Basis des C™. Beziiglich der
Basis

B = {61®f17 €1®f2’ €1®f37 ceey 61®fm7 62®f17 62®f2’ ceey en®fm—1u en®fm}

hat dann die Matrix von (p; ® p2)(g) die Form einer Blockmatrix mit n?
Blocken, und die Blocke sind alle von der Form a; ;p2(g):

arip2(9) ar2p2(g) ... arnp2(9)
p1 @ p2(g) = a2,1.ﬂ‘2'(g) ag,%;??(g) - aa,f%(g)
On,1P2 <g> an,2P2(g) coe QpppP2 (g)

Es folgt sofort: “((p1 ® p2)(g)) = “(p1(g)) ®%(p2(g)), also ist die Untergruppe
(p1 ® p2)(G) von der GL(C"®C™) (beziiglich der obigen Wahl der Basis)

wieder quasihermitsch. °

Aus den Ubungen 3.2.7 und 3.3.1 sowie Korollar 3.3.1 folgt somit:

Korollar 3.3.2 Alle endlichdimensionalen rationalen Darstellungen der klas-
sischen Gruppen GL,(C), SL,(C), Sp2m(C), O,(C) und SO, (C), die sich
als Subquotienten (d.h. als G-Untermodul eines Quotienten) von direkten
Summen von Darstellungen der Form (C")®™ beschreiben lassen, sind halb-
einfach.

Gruppen, fiir die alle endlichdimensionalen rationalen Darstellungen halb-
einfach sind, nennt man linear reduktiv. Als néchstes stellt sich natiirlich
die Frage, ob wir mit den obigen Methoden bereits “alle” endlichdimension-
alen rationalen Darstellungen der klassischen Gruppen bekommen, oder,
anders gefragt: Sind die klassischen Gruppen linear reduktiv? Und wenn ja,
wie sehen die einfachen Darstellungen aus? Um diese Probleme anzugehen,
brauchen wir noch einige neue Methoden.

3.4 Rationale Darstellungen und Operationen

Eine lokal endliche Darstellung p : G — GL(V') einer Gruppe G auf einem
k-Vektorraum V ist eine Darstellung mit der Eigenschaft, dafl es fiir alle
v € V einen endlichdimensionalen G-Untermodul U C V' gibt mit v € U.
Eine rationale Darstellung p : G — GL(V) ist ein Paar (V, p), wobei V
ein k-Vektorraum ist, p : G — GL(V) ist eine lokal endliche Darstellung,
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und die Einschrénkung ply : G — GL(U), g — p(g)|v ist eine endlichdi-
mensionale rationale Darstellung von G fiir jeden endlichdimensionalen G-
Untermodul U C V.

ﬁbung 3.4.1 Zeige: Die Darstellungen in den Abschnitten 1.1 und 1.3 sind
rational im obigen Sinne.

Typische Beipiele fiir rationale Darstellungen tauchen im Zusammenhang
von Operationen auf affinen Varietdten auf. Zur Erinnerung: Eine Opera-
tion auf einer Menge X ist eine Abbildung G x X — X, (g,x) — gz, so daf
exr = z fiir alle z in X und (gh)z = g(hz) fir alle  in X und g,h € G.

Definition 3.4.1 Sei G eine affine algebraische Gruppe. FEine affine G-
Varietdt ist eine affine Varietdt X mit einer Gruppenoperation von G, so daf3
die Operation G x X — X durch einem Morphismus von affinen Varietdten
gegeben wird.

Beispiel 3.4.1 Sei G = SLy, sei X =k*@® ... @ k% Dann definiert
—_————

k—mal
GXX—)Xa (93’017027---71)16)H(gvlvgv%"'vgvk)

auf X die Struktur einer affinen G-Varietat.

Ubung 3.4.2 Sei X eine affine G-Varietit. Mit G, = {g € G | gz = =}
wird der Stabilisator von x € X in G bezeichnet. Zeige: G, C G ist abge-
schlossen, also wieder eine affine algebraische Gruppe.

Beispiel 3.4.2 Die Linksmultiplikation: G x G — G, (g,h) — g -h = gh,
die Rechtsoperation ¢ - h = hg, und die Linksoperation von G x G durch
(91,92) - h = gihgy ! sind Beipiele fiir verschiedene Strukturen auf G als
affine G-Varietéat respektive G x G-Varietét.

Sei X eine affine G-Varietat und sei g € G. Die Funktion 9f : X — k, x —
f(g~'z) ist wieder eine regulire Funktion, da { f:gji ein Isomorphismus

von affinen Varietaten ist.

Satz 3.4.1 Die Operation von G auf k[X] durch f — 9f definiert eine ra-
tionale Darstellung, und G operiert durch Algebraautomoprhismen auf k[ X].
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Beweis. Da die Abbildung ¢ : G x X — X ein Morphismus von affinen
Varietéten ist, bekommt man einen induzierten Algebrahomomorphismus

P : k[X] — k[G] ® k[X].

Ist W C k[X] ein endlichdimensionaler Unterraum, so gibt es fi,..., f, €
k[X] mit ¢*(W) C 37_, k[G]® f;. Seinun f € W und ¢*(f) C Y 5_, ¢; @ f;
mit ¢; € k[G]. Dann ist aber

T

If(x) = flg7'e) = (N)g o) =D (@ f)g o) =) qlg ")),
j=1 J=1
und damit folgt: 9f = Z§=1 qj(g~1)f; fiir alle g € G. Somit ist GW C
(f1,-.., fr) in einem endlichdimensionalem G-Untermodul enthalten, und
da die Funktionen g — g; (g:l) regulér sind auf, ist diese Darstellung von G
auf W rational (vergleiche Ubung 3.1.5).
Da I(ff')(x) = (ff')(g " z) = flg~ ) f (97 x) = (9f9f)(x) fiir alle
x € X, folgt: 9(ff') = 9f9f'. Damit zeigt man leicht, daBl f — 9f ein
Algebraautomoprhismus ist o
Von besonderem Interesse ist dabei Aktion von G auf k[G], denn:

Satz 3.4.2 Seip: G — GL(V) eine endlichdimensionale rationale Darstel-
lung einer affinen algebraischen Gruppe. Dann gibt es eine G-dquivarianten
Monomorphismus V. — k[G] & ... @ k[G].

dim V' Kopien
Beweis. Sei £ € V* und sei v € V. Die Abbildung ¢, : G — k, g — £(g~'v),
ist eine regulére Funktion auf G. Beachte, fiir h € G gilt:
"(9) = Lo(h™g) = L(h ™ g) o) = U(g T ho) = (), (3.4)

also haben wir "¢, = £5,,. Wihle eine Basis ¢1,...,4, € V* (m = dim V)
des Dualraumes, und betrachte die lineare Abbildung:

V—Ek[G)@...0kG], v (L,02,...6m.

VIV

dim V' Kopien

Diese Abbildung ist offensichtlich injektiv und G-dquivariant (wegen 3.4). e

Satz 3.4.3 Jede affine G-Varietit X ist G-isomorph zu einer Zariski abge-
schlossenen Teilmenge einer rationalen endlichdimensionalen Darstellung.
Insbesondere ist jede affine algebraische Gruppe eine lineare algebraische
Gruppe.
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Beweis. Der Ring k[X] ist endlich erzeugt, da die Aktion von G auf k[X]
rational ist, gibt es einen endlichdimensionalen G-Untermodul W C k[X],
der ein Erzeugendensystem von k[X|] enthalt.

Sei V. = W* der Dualraum von V', dann ist die Darstellung von G auf V'
rational (Ubung 3.1.6). Die Inklusion von W < k[X] induziert wegen der
universellen Eigenschaft der symmetrischen Algebra eine kanonische Abbil-
dung von Algebren

¢* : k[V] = S*W — k[X] und damit einen Morphismus ¢ : X — V.

Die Abbildung ¢! ist surjektiv, da W ein Erzeugendensystem von k[X]
enthilt. Da k[X] reduziert ist, ist Ker¢f ein Radikalideal. Sei X die
Nullstellenmenge des Ideals, also X = V(Kerqbﬁ) C V. Dann ist k[X] =

k[V]/Kerg? ~ k[X]. Es folgt daher: Im¢ = X, und ¢ : X — X C V ist ein
Isomorphismus auf das Bild.

Es bleibt die G-Aquivarianz zu zeigen: Sei z € X, dann ist nach Kon-

struktion das Bild ¢(z) € V = W* die lineare Form \, : W — k definiert
durch auswerten, d.h., W s f — f(z). Es gilt dann:

1 —1

Na(f)=2a(g™ ) =20 f)="7 flz) = flgz) = Aga(f),
also go(z) = ¢(g).

Sei nun X = G mit der Linksmultiplikation, und seien V, W wie oben.
Betrachte die Darstellung p : G — GL(V). Da G C V folgt aus p(g) =
idgr(vy und der G- Aquivarianz von ¢, daf o(gidg) = p(9)o(idg) = ¢(idg),
und somit g = idg. Folglich ist p injektiv, und somit ein Isomorphismus auf
die lineare algebraische Gruppe p(G) (Satz 3.0.4). .

Eine andere Konsequenz des Satzes 3.4.2 ist die lineare Reduktivitét
der quasihermitschen linearen algebraischen Gruppen, wie zum Beispiel der
GL,(C), SL,(C). Spa,(C), On(C) und der SO,,(C) (und natiirlich auch der
endlichen Gruppen).

Theorem 3.4.1 Sei k = C und sei G C GL(V) eine lineare algebraische
Gruppe fir die die Einbettung quasihermitsche ist. Dann ist G linear re-
duktiv, d.h., jede endlichdimensionale rationale Darstellung ist die direkte
Summe von einfachen G-Untermoduln.

Beweis. Sei V eine endlichdimensionale rationale Darstellung. Wir haben
gesehen, daf} es endlichdimensionale G-stabile Untermoduln W; C C[G] gibt
(Satz 3.4.2), so daB V C W1 @ ... ® W,,. Nach Ubung 3.3.2 reicht es daher
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zu zeigen, daf jeder endlichdimensionale G-stabile Untermodul W C C[G]
die direkte Summe von einfachen Untermoduln ist.

Durch die Einbettung G € GL(V) wird die GL(V) zu einer affinen G-
Varietdt (Linksmultiplikation). Sei fi,..., f, eine Basis von W, und seien
fi,..., fr € C[GL(V)] Urbilder der Einschrinkungsabbildung f — f = f|g
fir f € C[G]. Sei W C C[GL(V)] ein G-stabiler Untermodul, der die f;
enthélt. Da die Restriktionsabbildung G-dquivariant ist, reicht es zu zeigen
(Ubung 3.3.2), daB W die direkte Summe von einfachen Moduln ist.

Die Determinantenfunktion det € C[GL(V)] und deren Potenzen span-
nen jeweils 1-dimensionalen G-Untermodul Cgeem = Cdet™ auf, und fir
g € G gilt:

(g-det™)(h) = (9det™)(h) = (det g~ H)™det™(h) = g-det™ = (det g~ )™ det™.
Fir ein m € Z sei
W = det™W = {det™ - w | w € W}.

Man sieht leicht, daB W;, als G-Modul isomorph ist zu W @ C det™. Ins-
besondere: W ist halbeinfach dann und nur dann wenn Wm halbeinfach ist
fiir irgendein m.

Damit kénnen wir (B annehmen: W C C[M,], wobei G auf M, durch
Linksmuliplikation operiert. Als Darstellung ist M, ~ C" & ... ® C" und
damit quasihermitsch (Ubung 3.3.1), und C[M,] = ,,~c S™(M,)*. Jedes
der S™(M,,)* ist wieder quasihermitsch (Ubung 3.3.1), und da W bereits in
einer endlichen Summe von S (M,,)* liegt, ist W ein G-Untermodul einer
halbeinfachen Darstellung und damit selbst halbeinfach. °

Ubung 3.4.3 Sei Chark = 0. Zeige: Die bilineare Abbildung:
AV B — E~ ATE™, (0 A AU, 1) — UL A L AV AU

induziert einen Isomorphismus (von Vektorriumen) (k")* ~ A"~k und
einen G L,-iquivarianten Isomorphismus (k")* ~ A" 'k" @ k., -1.

Korollar 3.4.1 Sei Char k = 0, dann ist jede endlichdimensionale rationale
Darstellung der Gruppe GL,, halbeinfach, und jede einfache endlichdimen-
sionale rationale Darstellung ist isomorph zu SMk™ & kyee fiir ein £ € Z<g
und einer Partition A= m der Linge < n.
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Beweis. Der Beweis verlauft genauso wie oben, nur man beniitzt Ubung 3.4.3
und Korollar 3.2.1. Aus Ubung 3.4.3 fogt weiterhin, daB, bis auf tensorieren
mit k4.1, jede endlichdimensionale Darstellung in k[GL,| ein Subquotient
von Summen von Tensorprodukten von Darstellungen der Form A" 1k"
sind. Da letztere Untermoduln von (k™)®"~! miissen nach Korollar 3.2.1
diese von der Form S k™ sein. .

Fiir den Rest des Abschnitts sei wieder Char k = 0 und sei G eine lin-
ear reduktive affine algebraische Gruppe. Sei ) die Menge aller Isomor-
phieklassen. Fiir w € €2 schreiben wir W € w fiir einen einfachen G-Modul
aus der Isomorphieklasse.

Ist V eine rationale Darstellung und w € {2, so sei V{,,) die Summe aller
G-Untermoduln, die in der Klasse von w liegen:

V=Y W

wcv
Wew

Man nennt V{,,) die isotypische Komponente von V vom Typ w. Wir haben

offensichtlich
V=P Vi)
weN

Dies wird die isotypische Zerlegung von V genannt. Beachte, diese Zerlegung
ist kanonisch. Angewendet auf affine G-Varietaten erhalten wir:

Satz 3.4.4 Sei G linear reduktiv und X eine affine G-Varietdt. Dann hat
k[X] eine eindeutig festgelegte kanonische Zerlegung k[X] = @, cq k[X](w)
i isotypische Komponenten.

Sei 0 € Q die Klasse der trivialen Darstellung, dann ist k[X] o) eine
Unteralgebra, genannt der Ring der invarianten Funktionen, und fir jedes
w € Omega ist k[X](,,) ein k[X]q)-Modul.

Ist Z eine weitere affine G-Varietdt und ist ¢ : X — Z ein G-dquivari-
anter Morphismus von affinen Varietiten, dann ist ¢¢ : k[Z] — k[X] ein
G-dquivarianter Homomorphismus von rationalen G-Darstellungen, und

¢ (k[Z)()) C k[X] ).

Beweis. Der erste Teil ist offensichtlich, und da G durch Algebraauto-
morphismen operiert sieht man leicht, daf fiir f € k[X]) die Abbildung
k[ X] — k[X], g — fg ein G-dquivarianter Homomorphismus ist. Da Ho-
momorphismen auf einfachen Moduln entweder Isomorphismen auf das Bild
sind oder die triviale Abbildung ergeben, folgt, dafi k[X]., ein k[X]-
Modul ist. Da ¢ G-aquivariant ist, rechnet man leicht nach, dafl auch
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¢ G-aquivariant ist. Das gleiche Argument wie oben zeigt dann, daf
P (k[Z) () C k[X]0)- .

Als einen Spezialfall betrachten wir die Aktion von G auf G durch Links-
multiplikation, die induzierte rationale Darstellung von G auf k[G] nennt
man auch die requldre Darstellung. Zunachste ein kleine

I"Jbung 3.4.4 Sind G, H zwei Gruppen, so sind die einfachen G x H Moduln
genau die Moduln U ® V', wobei U ein einfacher G und V ein einfacher H-
Modul ist.

Wir betrachten auch die G x G-Aktion (g1, ¢92) - h = g1hgy L auf G und die
Zugehorige isotypische Zerlegung von k[G]|. Es folgt aus der Ubung 3.4.4, daB
man die Zerlegung der regudren Darstellung einfach aus der der Zerlegung
beziiglich G x G zuriickerhalt.

Theorem 3.4.2 Sei k[G] = D, cq k[G]() die durch die regulire Darstel-
lung von G auf k[G] induzierte Zerlegung in Isotypische Komponenten. Dann
ist jede Komponente ein irreduzibler G X G-Modul und isomorph zu' V@ V™,
wobei V. € w ein irreduzibler G-Modul ist vom Typ w. Insbesondere, als
G-Modul beziiglich der reguldren Darstellung ist k[G] (w) = ydimV,

Beweis. Sei V € w, wir haben eine bilineare G x G-dquivariante Abbildung:

G — k

¢V x V" — klG], (Uaf)’—’{fvj: g — g )

Die Aquivarianz folgt aus:

((91592) - fue)(h) = fue(gy *hga) = £(g5 " hgiv) = 2L(h(910)) = fg,v,020(h).
Da V ® V* ein einfacher Modul ist und ¢ nicht trivial ist, mufl
¢ VeV —EklG]

injektiv sein. Beachte, dafl das Bild unabhéngig von der Wahl von V € w
ist: Sei W € w, ¥ : W — V ein G-dquivarianter Isomorphismus und sei
Y* : V* — W* der duale Isomorphismus. Dann gilt fiir w = ¢~ (v) und

§=y(0):

fuwelg) =&l w) = () (g7 (v) =g (W (v)))
(g~ v) = fuu(g)

wegen der G-Aquivarianz. Sei nun also W C k[G](.) ein einfacher G-
Untermodul, es bleibt zu zeigen, dal W C ¢(V @ V*).
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Die Auswertung am neutralen Element id definiert eine lineare Abbil-
dung £ : W — k, f — f(id). Beachte, £ # 0, denn mit w € W — 0
ist auch 9w € W, und ware £ = 0, so folgt aus {(w) = w(l) = 0 auch
E(w)(1) = w(g~') = 0 fiir belibiges g € G. Dies ist nicht moglich, also
£#0.

Betrachte wie oben die Abbildung ¢ : W @ W* — k[G], (w,?) — fu.e.
Dann ist f,¢(h) = &(h~w) =" tw(1) = w(h), also W = {f,¢ | w € W}.
Der Modul W liegt also im Bild von ¢ und somit ist k[G](,,) isomorph zu
V@ V* fir ein V € w. °

Ubung 3.4.5 Zeige: Sei G eine affine algebraische Gruppe. Dann ist G
linear reduktiv dann und nur dann k[G] ein halbeinfacher G-Modul ist.

Ubung 3.4.6 Zeige: Ist p : GL, — GL(V) irreduzibel, so ist auch die
Einschrankung von p auf die Gruppe SL,, C GL,, irreduzibel (Hinweis: Be-
nutze das Lemma von Schur). Betrachte GL,, als affine SL,-Varietit und
beniitze die Restriktionsabbildung k[GL,] — k[SL,| um zu zeigen, daf}
k[SL,] halbeinfach ist. Folgere: SL, ist linear reduktiv fiir alle algebraisch
abgeschlossenen Korper mit Char k = 0.
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Chapter 4

Liealgebra einer
algebraischen Gruppe

In dem ganzen Kapitel ist £ immer ein algebraisch abgeschlossener Korper
der Charakteristik 0.

4.1 Zariski-Tangentialraum

Sei Z eine affine Varietat iiber einem algebraisch abgeschlossenem Korper
der Char k = 0.

Variante I: Sei z € Z, der Zariski- Tangentialraum an Z in z ist der Raum
der Punktderivationen von k[Z] in z, d.h.,

T.(Z) = Der,(k[Z])
= {0:k[Z] = k| 0 ist k-linear und V f, g € k[Z] : (4.1)
6(fg) = f(2)0(9) +9(2)0(f)}
Beispiel 4.1.1 Sei Z = k™ und z € V. Dann ist k[V]| = k[z1,...,zy], und
die partiellen Ableitungen mit anschlieBender Auswertung in z:

ngaiaxi

sind Beipiele fiir Punktderivationen. Das multiplikative Verhalten der Punkt-
derivationen besagt andererseits, dal 6 € Der ,(k[V]) bereits vollstandig
bestimmt ist durch die Bilder 6(x1),...,d(x,) der Erzeuger der Algebra. Es
folgt sofort:

z

Der. (HV) = (-

0

2 g

(4.2)

z

67
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Variante II: Eine andere Beschreibung erhélt man wie folgt: Sei I, C k[Z]
das maximale Ideal der in z verschwindenden Funktionen. Dann gibt es
einen kanonischen Isomorphismus

T.(Z) ~ (I,/13)* = Homy (I, /I, k), &+ d|r.. (4.3)

Beachte: Sind f,g € I, so ist 0(fg) = f(2)d(g9) + g(2)d(f) = 0, und somit
ist §|;2 =0. Und da f— f(z) € L, fiir f € k[Z], ist § durch seine Restriktion
auf I, vollstdndig bestimmt. Somit ist die Abbildung injektiv. Als Inverse
haben wir die Abbildung;:

(IJI2)* 20— 8y kK[Z] — k, f — L(f — f(2)).

Variante III: Eine weitere Beschreibung ist die folgende: Sei O, 7 der lokale
Ring von Z in z und sei m, C O, 7z das maximale Ideal. Dann induziert die
Abbildung k[Z] — 0.z, f — f/1 einen Homorphismus I,/I? — m,/m?.
Dieser ist injektiv, denn fir f € I, gilt: { = % cem? e fp=nhel2
Da p(z) # 0 folgt 6(f) = 0 fiir alle Derivationen und damit f € I2. Die

Abbildung ist auch surjektiv, denn
F_1
p

mod m? =

p

L fr=p)
p

p(2)

Somit ist I,/I? isomorph zu m,/m?, und der Zariski-Tangentialraum lift
sich in der Sprache der lokalen Ringe beschreiben:

T.(Z) ~ (m,/m?)* = Homy(m, /m?, k). (4.4)

Variante I'V: Als weitere Moglichkeit T, (Z) zu beschreiben sei k[e] = k@ ke
(als Algebra isomorph zu k[z]/(x?)), und sei Algy ;,.(k[Z], kle]) der Raum
der k-Algebrahomomorphismen ¢ mit ¢(m,) C ke. Man rechnet leicht
nach, daf§ die Abbildungen ¢ € Algy ;,.(k[Z], k[e]) alle von der Form sind:
o(f) = f(z)+ed(f) fir ein 6 € Der ,(k[Z]), und diese Beziehung liefert einen
Isomorphismus:

T.(Z) ~ Algy 10c(K[Z], kl€]). (4.5)

Variante V: Sei Z C k™ eine Zariski abgeschlossene affine Teilmenge, also

Z = V(I) fiir ein Ideal I C k[V]. Wir identifizieren den k™ mit T,k™ durch
V1

I Havzzn:'f)f

(%
=1

z

Un
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Ist d,(f) = 0 fiir alle f € I, so ist auch 9,(f) = 0 fiir alle f € VT und
dy(f) induziert damit eine Punktderivation auf k[Z] = k[z1, ..., z,]/1/(I).
Ist andererseits § € Der ,(k[Z]), so ist die Abbildung ¢ : k[z1,...,z,] — k,
f = 8(f) (mit f = f mod /T in k[Z]) eine Punktderivation. Es folgt die
finfte Beschreibung von 7.7, sei I = (f1,..., fr)

1.7 {vek™|0,(f) =0Vfel}
{vek™ | 0,(f;) =0Vj=1,...,r} (4.6)

= {vek"|<g—gz>v:0}

und damit die Dimensionsformel:

af;
833‘i

dim7T,7Z = nfrg(

)

Kombiniert man (4.5) mit (4.6), so bekommt man eine sehr praktische Me-
thode, um den Tangentialraum zu berechnen:

Ersetze k™ durch (kle])™ = k™ @y kle], den freien Modul vom Rang n iiber
dem Ring k[e]. Den Polynomring k[z1,...,z,] konnen wir als Unterring
des Polynomringes (k[e])[x1,...,x,] auffassen, es sind die Polynome mit
Koeffizienten nur in k. Entspechend ist kénnen wir die Polynome auch als
polynomiale Funktionen f : (k[e])™ — k[e] auffassen. Fiir z,v € k™ und ¢ als
Variable sei
+t...

z

fz+tv) = f(2) +tdf

die Taylorentwicklung des Polynoms f, dann gilt ganz formal:

flz+ev) = f(z)+edyf

R
Variante VI: Folglich erhalten wir eine neue Beschreibung von T,7. Sei
Z=V(I) C k™ und sei I = (f1,...,fr). Dann ist fiir z € Z:

T.Z ={v ek"| fi(z+ ev) = 0}. (4.7)

Beispiel 4.1.2 1) T;gGL,, = M,,, denn die lokalen Ringe Oiq ¢, und Oiq 1,
sind gleich, somit folgt die Behauptung aus (4.2) und (4.4).

11) Die spezielle lineare Gruppe SL,, (1.6.1) ist definiert als Untergruppe
der GL,, durch SL,, = {A € M, (k) | det A = 1}. Nun ist det(id + €A) =
det(id) + € Tr A, es folgt also aus (4.7):

T1aSL, = {A € M, | TrA = 0}.
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111) Die orthogonale Gruppe O,, (1.6.2) ist definiert als Untergruppe der

0O ... 01
GL,, durch O,, = {A € GL,, |'AJA=J}, wobei J= [0 ... 1 0]. Da
1 ... 00

fid + eA)J(d + eA) = J & e("AT+ JA) =0 = J(*A)J = — A,

folgt:
a1, a2 cee Qlp—1 0
az 1 az 2 . 0 —a1 -1
ﬂdOn =(Ac M,
(p—1,1 0 S —a22  —aip
0 —ap-12 ... —a21  —a11

1v) Die spezielle orthogonale Gruppe SO,, ist definiert als Untergruppe
der O,, durch SO,, ={g € O,, | det g = 1}. Da det g = %1 fiir g € O,,, folgt
S0Y = OY und somit 0id,50,, = Oid,0,, und daher auch (siehe 4.4):

71idSOn = idOn-

V) Sei n = 2m. Die symplektische Gruppe Spay, (1.6.3) wird definiert als
Untergruppe der GL,, durch Sps, = {A € GL, |tAJA = J}, wobei

j:< 0 J) und J = € GL,,.

-J 0

= o o O
O = O O
O O O

Da t(id + €A)J(id + €A) = J < ¢(*AJ + JA) = 0 = J(*A)J = A, folgt:

’m%m:{A:<%<§>V:ﬁmeV:ﬂWMU:ﬂWN}

mit U, V,W, X € M,,.

Fiir einen Beweis des folgenden Theorems siehe zum Beispiel Hartshorne,
Kapitel I, Abschnitt 5. oder Eisenbud.

Theorem 4.1.1 Sei X ein irreduzible Varietat. Dann gilt dimT,X >
dim X fir alle v € X, und es gibt eine offene dichte Teilmenge U C X
fur die gilt dim T, X = dim X.
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Definition 4.1.1 Sei X eine irreduzible affine Varietat. Eine Punkt in dem
dim T, X = dim X gilt heifit ein glatter Punkt von X.

Sei ¢ : X — Z ein Morphismus von affinen irreduziblen Varietdten. Dann
ist X = MaxSpeck[X], Z = MaxSpeck[Z], und sei ¢! : k[Z] — k[X]
der zugehorige Algebrenhomomorphismus. Ist x € X mit maximalen Ideal
I, C k[X], so gilt fiir z = ¢(z): I, = (¢*)"1(I,) C k[Z]. Man bekommt so
einen induzierten Algebrahomomorphismus:

d)ﬁ 00,7 — Oy x, i — M mit gbﬁ(mz) C m,.

g  ¢(9)

Dadurch bekommen wir eine induzierte lineare Abbildun:
d.¢ : T, X = Homy(m,/m2, k) — T.Z = Homy,(m./m2 k), £ (o

Definition 4.1.2 Die Abbildung d, ¢ : T, X — T, Z nennt man das Differ-
ential von ¢ in x.

Fiir eine Komposition ¥ o ¢ vom Morphismen ¢ : X - Y und ¢ : Y — Z
erhélt man offensichtlich mit y = ¢(x) und z = ¥ (y):

d(p o)y =dyyp od. (4.8)

Lemma 4.1.1 1) Ist ¢ : X — Y ein Isomorphimus, so ist fir alle x € X
die lineare Abbildung Ao, : T, X — Ty,)Y ein Isomorphismus.

11) Eine affine algebraische Gruppe ist eine glatte Varietdt, d.h., alle
Punkte sind glatte Punkte.

Da nach 11) dann die Dimension von G und TjgG immer {ibereinstimmen,
folgt mit Beipiel 4.1.2:

Korollar 4.1.1 dimGL,, = n?, dimSL,, = n?> — 1, dimO,, = dim SO,, =

$(n* —n) und dim Spy,, = 2m? + m.

Beweis. (Lemma 4.1.1) Zum Teil 1) ist nichts zu zeigen. Fiir Teil 11) beachte,
daB fir g € G die Abbildung A\, : G — G ein Isomorphismus von affinen
Varietédten ist (mit Inverser A\j-1), und das Differential in id daher einen
Isomorphismus digA, : Ti¢G — TG induziert. °

Fiir einen Beweis des folgenden Theorems siehe wieder zum Beispiel
Hartshorne, Kapitel I, Abschnitt 5, oder Eisenbud.



72 CHAPTER 4. LIEALGEBRA EINER ALGEBRAISCHEN GRUPPE

Theorem 4.1.2 Sei p: X — Z ein dominanter Morphismus von irreduz-
iblen affinen Varietaten. Dann gibt es eine offene und dichte Teilmenge
UCX mit dpy : T X — Ty Z ist surjektiv fir alle z € U.

Sei X eine affine G-Varietiat, und fiir x € X sei GG, der Stabilisator.
Nach Ubung 3.4.2 ist dies wieder eine affine algebraische Gruppe, und die
Restriktion G, x X — X macht aus X eine GG,-Varietat. Nach Lemma 4.1.1
induziert jedes g € G, einen Isomorphismus dg : 7, X — T, X, und (4.8)
besagt, dafl die Abbildung

G, - GL(T,X), g+ dg,
einen Gruppenhomomorphismus und somit eine Darstellung definiert.

I'jbung 4.1.1 Zeige: Dies is eine rationale endlichdimenionale Darstellung.
Hnweis: Verwende Satz 3.4.1.

Zum berechnen des Differentials eines Morphismus kénnen wir wieder die
Epsilontik benutzen: Sei ¢ : X — Z mit X C k™ und Z C k™, sei
§ € T, X = Dery(k[X]) und sei 7 € Algy ,.(k[X], k[e]) der zugehdrige
Algebrahomomorphismus gegeben durch 7(f) = f(z) + €d(f). Dann ist
7o ¢f € Algy, 1,.(k[Z], k[e]) definiert durch

To¢H(g) = g(8(2)) + €(d 0 ¢*(g)) = g(¢(2)) + ed(8)(9)
Genauso wie oben erhalten wir damit die Formel :
O(x + ev) = ¢(2) + edg(v) fir z € Z und v € k"

Beispiel 4.1.3 Seien Hy, Hy C G abgeschlossene Untergruppen, und sei
p: Hy x Hy — G die Abbildung: (hi,hs) +— h1hy'. Dann ist

dpGdig)  TiaH © TiaHy — TaG, (X1, X2) — X1 — Xo.
Denn: /L(ld + eXq,id + 6X2> = (ld + EXl)(ld + €X2)71 =id + E(Xl — XQ)

Beispiel 4.1.4 Sei G C GL, eine lineare algebraische Gruppe und fiir ein
Element g € G sei Intg : G — G, h — ghg~'. Da Intg die Einschrinkung
einer linearen Abbildung (auf M,,) ist, folgt

Adg = digIntg : T}qG — TG, A — gAg~'.

Dies liefert einen Homomorphismus Ad : G — GL(T;qG), g — Adg. Schauen
wir uns das Differential in id an, genannt ad:

ad = didAd : TldG — TldGL(TldG) = End(TldG>
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Wir berechnen das Differential mit der Formel ¢(z + ev) = ¢(2) + ed,(v):

Ad(id + eX)(Y) (id + eX)Y (id + eX) 7!
= (d+eX)Y(id — eX)
= Y 4e(XY —YX)

= Y +¢€X,Y]

Es folgt: adX(Y) = digAdX (Y) = [X, Y] und damit:

Satz 4.1.1 Sei G eine affine algebraische Gruppe, dann ist g = TiqG in
natiirlicher Weise eine Liealgebra. Ist weiter ¢ : G — G’ ein Morphismus
von affinen algebraischen Gruppen, dann ist das Differential d¢ : g — g’ =
T.\aG" eine Morphismus von Liealgebren.

Der Tangentialraum TiqG einer affine algebraische Gruppe wird im Folgen-
den die Liealgebra von G genannt und mit Lie G bezeichnet.

Bemerkung 4.1.1 Ubersetzt in die Sprache der Kategorien besagt der
Satz 4.1.1 folgendes: Sei AlgGrp(k) die Kategorie, die als Objekte die
affinen algebraischen Gruppen tiber dem Korper k£ haben und als Morphis-
men die Morphismen von algebraischen Gruppen hat, und sei Liealg(k) die
Kategorie, die als Objekte die endlichdimensionalen Liealgebren iiber dem
Korper k£ haben und als Morphismen die Liealgebrahomomorphismen hat.
Dann definiert

Lie : AlgGrp(k) — Liealg(k) mit G — Lie G und ¢+ d¢
einen Funktor zwischen beiden Kategorien.

Bemerkung 4.1.2 Der Satz besagt insbesondere, das jede endlichdimen-
sionale rationale Darstellung einer affinen algebraischen Gruppe G eine end-
lichdimensionale Darstellung der Liealgebra liefert. Ubersetzt in die Sprache
der Kategorien ehélt man. Sei RatDaré(k) die Kategorie, die als Objekte
die endlichdimensionalen rationalen Darstellungen der affinen algebraischen
Gruppe G (definiert iiber dem Koérper k) hat und als Morphismen die G-
aquivarianten Homomorphismen ¢ : V. — V', und sei Daré (k) die Kate-
gorie, die als Objekte die endlichdimensionalen Darstellungen der Liealgebra
g = Lie G hat, und als Morphismen die g-dquivarianten Homomorphismen
p:V = V' (dh.: p(xv) = zp(v) fir allen v € V und = € g). Dann definiert

d : RatDar/,(k) — Darf(k), (p:G — GL(V))+ (dp: g — End(V))

nach Satz 4.1.1 und Ubung 3.1.1 einen Funktor zwischen diesen Kategorien.
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Beweis. Die Abbildung Int g in Beipiel 4.1.4 ist unabhéngig von der Ein-
bettung definiert und fixiert id, das Differential liefert daher (unabhingig
von der Einbettung) einen Automorphimus Adg : g — g. Es folgt aus
(4.8), daf dies einen Homomorphimus liefert Ad: G — GL(g), der nach
Ubung 4.1.1 eine rationale Darstellung ist. Das Differential ad = diq(Ad)
liefert dann (wieder unabhéngig von der Einbettung) eine lineare Abbildung
ad : g — End(g). Es folgt dann aus der obigen Rechnung, dafi g x g — g,
(X,Y) — adX(Y) eine Lieklammer definiert.

Sei nun p : G — H ein Morphismus von affinen algebraischen Gruppen
und sei dp : g — h = Lie H das Differential von p. Betrachte die folgenden
kommutativen Diagramme:

G > H LieG Y LicH
llntg lIntg = lAdg lAdg
a 5 "0 LieG Y LieH

Wir “leiten” mit Hilfe der Epsilontik das zweite Diagramm noch einmal ab:
Wegen der Kommutativitat gilt fiir X € g = Lie G:

dpo Ad (id + eX) = Ad p(id + X) o dp
Da Ad (id + eX) = Id + adeX und Ad p(id + €X) = Id + adedp(X), folgt
dpo (Id + adeX> - (Id n adedp(X)) odp
und damit dp o adX = ad dp(X) o dp, oder, angewendet auf ein Y € g:
dp([X, Y]) = [dp(X), dp(Y)].

Lemma 4.1.2 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, W C V ein
Unterraum und N := Ngrv)y(W) ={g € GL(V) | g(W) C W} der Norma-
lisator von W. Dann ist N eine abgeschlossene zusammenhdngende Unter-
gruppe mit Liealgebra Lie N = n, wobei n = {X € End(V) | XW C W}.

Beweis. Sei {v1,...,v,} eine Basis von V, so daf} {vi,...,v,} C W eine
Basis von W ist. Dann ist
A A
n= {( 01 Ai ) | Ay € My, Ay € My p—r, Ag € Mn_m_r} Cc M,
also ein Vektorraum, und N ist die offene, dichte Teilmenge der invertier-

baren Matrizen in n. Es folgt unmittelbar: N ist zusammenhéngend, abge-
schlossen in der GL,, (als Schnitt n N GL,), mit Liealgebra n. .
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Lemma 4.1.3 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und sei v € V.
Bezeichne mit G = GL(V), = {g € GL(V) | gv = v} den Stabilisator
von v in der GL(V'). Dann ist G eine abgeschlossene zusammenhdngende
Untergruppe mit Liealgebra Lie G = ¢, wobei ¢ = {X € End(V) | Xv = 0}.

Beweis. Sei (E {v1,...,v,} eine Basis von V mit v = v;. Dann ist
1 a1p ... ain
0 az9o2 ... Qa9
G=( A= ’ o amek,detA;éO

0 Gn,2 ... Qpn
0 ar2 ... Q1n
0 az9o2 ... Qa9

t=<¢ A= ’ i | ajj € k

0 Gn,2 ... Qnpn

Es folgt G ist eine abgeschlossene Untergruppe der GL(V'), und als eine affin
verschobene offene dichte Teilmenge eines Vektorraums (G C id + €) ist sie
zusammenhangend mit dem Vektorraum als Tangentialraum °

Sei GG eine affine algebraische Gruppe und sei Z eine affine G-Varietit.
Sei z € Z, den Morphismus von affinen Varietaten:

p:G—2Z, g gz,

nennt man die Orbitabbildung. Der Stabilisator G, = {g € G | gz = 2z} ist
dann eine abgeschlossene Untergruppe von G, denn G, = = 1(2).

Lemma 4.1.4 Fiur den Orbit Gz gilt die folgende Dimensionsformel:
dimG, = dimG — dim Gz,
und fiir das Differential duiq : Lie G — T,(Z) der Orbitabbildung gilt:
Kerdpuiq = LieG, and Imduyqg = T.(Gz) = T.(Gz).

Beweis. Man kann (E annehmen: G ist zusammenhingend. Sei Y = Gz,
und sei mit g auch die induzierte dominante Abbildung p: G — Y, g — gz
bezeichnet. Aus Theorem 4.1.2 wissen wir, da} das Differential surjektiv
ist auf einer offenen dichten Teilmenge von G. Sind nun g1,92 € G und
ist go = hgi, so induziert d(Ap)y, : Ty;,G — Ty, G einen Isomorphismus
und ebenso d(Ap) g,z @ Ty.Y — T,,.Y, und wegen der G-Aquivarianz der
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Abbildung gilt: d(Ap)g, - © dug, = dpg, 0 d(Ap)g,. Es folgt: dp ist in allen
Punkten von G surjektiv, insbesondere ist duyq : LieG — T,(Y) surjektiv.

Nach Theorem 2.8.1 gibt es eine offene nicht-leere Teilmenge U C Y,
so da U C u(G), und wenn u € U, dann ist dann gilt fiir jede irreduz-
ible Komponente Z von g~ 1(u): dimZ = dimG — dimY. Wegen der G-
Aquivarianz gilt natiirlich U = Gz ist der ganze Orbit, also insbesondere:
dimp~1(2) = dim G, = dim G — dim Gz.

Indem wir Z < V einbetten in eine endlichdimensionale rationale Darstel-
lung V von G (Satz 3.4.3), sehen wir: Lie G, C Kerdp;q (Lemma 4.1.3). Da
dim Lie G, = dim G, und

dimG, =dim G — dim Gz = dim Lie G — dim 7, (Y) = dim Kerd u;q,

folgt aus Dimensionsgrinden: Kerdu;q = Lie G, )

Theorem 4.1.3 Sei G eine zusammenhdngende algebraische Gruppe. Dann
st die Zuordnung H — Lie H zwischen abgeschlossenen zusammenhdngenden
Untergruppen von G und Lieunteralgebren von Lie G injektiv und durch-
schnitts- und inklusionserhaltend.

Ist p : G — G’ ein Morphismus von affinen algebraischen Gruppen,
so gilt fiir alle abgeschlossenen Untergruppen H' C G': Liep ' (H') =
(dp)~t(Lie H'), und ist p' : G — G’ ein weiterer Morphismus und dp = dp’,
so gilt p=p'.

Fir Darstellungen gilt zudem: (Lie G), = Lie Gy, und

(LieG), = {X € LieG | Xv = 0}.

Ist W C V ein Unterraum und NeW = {g € G | gW C W} der Normal-
isator, so gilt Lie Ng(W) = Npjeq(W) = {u € LieG | ulW C W}.

Beweis. Der letzte Teil des Theorems folgt aus Lemma 4.1.2 und Lemma 4.1.3
zusammen mit der Aussage tiber die schnitterhaltende Eigenschaft der Zuord-
nung H — Lie H, und der Aussage iiber den Zusammenhang zwischen
Lie p~!(H) und dp~!(Lie H).

Seien p,p’ : G — G’ zwei Morphismen mit dp = dp’. Definiere eine
Operation von G auf G’ durch

GxG =G, (3.9) plg)gdp(g™h),

damit ist dann G’ eine affine G-Varietit mit

Gia={9€G|p(g)idp'(g7") =id} ={g € G| p(g) = p'(9)}-
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Betrachte die Orbitabbildung an id, d.h., p : G — G', g — p(g)idp'(g~1).
Fiir das Differential (siehe Beispiel 4.1.3) duiq gilt: dpig(X) = dpig(X) —
dpiy(X) =0, und damit

Lie Giqg = Kerdpuiq = Lie G.

Aus Dimensionsgriinden (und da G zusammenhéngend ist) folgt: Ge = G
und damit p = p/, siehe das folgende:

Lemma 4.1.5 Sei Z eine irreduzible Varietat und sei Y C Z eine echte
abgeschlossene Teilmenge, dann ist dimY < dim Z.

Beweis. Sei d =dimY = dim Z. Nach dem Noetherschen Normalisierungs-
lemma (Lemma 2.7.1) gibt es algebraisch unabhéngige Funktionen y1, ..., y4
in k[Z], so dafl k[Z] ganz ist iiber dem Polynomring k[yi, ..., y4].

Sei Iy C k[Z] das Ideal der auf Y verschwindenden Funktionen, wir
tiberlegen uns zunéchst: Iy Nk[y1,...,yq] = (0). Sei f € Iy Nk[yi, ..., ydl,
(E seien die Variablen so nummeriert, dafl y4 in f vorkommt. Dann ist g,
algebraisch abhéngig von den 3y, ...,7,_;, also wire dim k[y1, ..., yq]/(Iy N
Elyi,...,yq]) und damit dimY < d.

Sei nun f € Iy beliebig. Da f ganz ist iiber R = k[y1,...,y4), gibt es
ein normiertes Polynom P(t) € R[t] minimalen Grades mit P(f) = 0. Den
konstanten Term nennt man die Norm N(f) von f, beachte: N(f) € R. Sei
P(t) = H;-lzl(t — fj) eine Zerlegung von P(t) in Linearfaktoren (iiber dem
algebraischen Abschlufl von k(y1,...,yq)). Andererseits ist f eine Nullstelle
von P und somit sei (B f = fi, sei [/ = H?:z fj. Angenommen: f’ € k[Z].
Dann ist N(f) = ff’ ein Element in Iy N kfy1,...,yq], also N(f) = 0,
folglich f = 0 und damit Iy = (0), also Y = Z.

Es bleibt zu zeigen: f’ € k[Z]. Sei P(t) = Z?:o a;t', dann ist ag = N(f)
und ag = 1. In dem Korper k(y1,...,yq)[f] gilt

1_ ~a i—1 p_ 1 _ % o i—1 _ - i—1
f——;aof :f—fmf)——;%f N(f)——;aif
ist ein Element in k[Z]. .

Beweis. [Fortsetzung Theorem 4.1.3] Seien Hi, Hy C G zwei zusammen-
héngende abgeschlossene Untergruppen von GG. Wir betrachten die folgende
Operation von Hy x Hy auf G: (h1,h2) - g = hlghgl. Dann gilt:

(H1 X Hg)id = {(hl,hg) ’ hy = hg} ~ Hy N Hs.
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Fiir die Orbitabbildung u : Hy x Hy — G, (hi, h2) — hlhz_l, gilt:
dpia (X1, Xo) = X1 — Xo,

(siehe auch Beispiel 4.1.3) und somit Kerduiq ~ Lie Hy N Lie Hs.

Insbesondere: Sind Hy, Hy C G zwei zusammenhangende abgeschlossene
Untergruppen mit Lie H; = Lie Ho, so gilt Lie (Hy N Hy) = Lie H; = Lie Hy.
Da der Schnitt eine abgeschlossene Untergruppe von beiden ist, folgt aus
Dimensionsgriinden (Lemma 4.1.5): H; = Hy. Die Abbildung H — Lie H
ist also injektiv und nach obigen durchschnittserhaltend, und damit auch
inklusionserhaltend.

Sei nun p : G — G’ ein Morphismus von affinen algebraischen Gruppen
und sei H' C G’ eine Untergruppe. Da H = p~1(H') = p~1(p(G) N H'),
kann (E abgenommen werden: p ist surjektiv. Wir fassen G’ als G-Varietit
auf durch G x G' — G, (9,9") — p(g)g’. Betrachte die Orbitabbildung
w:G— G g— p(g). Wir folgern aus Lemma 4.1.4: dpuq ist surjektiv, und
Lie Kerp = Lie Gjq = Lie Kerdu;q. Sei

r = dim Lie Kerp = dim Gjq = dim G — dim G'.
Wegen der G-Aquivarianz folgt aus Theorem 2.8.1:
dim p~ ' (H') = r 4 dim H'.

Die Einschrankung p : H — H' ist surjektiv und damit ist auch duiq :
Lie H — Lie H' surjektiv, folglich Lie H C dp~!(Lie H'). Aber

dimdp~*(Lie H') = dim Lie H' + r = dim p~}(H') = dim Lie p~*(H'),
und damit gilt Lie p~!(Lie H') = dp~!(Lie H'). .

Satz 4.1.2 Seip: G — GL(V) eine rationale endlichdimensionale Darstel-
lung einer zusammenhdngenden affinen algebraischen Gruppe. Dann ist V
ein halbeinfacher G-Modul < V ist durch dp : ¢ — End(V') ein halbein-
facher g-Modul ist.

Beweis. Ist U C V ein G-Untermodul, so ist Ng(U) = G und damit gilt
nach Theorem 4.1.3: Ng(U) = Lie Ng(V') = g, also ist U ein g-Untermodul.
Umgekehrt, ist W C V ein g-Untermodul, so gilt Lie No(W) = g, also
dim Ng(W) = dim G, und somit aus Dimensionsgriinden: Ng(W) = G.
Folglich ist W auch ein G-Untermodul. Aber damit ist klar: V ist die
direkte Summe von einfachen G-Untermoduln dann und nur dann, wenn V
die direkte Summe von einfachen g-Untermoduln ist. °
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Satz 4.1.3 Sei G eine zusammenhdngende affine algebraische Gruppe und
sei Ad : G — GL(g) die adjungierte Darstellung. Dann ist Ker Ad = Z(G)
das Zentrum von G und Lie Z(G) = 3(g) = {X € g | [X,Y] =0VY € g} ist

das Zentrum von g.

Beweis. Sei g € G und bezeichne mit int g den Morphismus von affinen
algebraischen Gruppen int : G — G, h — ghg~!. Nach Theorem 4.1.3
ist int g die identische Abbildung dann und nur dann wenn das Differential
dintg = Adg : g — g die identische Abbildung ist. Aus dem Theorem folgt
ebenfalls:

Lie Z(G) = LieKer Ad = Lie (Ad™!(id))
=ad ~1(0)
= Kerad
={Xeg|[X,Y]=0VY €g}.

Korollar 4.1.2 Sei G eine zusammenhangende affine algebraische Gruppe.
Dann ist G kommutativ dann und nur dann wenn g kommutativ ist.

Satz 4.1.4 Sei G eine zusammenhdngende affine algebraische Gruppe und
sei H C G eine zusammenhdngende abgeschlossene Untergruppe. Dann ist
H ein Normalteiler dann und nur dann, wenn h = Lie H C g = LieG ein
Ideal ist (d.h.: VX €g,Y eh:[X,Y]€h).

Beweis. Ist H ein Normalteiler, so ist i C g ein Untermodul (beziiglich Ad ),
und da g = Lie G = Lie Ng(h) = Ng(h), folgt ad X(Y') = [X,Y] € b fiir alle
X €g,Y €h. Somit ist h = Lie H ein Ideal. Sei umgekehrt h C g ein Ideal.
Da g = Ny4(h) = Lie Ng(h) folgt G = Ng(h). Dann folgt fiir g € G:

LiegHg ! = Lieint g(H) = d(int g)h = Ad g(h) = b.

Damit haben H und gHg ! die gleiche Liealgebra, sind also gleich, und
somit ist H ein Normalteiler. °

4.2 Derivationen, Vektorfelder und Liealgebren

Sei Z eine affine algebraische Varietat. Mit 7 Z bezeichnen die Menge beste-
hend aus Paaren (z,0) mit z € Z und ¢ € T,Z. Um diese Menge wieder als
Varietét zu sehen, betten wir Z < k™ in einen k" ein, sei Iz C k[z1, ..., Zy)
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das Verschwindungsideal und sei Iz = (fi,..., fr) ein Erzeugendensystem.
Mit den offensichtlichen Identifikationen und (4.6) erhalten wir:
n gy g 0f;
TZ=1(z0) k" DK | fi(2) = ... = fr(2) = 0, (&U' )v:O .

Dies definiert 7 Z als eine algebraische Menge im k2" und ist daher eine affine
Varietat. Beachte, ist ¢ : Y — Z ein Morphismus von affinen Varietiten
mit Y C & und ¢ : k™ — k" so, daB ¢ = ¢|y, dann bekommen wir eine
induzierte Abbildung:

(6,do) : K" @K™ — K" D K", (y,v) = (d(y), doy(v))

Ist dabei ¢ = (hy,...,hy,) mit hj € k[yy, . .., ym] = k[E™], so ist

asy(0) = (G v

8yj

D.h., (¢,d¢) ist ein Morphismus von affinen Varietiten, und der zweite
Teil der induzierten Abbildung ist fiir festes y eine lineare Abbildung. Die
Einschrankung auf 7Y induziert eine Abbildung auf 7 Z, die, hoffentlich

ohne Verwirrung zu verursachen, einfach mit d¢ bezeichnet wird:

do:TY = TZ, (y,v)— (6(y),doy(v)).

Es bleibt zu zeigen, dafl die Struktur von 7 Z unabhéngig ist von der Ein-
bettung. Hat man zwei Einbettungen Z C k™, Z C k", so seien 7,,Z und
7,7 die entsprechenden Variatiten. Sind ¢ : k™ — k™ und ¢’ : k™ — k™
die Ausweitungen von Isomorphismen (so dafl ¢ o ¢’ und ¢’ o ¢ auf Z jeweils
die Identitat ergeben), so bekommt man induzierte Abbildungen:

do: K@ k™ — E"k" d¢/: K"k — kKmok™
U U und U U
do¢ : T2 — 1.7 d¢’ : 1.7 — T2

so daB d¢’' od¢|z1, 7z und dpodd’|7, 7 jeweils die Identitéat ergeben, d.h., d¢’
und d¢ sind Isomorphismen auf 7,7 respektive 7,7’

Wir bekommen mit der Konstruktion von 77 gleichzeitig einen Mor-
phismus von affinen Varietaten, die Projektion auf die erste Komponente:

7:TZ — 7, (z,v)— z
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Als ein (algebraisches) Vektorfeld bezeichnet man einen Morphismus, der ein
Schnitt ist zu 7w, d.h., o : Z — 7 Z ist ein Morphismus von affinen Varietaten
mit der Eigenschaft 7 o o0 = id.

Als eine Derivation auf Z ist ein Endomorphismus ¢ : k[Z] — k[Z] mit
der Eigenschaft 6(fg) = fo(g) + gd(f). Wir wollen diese beiden Begriffe
zusammenfiihren.

Beispiel 4.2.1 Sei Z = k", dann ist k[Z] = k[z1,...,2,]. Eine Derivation
0 ist eindeutig durch das Bild der x; bestimmt: Sei §(z;) = f;, dann sieht
man leicht:

. — 0
Mz = KZL T} i

Da umgekehrt alle wie oben definierten Abbildungen Derivationen sind,
haben wir damit alle Derivation auf k[Z] bestimmt.

Der Tangentialraum 7,7 = T, k™ in einem Punkt wird aufgespannt durch
die 8%1-’ .. Ein Vektorfeld o ist daher von der Form z — (z,) f’ia%i‘ 2)s
wobei die f; Funktionen auf Z sind. Soll das Vektorfeld algebraisch sein, so
miissen offensichtlich die f; reguldre Funktionen auf Z sein, d.h., die f; sind
Polynome. Damit folgt: Jedes algebraische Vektorfeld auf dem k™ ist von
der Form:

0
c:Z—>TZ, 2z (Z’Zfz(z)37’3)

wobei fi,..., fn € k[x1,...,2,]. Also: Auf dem k" sind Vektorfelder und
Derivationen in gewissem Sinne identische Objekte.

Wir wollen als néachstes zeigen: Derivationen und Vektorfelder sind auch
im allgemeinen Fall das Gleiche. Sei Z C k™ eine eingebettete affine al-
gebraische Varietdt, dann ist k[Z] = k[z1,...,n,]/Iz, wobei Iy das Ver-
schwindungsideal von Z in k" ist. Die Algebra k[Z] wird erzeugt von den
Klassen 7; € k[Z] der Erzeuger x; € k[z1,...,x,]. Sei § € Dery(k[Z]) eine
Derivation, dann ist ¢ eindeutig festgelegt durch die Bilder §(%;) = h;. Sei
hi € k[z1,...,xy) ein Lift und setze

S k" STk =k" o kK", oz (%Z}/L\z(x)aaxh:)
i=1 !

Umgekehrt, sei o : Z — 7 Z ein Vektorfeld. Dann ist o von der Form x —
(z, >0 hi(x)a%i\x) durch die Einbettung 7 C Tk™. Sei h; € k[z1,...,zy)

ein Lift von h; und sei & die Derivation:

~ "9
0 k[zy, ...,z — klx1, ..., 2], p'_)zhi(?x-(p)'
i=1 ’
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Satz 4.2.1 S|Z ist ein Vektorfeld auf Z und o induziert eine Derivation auf
k[Z]. Die Abbildungen § — 0|z und o — & sind zueinander invers und
induzieren einen Isomorphimus zwischen dem k[Z]-Modul Der (k[Z]) der
Derivationen auf Z und dem k[Z]-Modul der Vektorfelder Vekao(Z) auf Z.

Beweis. Sind 6,d" Derivationen und sind f, g € k[Z], so rechnet man leicht
nach, daf§ fé + gé’ wieder Derivationen sind. Ebenso rechnet man leicht
nach, dal mit 0,0’ auch fo + go’ wieder Vektorfelder auf Z sind. Folglich
sind also Der 1 (k[Z]) und Vekaiz(Z) Moduln iiber dem Ring k[Z].
Nach Konstruktion ist § ein Vektorfeld auf dem k™, somit definiert die
Einschrankung §|7 einen Morphismus von affinen Varietéten:
3\| 72 — TEk".

Um zu zeigen, dafl diese Abbildung ein Vektorfeld auf Z definiert, miissen
wir zeigen, dafl das Bild in 77 C Tk™ liegt. Sei I; das Verschwindungsideal
von Z:

I;={he€klzy,...,zn] | hlz =0} = (f1,---, [r)s
und sei f; =) aihm’inx’f ---x'n Dann gilt offensichtlich
> aiy, i, 0@ - Th) = 0.
Nun erhélt man fiir ein Monom:
5(@? .. jznn) — 22:1 Z‘thf? .. .524_1 .. f%n
= (i he (ool ai) Iz
und damit
0 = Yau,. i@ - T7)
= > Qiy,in ( Spy hegee (- 'wi}")) |z
= (S e (il i) )2
= (S b ()2

Da aber fur alle z € Z: fi(z) = ... = f(z) und somit
Sh(z) ... $i(2) hi(z)
=0,
Sr(z) ... () hn(2)

folgt fiir alle z € Z: Y7, @(2)%|z € T.Z C Tzk"™. Das zeigt, dafl das
Bild von 5\ 7z in T Z liegt (siehe (4.6)) und somit ist 3\\ z ein Vektorfeld.
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Bemerkung\ 4.2.1 In der Identifikation von 7,7 mit den Punktderivatio-
nen in z ist ¢, die Derivation f — 0(f)(2).

Zur Umkehrung: Sei o € Vek,y(Z) und sei ¢ die Derivation auf k[z1, .. ., 2]
definiert durch p — > 7, hia%i(p). Fir die Erzeuger f; des Ideals I; und
z € Z gilt: R

a(f;) = i hig(fi):

Die rechte Seite ist fiir ein festes z € Z gerade die j—te Zeile in

g—gjll(z) %(z) ha(z)
8r(z) . 8E(2) )\ Pal2)

Da der Vektor (hi(z),...,hn(z)) nach Vorraussetzung in 7,7 liegt, ist das
Produkt oben gleich Null, und damit gilt o(f;)|z = 0. Ist also f eine
Element des Verschwindungsideals, so ist f = Z;Zl grfr € Iz und damit

a(f) = a9 fr) =Y g fi+ Y 9;0(fj) € Iz,
j=1 j=1 j=1
Damit induziert aber & auch eine Derivation auf k[Z] = k[x1,...,z,]/12.
Man sieht nun leicht, dafl die beiden Konstruktionen invers zueinander
sind, und daf§ die Abbildungen alle k[Z]-linear sind. o

Satz 4.2.2 Sei Z eine irreduzible affine Varietit und sei z € Z ein glatter
Punkt. Dann gibt es eine offene affine Umgebung U C Z von z und einen
Isomorphismus ¢ : TU ~ U x k42 wobei der Isomorphismus linear ist
auf den Fasern von w und das folgende Diagramm mit pri als Projektion
auf die erste Komponente kommutativ ist:

TU % U xkimZ

lﬂ ' lprl (4.9)
v -4 U

Korollar 4.2.1 Ist Z eine glatte irreduzible affine Varietdt, dann ist m :
TZ — Z eine Zariski-lokal triviales Vektorbiindel, d.h., jeder Punkt besitzt
eine Zariski-offene affine Umgebung U, so daf 7~ (U) ~ U x k4™Z der
Isomorphismus ist linear auf den Fasern von w und man hat ein kommuta-
tives Diagramm wie in (4.9).
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Z)vzo}.

) = r, da z ein glatter Punkt ist. Es
z

gibt also einen (r x r)-Minor mdet : M,, — k, so daf} mdet(% ) # 0. Sei
tlz

Beweis. (E sei Z eingebettet in einen k™, so daf

0f;
8%2‘

TZ:{(z,v)ek"@k"]fl(z):...:fr(z):O,(

Sei r = n — dim Z, dann ist rg (3 ff

W C k™ die spezielle offene Teilmenge:
0
W = {z € k" | mdet( ff‘ );AO}

dann ist U = W N Z eine spezielle offene und nicht leere (z € U) Teil-
menge in Z. Dann gibt es aber (Lineare Algebra I, nur ein bischen allge-
meiner) eine (fiir alle x € U) invertierbare Matrix P(x), mit Koeffizienten
in k[x1,...,Tn]mdet, SO dafl

d d 0 .0 %
SL(z) ... i) 0 0 .
NIRRT P(x)|; = 7

und die letzten r Spalten sind linear unabhéngig fir alle z € U. Somit
induziert der Isomorphismus von affinen Varietiten

W x k™ =W x k", (z,v)— (z, P~ x)v)

durch Einschréankung auf U einen auf den Fasern von 7 linearen Isomorphis-
mus

of;j ‘
TU =7 U —= {(z,u) |z € U,(af‘ )P(x)u:O}:kad’mU,
der die Eigenschaften des Diagramms (4.9) hat. .

Korollar 4.2.1 kann man wie folgt in die Sprache der Moduln iibersetzen:
Sei S € k[Z] eine multiplikativ abgeschlossene Menge, zum Beipiel S =
{f" | n € N} fir ein f € k[Z], oder p C k[Z] ist ein Primideal und S =
k[Z] —p. Sei M ein k[Z]-Modul, unter der Lokalisierung Mg von M an S
(auch geschrieben als My im ersten Beispiel und M, im zweiten) versteht
man die Menge von Paaren (m, s), geschrieben ™, modulo der folgenden

Relation:
{2 |meM, seS}

2= ZL—,/ falls es 3s” € S : 8" (s'm — sm') =0
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Mg wird dann in natiirlicher Weise ein k[Z]g-Modul: f -0 = J;TW,L fiir ein
fE€k[Z], me M und s, € S, und%qLT—,/:% fiir m,m’ € M und
s,s € S.

Desweiteren, sei 6 € Der k[Z] eine k-Derivation. Wir wollen § zu einer
k-Derivation auf dem Quotientenkérper k(Z) ausweiten. Da 6(1) = 0, mufl
die Derivation § auf % den Wert 7;;((2]( ) annehmen, damit 0(1) =4(f %) =0
ist. Man rechnet leicht nach, dafl dann durch

5 <g> _ fog) = 95(f)
f f?

eine k-Derivation auf k(Z) definiert wird. Insbesondere folgt auch direkt aus
der Definition: Ist S C k[Z] eine multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge,
so definiert jedes ¢ € Der k[Z] eine Derivation auf k[Z]g. Da der natiirliche
Morphismus k[Z] — k[Z]s, [ — { injektiv ist, ist auch die Abbildung
Der ;k[Z] — Der ,k[Z]s injektiv und erweitert in natiirlicher Weise zu einer
Injektion von k[Z]s-Moduln

(Der 1k[Z])s — Der yk[Z]s. (4.10)

Andererseits: Sei 6 € Derk[Z]s. Da k[Z] endlich erzeugt ist, sagen wir
k[Z] = k[fi,..., fr], gibt es ein s € S, so daB sd(f;) € k[Z] fiir alle ¢ =
1,...,r. Das heifit, so definiert eine Derivation auf k[Z] und § ist somit im
Bild von (Der xk[Z])s, die Abbildung 4.10 ist also ein Isomorphismus.

Korollar 4.2.2 Sei Z eine irreduzible glatte affine Varietat. Dann ist der
Modul der Derivationen Der 1[Z] = Vekay(Z) ein lokal freier Modul diber
k[Z] vom Rang dim Z, das heifit, zu jedem Punkt z € gibt es eine spezielle
offene Umgebung U = Z¢ von z, so daf$ (Der yk[Z]); = Der yk[Z]; ein freier
k[Z] f-Modul vom Rang dim Z ist.

Beweis. Indem man f = mdet wie im Beweis von Satz 4.2.2 setzt, bekommt
man durch die Trivialisierung von 72y = Zy x k", r = dim Z = dim Z;,
einen Isomorphismus zwischen dem k[Z]; = k[Zf]-Modul der Verktorfelder
auf Zy und den der Morphismen Z; — k" (mit der standard Addition).
Letzteres ist offensichtlich ein freier Modul vom Rang r = dim Z, da jeder
Morphismus gegeben wird durch einen r-Tupel von regularen Funktionen:

w:Zy =k oz (fi(2),..., fr(2)).
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Bemerkung 4.2.2 Die richtige “Sprache” fiir diese Untersuchungen ist ei-
gentlich die der Garben, der Leser ist hier aufgefordet sich in der geeigneten
Literatur (Hartshorne, Eisenbud, Kunz) weiter zu informieren.

Als Warnung sei hier angemerkt: Betrachte die Menge der Richtungen
T9'°Z im Tangentialraum, die man durch ein globales Vektorfeld erhiilt:

197 ={veT.Z |30 e Vekaig(Z) : 0, = v}.

Dann ist nglObZ C T.Z ein Untervektoraum. Ist Z glatt, so sagt das Korol-
lar 4.2.2: T9°Z = T,Z. Ist Z nicht glatt, so ist dies in einem singuliren
Punkt im Allgemeinen ein echter Unterraum.

Beispiel 4.2.2 Z = {(z,y) € k* | 23—y? = 0}, also k[Z] = k[z,y]/(z3—1?).
Die Algebra hat als k-Vektorraumbasis die Klassen B = {z",7"y;n € N}.
Eine Derivation ist durch die Paare (§(Z),0(y)) € k[Z] x k[Z] bestimmt. Da
73 = 72, folgt 6(Z%) = 6(7?) und somit 3z26(Z) = 26(7)y. Die Derivationen
entsprechen also genau den Paaren:

Der k[Z] = {(f1, f2) € k[Z] | 32%f1 — 2y f> = O}
oder, als Vektorfelder nach 772 C k? ® k? aufgefaft:

Vekag(2) = {021~ (. fig Lo fo 2|32~ 20fa = 0. fu,fo € b2}

Sei f; =Y, ai ;T + >, bgyjfgﬂ, dann ergibt die Gleichung oben fiir die f;
folgendes System von Gleichungen:

ap,1 = ap2 = ai2 = 0; Vi > 0:3a;41,1 = 2b; 2 und 3b; 1 = 2a,42,2.

Der k[Z]-Modul Der 1 k[Z] wird daher erzeugt von zwei Elementen d, 62 mit:

(12@.6@) = (7.27) wd  (6@.6) = (7.27).

Der Modul Der ;k[Z] ist nicht frei, man hat die Relation: §d; — Zdy = 0.
Uber der offenen Teilmenge Zz = Z; = Z — {(0,0)}, die glatt ist, kann
man die Relation auflésen und erhélt: Der k[Zz] = Der k[ Z]z ist ein freier
Modul, erzeugt von 4, (%) = 7.

Betrachten wir nun den Ursprung z = (0,0). Dann ist dim 7pZ = k? von
der Dimension 2 aber dim Z = 1, somit ist dies kein glatter Punkt. Beachte
auch, das alle Vektorfelder im Ursprung verschwinden, also

797 =0 C T.Z = k*.
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4.3 Gruppenoperationen und Vektorfelder

Ist ¢ : Z — Z ein Automorphismus, so induziert d¢ : 7Z — 7T Z einen
Automorphismus, der linear ist fiir festes z € Z. Ist also 0 : Z — 7 Z ein
Vektorfeld, so ist d¢*(c) = d¢ o o 0 ¢~ wieder ein Vektorfeld.

Identifizieren wir wieder die Vektorfelder mit den Derivationen. Es sei
erinnert, da8 ¢ : k[Z] — k[Z] ein Algebraautomorphismus ist. Daher ist
d¢(8) = ¢f 0 § o (¢71)* wieder eine Derivation.

fJbung 4.3.1 Zeige: Unter der Korrespondenz Vektorfelder < Derivatio-
nen, o < o, wird d¢*(o) auf d¢(c) abgebildet.

Sei nun G eine affine algebraische Gruppe und sei Z eine affine G-Varietat.
Wir betten Z — V (G-dquivariant in eine endlichdimensionale rationale
Darstellung ein, d.h., V ist ein endlichdimensionaler (rationaler) G-Modul
und Z C V ist ein G-stabile Zariski-abgeschlossene Teilmenge. Wir wis-
sen, daff dann k[V] eine rationale G-Darstellung ist, und G operiert durch
Algebraautomorphismen.

Folglich ist k[V] auch ein rationaler g-Modul, g = Lie G. Das heifit, k[V]
ist eine Summe von endlichdimensionalen Darstellungen. Ist f € k[V] und
X € g, so schreiben wir X f fiir die Funktion, die man aus f durch die
Anwendung von X bekommt. Mit der Epsilontik 148t sich X f wie folgt
berechnen: Fiir alle v € V gilt:

((id+eX)f) (v) = f((Id — eX)v) = f(v — eXv) = f(v) + (X f)(v)
Beispiel 4.3.1 Sei G = SLy(C), V =

(O
f(z,y) = 2"y™ € Clz,y] = C[C?], u = <Z> und X = (a b):

CcC —a

und sei g = sly(C). Dann gilt fiir

(“Hr0r) = (6 -e0(y))

=(u — e(au + bv))" (v — e(cu — av))™

n+1,Um71 _

nbunflvm+1:| ‘

=u"" + € [(ma — na)u™"™ — mecu
Damit folgt: Xf:{a(y%—$%)—cw%—by%}f.
Satz 4.3.1 g operiert auf k[Z] durch Derivationen.

Beweis. Sei zundchst Z = V ~ k" eine G-Darstellung. Sei v = ), a;e;,
sei u = Xv = Zj bje; und sei f homogen vom Grad m. Wie man leicht
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nachrechnet (zum Beipiel an Monomen der Form z}"* --- 2], gilt

flo=" ebje;) = f(v) + €d_ul,(f)

J

Aus der Gleichung (4t f(v) = f(v — >_jebjej) = f(v) + (X f)(v) folgt:
X operiert auf k[V] durch (X f)(v) = O(_xu)lo(f), und damit gilt:

X(fr)(v) = —xuvlo(fh)
= (v) xv) o (h) + 1(0V)0—xv) o (f)
= (v)(Xh)( ) + h(v)(X f)(v)

Folglich: X (fh) = f(Xh)+ h(Xf).

Sei Z — V eingebettet in eine Darstellung und sei Iz C k[V] das Ver-
schwindungsideal von Z. Da Z eine G-Varietat ist, ist das Ideal I C k[V]
eine Unterdarstellung von G: f € Iz = 9f € [z Vg € G. Damit ist Iz auch
eine Unterdarstellung von g. Die Derivationen gegeben durch die Elemente
aus g induzieren daher auch Derivationen auf k[Z] = k[V]/Iz. .

Sei G eine zusammenhéngende affine algebraische Gruppe und sei A die
Linkstranslation auf k[G], d.h., A : k[G] — k[G], (\,f)(h) = f(g~*h), und
sei p die Rechtstranslation auf k[G], d.h., (pgf)(h) = f(hg). Eine Derivation
0 heifit linksinvariant wenn

Agod=00NVgeQG,

und entsprechend werden die rechtsinvarianten Derivationen definiert. Uber-
setzt man dies in die Sprache der Vektorfelder, so sind die linksinvarianten
Vektorfelder genau die, fiir die gilt:

d\joo=00),VgEG,

und entsprechend werden die rechisinvarianten Vektorfelder definiert. Of-
fensichtlich ist eine Derivation links- (rechts)-invariant dann und nur dann
wenn das zugehorige Vektorfeld links- (rechts)-invariant ist, und umgekehrt.
Bezeichne mit £(G) die Menge der links-G-invarianten Vektorfelder auf G
und sei R(G) die Menge der rechts-G-invarianten Vektorfelder auf G.

Satz 4.3.2 Die Abbildung o — oliq definiert einen Liealgebraisomorphis-
mus zwischen L(G) (respektive R(G)) und g = LieG.

Beweis. Linearkombinationen von links- (rechts-) invarianten Derivatio-
nen sind wieder links- (rechts-) invariant, somit bildet £(G) (respektive
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R(G)) einen Untervektorraum des Raums aller Derivationen auf G. Die
Derivationen bilden eine Liealgebra mit der iiblichen Klammer: [4,d] =
d 0" — ¢ 04, und man rechnet leicht nach, daff die Klammer von £(G) (re-
spektive R(G)) invarianten Derivationen wieder ein £(G) (respektive R(G))
invariante Derivation ist.

Somit bilden (unter der Bijektion Vektorfelder «» Derivationen) sowohl
L(G) als auch R(G) eine Liealgebra. Die Abbildung ¢ — oliq ist of-
fensichtlich linear, und, wegen der G-invarianz injektiv: Sowohl beziiglich
der Rechtsmultiplikation als auch der Linksmultiplikation ist GG ein Orbit,
ein G-invariantes Vektorfeld ist damit durch seinen Wert an einem Punkt
vollstangig bestimmt. Um die Surjektivitdt zu zeigen, sei fiir X € g und
f € k[G] die Funktion f * X definiert durch: (f * X)(g) = X (¢ 'f), wobei
X hier als Punktderivation im Punkt id operiert.

k[G] ® k[G] der

Ubung 4.3.2 Zeige: f* X € k[G]. Hinweis: Sei pf : k[G] —
=Y fi ®gi. Zeige:

Komorphismus der Multiplikation. Fiir f € k[G] sei pf(f)
Ag=1f =2 fi(9)gi, und damit f X =3 (Xg;)f;.

Zunéchst einmal gilt fir f, h € k[G]:
(fh*X)(g) = X(9 'fh) = X(9 9 'h)
= X(9)7 'h(id) + 9 f(id)X(7 h)

= X7 Nhlg) + f(9)X( 'h)
= ((f+ X)h+ f(h* X))(9)

und damit ist *X eine Derivation, die k-Linearitat ist klar. Zudem gilt
(C(f X9 = (F+X)(g )
= X((7f)
((9F) * X)(9))
und damit ist *X G-linksinivariant.

Ubung 4.3.3 Definiere ebenso wie in Ubung 4.3.2: (f " X)(g) = X (pyf).
Zeige: f*" X € k[G], und "X definiert so eine rechtsinvariante Derivation
auf k[G], so daB das zugehorige Vektorfeld an id den Wert X hat.

Sei nun ¢ eine linksinvariante Derivation, dann gilt wegen der G-Invarianz:

(f *8a)(9) = $a(®" ) = 8¢ F)(id) = (5(/)(id) = 6(f)(9).
und damit 6(f) = (f * dig). Ist X € g, so folgt fiir die Derivation *X:

(:X)ia(f) = (f * X)(id) = X(97f) = X(f),
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und somit ergibt umgekehrt die Derivation *X an der Stelle id wieder die
Punktderivation X. Damit ist gezeigt, daf die Abbildung 6 — d|;q ein Vek-
torraumisomorphismus zwischen £(G) und g definiert, mit der Umkehrab-
bildung X +— *X.

Als néchstes mufi man sich iiberlegen, dafl diese Abbildung ein Lieal-
gebrenhomomorphismus ist. Dazu schauen wir uns genauer die Operation
von *X an. Sei pu: G x G — G die Multiplikationsabbildung, und sei uf :
k[G] — k[G] ® k[G] der Komorphismus. Fiir f € k[G] sei pf(f) =3 fi @ s,
dann ist

(Ag-1£)(R) = filg)gi(h) = A f =D filg)g

Damit folgt:

(f*X)( ) (g lf) Zfz gl Zfl ng

und somit: fx X = (Xg;)fi- Als Folgerung bekommen wir fir X,Y € g
und f € k[G]:

(f=Y)x X)(e) =D (Yg)(fix X)(e) = > (Xf:)(Ygs)

Eine andere Art diese Konstruktion zu sehen ist wie folgt: Fiir X, Y € g sei
X ®Y : k[G] ® k[G] — k die Abbildung definiert durch f ® h+— (X f)(Y'h)
(Ubung: dies ist wohldefiniert). Fiir X, Y € g sei nun X - Y definiert durch
XY =(X®Y)out. Also fiir f € k[G] sei pf(f) = fi ® gi, dann ist

= STX(F)Y () = (X-Y)(f) = (F «¥) = X)(e)

Um die zu beweisen, daBl § — g ein Liealgebrenhomomorphismus ist,
miissen wir zeigen, daf} die Lieklammer auf den Derivationen in die Lieklam-
mer auf den Matrizen iibergeht. Es reicht, den Fall G = G'L,, zu betrachten.
Die “Matrix einer Punktderivation” X in id ist die Matrix Ax = (a;;)
mit X(z;;) = a;;. Entsprechend sei fiir Y die Matrix By = (b;;) mit
Y (z;;) = b; ;. Dann gilt

(X - Y)(wiy) = (X@Y)O_ mie®@wes) =Y aidey,
14 0

dies ist gerade der (i, j)—te Eintrag in der Matrix Ax By. Damit haben wir:

((*X £V — #Y X)(g;i,j)(e)) - ((X Y Y. X)xi,j) = [Ax, By].
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Die Rechnung fiir rechtsinvariante Vektorfelder ist gleich und bleibt dem
Leser tiberlassen. °

Die folgende Ubung erklirt den Zusammenhang zwischen den linksin-
varianten und den rechtsinvarianten Vektorfeldern:

ﬂ'bung 4.3.4 Seilnv: G — G, g +— g~ ! der Isomorphismus von Varietéiten
gegeben durch das Invertieren, und sei dInv der induzierte Isomorphismus
TG — T(@G. Dann ist o ein linksinvariantes Vektorfeld dann und nur dann
wenn dInv o ¢ o Inv ein rechtsinvariantes Vektorfeld ist, und fir X € g
gilt: dInv o (*X) o Inv = *"(—X), wobei *"(—X) das durch —X eindeutig
bestimmte rechtsinvariante Vektorfeld ist.

Hinweis: Zeige, daBi Ag(f o Inv)(h) = Y fi(h™1) @ gi(g) fiir pf =X fi ® gi,
und somit [Inv o (+X) o Inv*](f) = . =X (f;) © g:.

Sei Z eine affine G-Varietat. Eine besondere Klasse von Vektorfeldern auf
Z erhalten wir auf die folgende Weise: Sei X € g = Lie G fest gewahlt, und
sel ox : Z — T Z das Vektorfeld definiert in einem Punkt 2z € Z durch:

Ux(z) = (27 dNZ(X))’

wobei p, : G — Z, g — gz, die Orbitabbildung und du, : g — T.Z das
Differential ist.

Satz 4.3.3 Das Vektorfeld ist ox ist ein algebraisches Vektorfeld auf Z mit
der Eigenschaft dg(oaq4-1(x)(2)) = ox(g2) fir alle g € G. Die Abbildung
X — o_x ist ein Liealgebrahomomorphismus in von Lie G in die Liealgbra
V(Z) der Vektorfelder auf Z. Die zugehérige Derivation ist die in Satz 4.3.1
gegebene Operation von Lie G auf k[Z].

Beweis. Betrachte die Abbildung
V:GxZ—->GxZ, (g9,2) (g9,92).

Dies ist ein Isomorphismus von affinen Varietdten, der einen Isomorpismus
dV : TGxTZ — TG xT Z induziert. Ist also o ein algebraisches Vektorfeld
auf Gx Z, dann ist auch dWooo¥ ! auch wieder ein algebraisches Vektorfeld.

Fir X € gseio = ("X, 0) das Vektorfeld, das in der ersten Komponente
das rechtsinvariante Vektorfeld zu X auf G ist und der Nullschnitt in der
zweiten Komponente. Setze 0 = dW o5 o U1, dann ist

o(id, 2) = dW(q ) (X, 0) = ((id, 2): (X, dpe=(X)) ).
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Die Einschrankung o|(iq,z) ist ein Morphismus o|(q,7) : id x Z — g x T Z,
dessen Projektion auf die zweite Komponente dann das gewiinschte alge-
braische Vektorfeld ox : Z — 7Z mit ox(z) = (z,dp, (X)) liefert.

Indem wir Z — V in eine Darstellung einbetten, sehen wir sofort mit
der Epsilontik fiir v € V, h € G und X € LieG: du,(X) = Xv und

dppy (X) = Xho = h(h™ X h)v = dh(u,(Adh™1H(X)).

Ebenso folgt (siche Beipiel 4.3.1 und der Beweis von Satz 4.3.1) aus der An-
wendung der Epsilontik auf die Linearformen z;: o_x ist das Vektorfeld zur
Derivation erhalten aus der G-Operation auf k[V]. Insbesondere, die Abbil-
dung LieG — End(k[V]), X — o_x, ist ein Liealgebrahomomorphismus.
Wie iiblich gelten dann die gleichen Argumente auch fiir Z — V. °

Definition 4.3.1 Eine endlichdimensionale Liealgebra g heifit halbeinfach,
wenn sie aufler der 0 kein kommutatives Ideal besitzt. Eine zusammen-
héngende affine algebraische Gruppe G heifit halbeinfach, wenn sie aufler
{id} keinen zusammenhéngenden abgeschlossenen kommutativen Normal-
teiler besitzt.

Satz 4.3.4 Sei G eine zusammenhdngende affine algebraische Gruppe. Dann
gilt fiir g = LieG:

G st halbeinfach < g ist halbeinfach

Beweis. Ist N C G ein kommutativer zusammenhéangender abgeschlossener
Normalteiler, so ist Lie N ein kommutativer Ideal in g (Korollar 4.1.2 und
Satz 4.1.4), und beide haben die gleiche Dimension. Damit folgt “<”.

Sei Umgekehrt G halbeinfach und n C g ein kommutatives Ideal. Sei
H C G die Zusammenhangskomponente der 1 des Zentralisators von n in
G, dh, H=1{g € G| gng ! =nv¥n € n}°. Dann ist h = Lie H der
Zentralisator in g von n (Theorem 4.1.3). Da n ein Ideal ist, ist auch der
Zentralisator von n ein Ideal (Ubung), und damit ist H ein Normalteiler
in G (Satz 4.1.4). Dann ist aber auch die Zusammenhangskomponente des
Zentrums Z(H)? von H ein Normalteiler in G, mit Liealgebra 3(h) D n
(Satz 4.1.3). Da G halbeinfach ist folgt Z(H)? = 1 und somit n = 0. o

Aus der Darstellungstheorie (Weyl’s Theorem) der halbeinfachen Lieal-
gebren folgt:

Theorem 4.3.1 Jede endlichdimensionale rationale Darstellung einer halb-
einfachen affinen algebraischen Gruppe ist die direkte Summe von einfachen
Darstellungen.
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Beweis. Aus Satz 4.1.2 folgt: Jede endlichdimensionale rationale Darstel-
lung p : G — GL(V) halbeinfach ist dann und nur dann wenn dp : g —
EndV eine halbeinfache Darstellung der Liealgebra ist. Weyl’s Theorem
besagt, dafl das der Fall ist fiir halbeinfache Liealgebren. °

Sei G € GL(V) eine affine algebraische Gruppe und sei k[V]¢ die Alge-
bra der G-invarianten Polynome k[V]¢ auf V, d.h.,

KVIY = {fekV]|9f=fVgeG}
= {f €k[V]] f ist konstant auf den G-Bahnen}

Theorem 4.3.2 Sind alle endlichdimensionalen rationalen Darstellungen
von G halbeinfach (zum Beipiel G ist halbeinfach oder G C GL,(C) ist
quasihermitsch), dann ist die Algebra k[V]9 auf V' endlich erzeugt, d.h., es
gibt G-invariante Funktionen f1,..., fr, so daf k[V]® = k[f1,..., f,].

Die Varietit VG = MaxSpec k[V]¢ wird der kategorische Quotient von V
nach G genannt.

Theorem 4.3.3 V//G parametrisiert die abgeschlossenen Orbiten, d.h., die
Inklusion k[V]S < Ek[V] induziert einen surjektiven Morphismus 7 : V —
V)G, der konstant ist auf den Bahnen, und die Faser iber jedem Punkt
enthdlt genau einen abgeschlossenen Orbit. Weiter ist das Bild einer G-
stabilen abgeschlossenen Teilmenge abgeschlossen, und sind Z1,Zs C 'V G-
stabil und abgeschlossen, so ist (21 N Za) = 7(Z1) Nw(Za).

Beweis. (Theorem 4.3.2 und 4.3.3) Da G die natiirliche Graduierung auf
k[V] respektiert, sieht man leicht, dal ein Polynom G-invariant ist dann
und nur dann wenn alle seine homogenen Teile auch invariant sind. Die
homogenen Komponenten k[V],, C k[V] sind aber endlichdimensionale ra-
tionale Darstellungen, wir konnen daher ein Komplement S von k[V]% in kV/
finden als G-Modul: k[V] = k[V]¢ @ S, wobei S = > vckp) U die Summe
aller einfachen Moduln in k[V] ist, die nicht die triviale Darstellung ist.
Dann ist S gleichzeitig auch ein k[V]%-Modul, und k[V]9S N k[V]¢ = 0.

Seien nun f1,...,f, € k[V]% und sei I C k[V] das von diesen erzeugte
Ideal, also I = »7%_, k[V]f;, Dann ist EVISNI = > i1 k[V]9f; das von
diesen Funktionen erzeugte Ideal in k[V]. Da k[V] noethersch ist und alle
aufsteigenden Ketten von Idealen stationir werden, erfillt somit k[V]¢ auch
diese Bedingung, ist also noethersch. Damit ist insbesondere das homogene
Ideal J = {f € k[V]¢ | deg f > 1} der Invarianten positiven Grades endlich
erzeugt, also J = (f1,..., fr) mit f ..., f, homogen vom Grad d;.
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Sei k[f1,...,fr] C k[V]® die Unteralgebra erzeugt von den f;. Per In-
duktion iiber den Grad zeigt man: k[fi,..., f,] = k[V]®. Dies ist klar fiir
die konstanten Funktionen. Sei also bereits gezeigt k[f1,..., fr]; = k[V]JG
fiir alle j < m und sei f € k[V]$. Dann ist f = > a;f; mit a; € k[V]¢
homogen und vom Grad echt kleiner als m, und somit sind die a; selbst
Element in k[f1,..., f;], also auch f € k[f1,..., f].

Somit ist V)G = MaxSpec k[V]“ eine affine Varietit, und die Inklusion
k[V]¢ C k[V] induziert einen Morphismus von affinen Varietiten w : V —
V/G. Ist v € V mit Maximalideal m, C k[V], so ist w(v) € V/G der Punkt
mit Maximalideal my () =m, N E[V]C. Da mg, = gm, = {9f| f € m,} und
offensichtlich mg, Nk[V]Y = m, Nk[V]C, ist klar, daf m konstant ist auf den
Bahnen. Sei z € V//G mit Maximalideal m, C k[V]%, sei m C k[V] das von
m in k[V] erzeugte Ideal. Da mNk[V]¥ = m, ist, folgt m # k[V]. Es existiert
daher ein maximales Ideal m, C k[V] fir ein v € V mit m, D m, und daher
“r(v) = m, NEk[V]® =m, = 2”. Die Abbildung 7 ist also surjektiv.

Sei nun z € V//G und sei v € V so, dafl w(v) = z. Da der Morphismus
konstant auf dem Orbit Gv ist und stetig (in der Zariski-Topologie), gilt
auch 7(Gv) = 2. Angenommen Gv # Guv. Betrachte die Orbitabbildung
G — Gv, g — gv. Dann enthilt das Bild eine in Gv offene Teilmenge U
(Theorem 2.8.1). Also ist der Orbit Gv = |J g gU selbst offen in seinem

Abschlu8 Gv. Damit ist Y = Gv — G also eine echte abgeschlossene Teil-
menge von Gv, insbesondere gilt dimY < dim Gv. Somit gilt auch fiir jedes
y € Y: dimGy < dimGv. Da 7(y) = m(v) folgt per Induktion iiber die
Dimension der Orbitabschiisse: Es gibt in Gv einen abgeschlossenen Orbit
Gy C Gv. Somit gibt es zu jedem z € V//G ein v € V, so dal w(v) = 2z und
der Orbit Gv ist abgeschlossen.

Seien nun Y, Z C V zwei G-stabile Varietdten, dann sind die Verschwin-
dungsideale Iy und Iz Unterdarstellungen von k[V]. Aus der isotypischen
Zerlegung folgt sofort: (Iy + Iz) Nk[V]Y = (Iy + Iz) Nk[V]® und damit
m(ZNY)=n(Z)N=n(Y). Insbesondere: Disjunkte abgeschlossene Orbiten
haben disjunkte Bilder, also liegt in jeder Faser 7~ 1(2) fiir z € V//G genau
ein abgeschlossener Orbit. o

Bemerkung 4.3.1 Sei Z eine affine G-Varietéit, so kann man Z G-aquivariant
einbetten in ein Darstellung V. Sind alle endlichdimensionalen rationalen
Darstellungen von G halbeinfach, so kann man 7 : V' — V//G einschrinken
auf Z, bezeichne das Bild mit Z//G. Dies ist nach dem obigen Theorem eine
affine Varietiit, mit Koordinatenring k[Z]¢.

Ubung 4.3.5 Zeige: Z)|G zusammen mit der Abbildung 7 : Z — Z//G
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hat die folgende universelle Eigenschaft: Zu jedem Morphismus von affinen
Varietaten ¢ : Z — Y, der konstant ist auf den G-Bahnen in Z, gibt es eine
eindeutig bestimmten Morphismus von affinen Varietiten ¢’ : Z)G — Y,
so dafl ¢ =)' o .

4.4 Isomorphismen von algebraischen Gruppen

Zunéchst etwas algebraische Geometrie. Sei ¢ : Z — Y ein dominanter
Morphismus von affinen irreduziblen Varietdten gleicher Dimension. Die
Inklusion k[Y] — k[Z] induziert eine Inklusion k(Y) — k(Z), die eine
endliche Korpererweiterung ist. Der Grad [k(Z) : k(Y)] heifit auch der
Grad der Abbildung.

Satz 4.4.1 Es gibt eine offene dichte Teilmenge U C Y, so daf fiir alle
y € U die Faser aus genau [k(Z) : k(Y')] Punkten besteht.

Beweis. Die Korpererweiterung k(Y) — k(Z) ist endlich und separabel,
besitzt also ein primitives Element r € k[Z] mit Minimalpolynom f(7) =
Z?Zol a;T7 +T™, a; € k(Y). Sei b ein gemeinsames Vielfaches der Nen-
ner der ag, ..., am—1, dann ist br auch ein primitives Element. Sei f(T) =
(aph™) + (a1b™ )T + ... + (am_1b)T™ ' + T™, dann ist f(br) = 0. In-
dem man also r geeignet durch ein ' = br, b € k[Y], ersetzt, kann man
annehmen: Die Koeffizienten a; des Minimalpolynoms liegen in k[Y]. Sei
k[Z) = k[Y][f1,..., [+], jedes der f; ist von der Form Y h;r? mit h; € k(Y).
Durch Ubergang zu einer offenen Teilmenge kann man die h; alle als in-
vertierbar auf Y annehmen, also (B k[Z] = Z;-";Ol k[Y]ri.

Sei y € Y mit Maximalideal m,, dann ist ¢~'(y) = V(m,k[Z]) und
ko™ (y)] = k[Z)//myk[Z] ~ @;kr) ~ k[T]/F(T) mit f(T) = 7% ;T +
T™ und @; = a; mod m,. Es besteht also die Faser aus genau m Punkten
wenn f(T') genau m verschiedene Nullstellen hat. Sei D die Diskriminante
von f, auf der offenen Teilmenge auf der diese nicht verschwindet, ist dies
der Fall. .

Satz 4.4.2 Ein dominanter Morphismus ¢ : Z — Y 1ist generisch injektiv
& ¢ st birational, d.h. [k(Z) : k(Y)] = 1. Und weiter ist ¢ birational
& 3 spezielle offene Teilmenge W C'Y so daf8 fiir U = ¢~ Y(U) C Z, gilt:
¢lu : U — W ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die erste Aquivalenz ist offensichtlich. Die Richtung “<” ist bei
der zweiten Aquivalenz auch klar, es bleibt die Richtung “=" zu zeigen. Wir
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identifizieren die beiden Funktionenkorper und bekommen wegen der Dom-
inanz Inklusionen kY] C k[Z] C k(Z) = k(Y). Sei k[Z] = k[Y][f1,--., fi]
mit f; = g;/h;, wobei g;, h; € k[Y]. Dann ist offensichtlich fir h = hy -+ - hy:
kY], C k[Z]n, und damit Y}, ~ Zj,. °

Korollar 4.4.1 Ein bijektiver Morphismus ¢ : G — G’ zwischen zusam-
menhdangenden affinen algebraischen Gruppen ist ein Isomorphismus.

Beweis. Der Morphismus ist birational nach Satz 4.4.2, sei G’f C G eine
spezielle offene Teilmenge, so dafl ¢*1(G}) — G'f ein Isomorphismus ist.
Indem man die offenen Teilmengen durch g € G’ verschiebt, findet man eine
endliche offene ["Jberdeckung von G’ durch spezielle offene Teilmengen, so
dafl die Einschrankungen jeweils Isomorphismen sind.

Beachte: G = UGy, und damit § = OV ((9f)) = V((%f : g € G')).
Da k[G'] noethersch ist, kann aus den 9 f also eine endliche Teilmenge aus-
gewdhlt werden, so da 1 € (f1,..., fr), also G' = J;_, G/fﬁ und die Inklu-
sion k[G'] C k[G] ist jeweils Gleichheit nach Lokalisierung k[G']f, = k[G]y, C
k(G) = k(G).

Sei f e kG = N;k[G]y, 2 k[G], es gibt also Potenzen n; € N
und h; € k[G'], so daB f = h;/f]" in k[G']f,. Indem man h; durch hifl-N_”"
ersetzt falls notig, kann man sogar annehmen: f = h;/f in k[G']}, fiir eine
festes N € N.

Nun ist 1 € (f1,..., fr), und sogar in (f{¥,...,fN). Sei 1 = ZjaijN
mit a; € k[G'], dann gilt

F=1-0_af)= Zh ijfek ),
j Z

und somit auch k[G'] 2 k[G]. o

4.5 Wurzeln und Gewichte

Sei GG eine affine zusammenhéngende algebraische Gruppe. Ein Torus T in
G ist eine zusammenhéngende abgeschlossene Untergruppe, die, als affine
Gruppe, isomorph ist zu T, fiir ein n. Der Torus T C G wird mazimaler
Torus genannt wenn er in keinem weiteren Torus in G echt enthalten ist.

Beispiel 4.5.1 Die Gruppe T,, C GL,, ist ein maximaler Torus, und ebenso
die Gruppe T' = T, N SL,. Desweiteren sind die Gruppen 7" C G im
Abschnitt 1.6 alles maximale Tori in den jeweiligen Gruppen G.
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Sei G eine affine algebraische Gruppe. Mit X(G) bezeichnet man alle
Charaktere von G, d.h., alle eindimensionalen Darstellungen von G. Natiirlich
ist X(G) C k[G], es sind insbesondere invertierbare Funktionen. Beziiglich
der Multiplikation in k[G] bilden sie eine Untergruppe von k[G]. Dabei
entspricht die Multiplikation dem Tensorprodukt der Darstellungen, und der
Ubergang zur inversen (1/f) Funktion entspricht dem Ubergang zur dualen
Dastellung. Ist G zusammenhéngend und x € X(G), so ist x(G) = 1 oder
X(G) = k*, insbesondere ist also X (G) eine torsionsfreie abelsche Gruppe.

Lemma 4.5.1 Sei G eine abstrakte Gruppe und sei X(G) die Menge aller
Homomorphismen x : G — k*. Dann bilden die X (G) eine linear unabdngige
Teilmenge in der Algebra aller k-wertigen Funktionen auf G.

Beweis. Sei x1,...,Xn eine minimale linear abhéngige Teilmenge, also seien
ohne Einschrankung x1, ..., xn—1 sind linear unabhéngig und Z?;ll a;Xi +
Xn = 0. Da x1 # xn, sei y € G so, daB x1(y) # xn(y). Dann gilt fiir alle
g e G:

n—1 n—1
> aixilgy) + xnlgy) = 0= aixi(9)x:(¥) + xn(9)xa(y) =0
i=1 =1

aber natiirlich auch Z?:_f a;Xi(9)xn(¥) + xn(9)Xn(y) = 0, und damit

n—1

> (Xi(y) - Xn(y))Xi(g) =0

i=1

mit von Null verschiedenen Koeffizienten, im Gegensatz zur Annahme. e

Satz 4.5.1 FEine zusammenhdngende abgeschlossene Untergruppe eines Ty,
ist ein Torus, insbesondere ist X (T) eine endlich erzeugte freie abelsche
Gruppe und somit isomorph zu einem Z™. Weiter bildet X (T') eine Basis des
k-Vektorraums k[T|, und die Charaktere von T sind von der Form x|r fir
ein x € X(Ty,). Sei andererseits Y (T) die abelsche Gruppe aller Morphismen
p: k™ — T. Dann definiert die bilineare Form:

() 1 X(T) x Y(T) = Z, (x, p) = (x,p) wobei x(p(t)) = t™? Vi € k*
eine nicht-ausgeartete Paarung zwischen X(T') und Y (T).

Beweis. Fiir T = T, ist k[T,,] = k[z},..., 2], und alle Charaktere sind von

rrn

der Form x(t) = (' --- 2% (¢) fir ai,...,a, € Z. Insbesondere ist X (7))
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isomorph zu Z", und die Charaktere bilden ein Basis des k-Vektorraums
k[T,).

Sei nun T' C T, eine zusammnhangende abgeschlossene Untergruppe.
Die Abbildung k[T,,] — k[T] ist surjektiv, und die Einschréankung eines
Charakters ist wieder ein Charakter. Daher bilden die x|r mit x € X (T5,)
ein Erzeugendensystem von k[T als k-Vektorraum. Lemma 4.5.1 besagt
aber, daf§ die Charaktere linear unabhéngig sind, also bilden die x|7 mit
X € X(T),) eine Basis des k-Vektorraums k[T’], und insbesondere:

X(T) = A{xlr | x € X(T»n)}.

Damit ist X(7") als Quotient einer endlich erzeugten abelschen Gruppe
wieder eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, und, da T zusammenhéngend
ist, auch torsionsfrei. Es folgt: X (7T") ~ Z™ fiir ein m € N.

Sei x1,.-.,Xm € X(T) eine Basis, und sei ¢ : T" — T,,, der Morphis-
mus von affinen algebraischen Gruppen t — (xi(f),...,xm(t)). Der Ko-
morphismus 1% : k[T,,,] — k[T] schickt ein Monom x{' .. 2% € k[T},] auf
X7t x&m € k[T]. Die z{*---z% bilden eine Basis von k[T},] und die
X7' - x%m bilden eine Basis von k[T, der Komorphismus ist also ein Iso-
morphismus, und damit ist auch ¥ : T" — T,,, ein Isomorphismus.

Fir T = T, sei ¢; die Projektion auf die i-te Koordinate und sei p; die
Einbettung von k* in die i-te Koordinate von 7;,. Dann bilden die ¢; und
rho; jeweils ein freies Erzeugendensystem von X (7') und Y (T'), das dual
zueinander ist beztiglich (-, -). o

Fiir einen Beweis des folgenden Theorems verweisen wir auf die Blicher
von Borel, Humphreys oder Springer iiber algebraische Gruppen.

Theorem 4.5.1 Sei G eine affine algebraische Gruppe. Alle mazimalen
Tori in G sind konjugiert.

Sei nun p : G — GL(V) eine endlichdimensionale rationale Darstellung
und sei 7' C G ein maximaler Torus. Die Einschrankung p|p : T'— GL(V)
ist dann eine rationale endlichdimensionale Darstellung von 7. Aus Korol-
lar 3.1.1 folgt: Die Darstellung ist die direkte Summe von 1-dimensionalen
Darstellungen. Zu x € X (T') sei

Vi={veV|pt)=x@)},

genannt der Gewichtsraum von V' zum Gewicht v. Der T-Modul V zerfallt
in die direkte Summe seiner Gewichtsrdume V = @, . x(r) Vo-
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Sei Z[X] der Gruppenring der Gruppe X (T') mit Basis {e” | v € X}.
Die formale Summe
CharV = Z dim Ve
veX
wird der Charakter der Darstellung genannt. Wir fassen e¢” als Funktion
auf T" auf durch e”(t) = v(¢), somit konnen wir auch Char V' als Funktion
auffassen: Char V(t) = )  x dim V,e”(t). Dann ist aber

Char V(£) = Tr p(2),

nicht weiter als die Spurfunktion auf der Darstellung.

Betrachten wir eine spezielle Darstellung, die adjungierte Darstellung
Ad : G — GL(g). Sei wieder T ein maximaler Torus in G, dann wird die
Menge

d={veX|v#£0,g, #0}
die Menge der Wurzeln (des charakteristischen Polynoms von Ad t) genannt.

Beispiel 4.5.2 Sei G = GL,, T = T, dann ist g = M,. Wir haben
X =7", und die Menge der Wurzeln ist

Beachte: ® = ®1U—®T, wobei @ = {B=¢—¢; | 1 <i<j<n}. Seiq; =
€ — €41 firi =1...,n— 1, dann 148t sich jede Wurzel in ®* schreiben als
ganzzahlige rein positive und jede Wurzel in —®™T als ganzzahlige rein nega-
tive Linearkombination der Elemente in B = {a1,...,a,1}. Sei B¢, ¢, € 9

das Element
0

Bee, = (4.11)

o O O O
o O O O

O ... ... 0 ... 0
wobei der Eintrag 1 in der i-ten Zeile und j-ten Spalte ist, und g,—¢;, =
kXe,—e;- Man bekommt eine Zerlegung

g=g0®Pgs mit go=LieT, und dimgs=1Y03 € .
Bed

Beispiel 4.5.3 Sei G = SL,,, T =T, N SL,, dann ist g = sl,,, der Unter-
raum der n x n-Matrizen mit Spur 0. Wir haben X = Z"/Z(e1 + ... + €n),
und die Menge der Wurzeln ist

S={f=e—¢ll<ij<n,i#]j}
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genauso wie oben. Wieder ist go = LieT', gg = kEjg fir 8 € ®, wobei Eg ist
wie in (4.11). Man bekommt eine Zerlegung

g=00®Pos mit go=LieT, und dimgs=17j € @.
Bed®

Als Beispiel das Gitter X (T') = Z3/Z(e1 + €2+ €3) fiir den maximalen Torus
T C SLs3, mit den Erzeugern €1, €9, €3 und dem Wurzelsystem

O = {+a1,+as, (a1 + )} D T = {a1,a2,a1 + a2} D B = {a1, a3}

Beispiel 4.5.4 Sei G = Spoy,, und T = T,, N Spa,,, wie in Beispiel 1.6.3,
dann ist die Liealgebra geben in Beipiel 4.1.2. Die Charaktergruppe X (7')
ist dann isomorph zu Z™ mit den Erzeugern ey, ..., €, (Projektionen der
Diagonalmatrix auf die i-te Komponente). Das Wurzelsystem ist
b = {:l:(E,L — ej),:l:(ei + 6j),:|:261' | 1<1<3< m}
Beachte, man hat wieder ® = & U— &, wobei in diesem Fall
Ot ={(ei —¢€j), (€ +€),26 | 1 <i<j<m},

und setze B = {a1 = €1 —€2,...,Qm—1 = €m—1 — €m, a1 = 26, }. Wieder
lassen sich die Element aus ®* als ganzzahlige rein positive und aus ®* als
ganzzahlige rein negative Linearkombinationen der Element aus B schreiben.
Fir 8 = ¢ —¢; sei

E. _.. 0
Es = €i—€j >7
7 < 0 _Eﬁm—z‘+1—6m—j+1
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wobei die Matrizen E, ., € M, wie in (4.11) sind. Fiir 8 = ¢; + ¢; seien
die entsprechenden Matrizen Eg und E_g definiert durch

sowie fiir 8 = 2¢; sei

0 Ee—e, ,;
Eﬂ_<0 0 +1>, E,g:tEg.
Man bekommt eine Zerlegung

g=g0®Pogs mit go=LieT, und dimgs =1V € @.
Bed®

Das nachfolgende Beispiel zeigt die Charaktergruppe X (7') fiir die Gruppe
Sps mit den Erzeugern €1, €s und dem Wurzelsystem

O = {+a1, tag, +(a1 + a), £(20q0 + a2)}
U
ot = {Oél,OéQ,Oél + ag, 201 + 012}
U
B = {Oél,OéQ}
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Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten mehrere Beispiele fiir linear
reduktive algebraische Gruppen angetroffen: die allgemeine lineare Gruppe
GL,, und die spezielle lineare Gruppe SL,, die symplektische Gruppe Spo,
und die spezielle orthogonale Gruppe SO,,, Tori, und quasihermitsche Grup-
pen, die halbeinfachen Gruppen. Einen allgemeinen Beweis des folgenden
Theorems findet man in den Biichern von Borel, Humphreys oder Springer
iiber algebraische Gruppen, in den Beispielen kann die Aussage des folgen-
den Strukturtheorems leicht direkt verifiziert werden:

Theorem 4.5.2 Sei G eine zusammenhdngende linear reduktive algebrais-
che Gruppe mit Liealgebra g, und sei T' C G ein maximaler Torus. Bezeiche
mit ® das Wurzelsystem. Dann gilt:

i) ® = -0, g = 90D Dpeg 9p, wobei dimgg = 1 fir alle 3 € ¢ und
do = LieT.

ii) Man kann ® schreiben als ® = ®TU®~ mit &~ = —U DT, T ist stabil
unter Addition und ® N ®~ = (). Man nennt ein Element in ®* einfach,
wenn es nicht zerlegt werden kann als Summe zweier Wurzeln in ®%. Die
einfachen Wurzeln sind linear unabhdangige Elemente in der abelsche Gruppe
X(T), jede Wurzel in ® kann als positive, jede Wurzel in ®~ als negative
ganzzahlige Linearkombination der einfachen Wurzeln geschrieben werden.
Die Wurzeln in ®* werden daher auch als positive, die in ®~ als negative
Wurzeln bezeichnet, und die Menge der einfachen Wurzeln B wird als Basis
des Wurzelsystems bezeichnet.

iii) Fir f € ® seien Eg € g3 und E, € g_p jeweils Erzeuger des Wurzel-
raums. Dann ist Hg = [Eg, E_g| # 0 in LieT, und Eg, Hg, E_g kinnen so
normiert werden, dajs

01 1 0 00
<0 O>HEﬁ<0 _1>r—>H5<1 0>r—>E_g
einen Liealgebraisomorphismus von sly auf die von Eg, Hg, E_g erzeugt Un-
terliealgebra von g definiert.

iv) Sind 3,0 € ®, so daf8 B+ € ®, dann ist [gg, g5] = 9p4s. Fir B € O sei
dg:LieT — k. Ist h € LieT, dann gilt [h, Eg) = dB(h)Eg3.

v) Sei Ng(T) der Normalisator von T in G. Die Gruppe Ng(T)/T ist
endlich und wird die Weylgruppe W von G genannt. W operiert auf der
Charktergruppe durch x — x ow. Dabei operiert W transitiv auf der Menge
der méglichen Zerleqgungen ® = ®+ U &~
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Wir fixieren eine Zerlegung ® = & U ®~. Betrachte die Zerlegung der
Liealgebra g = n™ @& h & n~ mit

h=LieT, n' = @gg, n = @g,g

Bedt Bedt

In den Beipielen hat man immer: b liegt in den Diagonalmatrizen und n*
repektive n~ liegt in den oberen beziehungsweise unteren Dreiecksmatrizen.
Fiir ein eingebettetes G C GL(V) kann die Zerlegung immer so gewahlt
werden:

Die einfachen Wurzeln {aq, ..., a,} sind linear unabhéngige Elemente
der abelschen Gruppe X (7'), und somit gibt es ein p € Y/(T') mit (a;, p) > 1
fiir alle j. Der maximale Torus 7" ist in der GL(V') diagonalisierbar, und
dann kann man die Diagonalgestalt gleich so wahlen, daf3

Vtek™: p(t)=diag(t™,...,t™) mit mi; > mg >

.2 Mp.

Damit folgt sofort: M, zerféllt unter der Konjugation von p(k*) in die di-
rekte Summe von Eigenrdume, wobei die Eigenrdume, auf denen £* mit einer
positiven Potenz von ¢ operiert, alle in den oberen Dreiecksmatrizen (mit
Nullen auf der Diagonalen) liegen, und die, bei denen £* mit einer negativen
Potenz von t operiert, alle in den unteren Dreiecksmatrizen (mit Nullen auf
der Diagonalen) liegen.

Fiir eine solche Einbettung einer zusammenhéngenden linear reduktiven
algebraischen Gruppe setze B = (GN B,)?, U = (GNU,)? und U~ =
(GNU,;)° wobei U, die Untergruppe der unteren Dreiecksmatrizen der
GL, mit 1 auf der Diagonalen ist. Fiir die Liealgebren gilt dann wegen der
durschnittserhaltenden Eigenschaft von Liealgebren:

LieB=hon', LieU=n" undLieU =n". (4.12)

Fiir einen allgemeine Beweis des folgenden Theorems verweisen wir wieder
auf die Literatur, in den Beispielen ist das Resultat jeweils leicht nachzurech-
nen.

Theorem 4.5.3 B C G ist eine Boreluntegruppe, d.h., B ist eine mazimale
zusammenhdangende auflosbare Untergruppe von G. Alle Boreluntegruppen
von G sind konjugiert zu B in G. U ist eine mazimale zusammenhdngende
unipotente (d.h. nur aus unipotenten Elementen bestehende Gruppe) Un-
tergruppe von G, und alle mazximalen unipotenten Untergruppen von G sind
konjugiert zu U.
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Korollar 4.5.1 Sei ¢ : G — GL(V) eine Darstellung einer zusammenhdn-
genden linear reduktiven affinen algebraische Gruppe und sei U C G eine
mazimale zusammenhingende unipotente Untergruppe. Dann ist VU # 0,
und V = (GVY).

Beweis. Es reicht, das Korollar fiir irreduzible Darstellungen zu beweisen.
Die Konstruktion von U oben zeigt, dal man immer U C U, (n = dim V)
annehmen kann und daher ist VY # 0, was, wegen der Irreduzibilitit von
V, sofort V = (GVY) zur Folge hat. o

Um die Darstellungen genauer zu untersuchen, sei E/g € gg ein von Null
verschiedenes Element in g C M,,. Dann ist Eg eine nilpotente Matrix, und
die Abbildung: expg : k — GLy,

2772 353 —1n—1
t°FE t°Ej " Eg t"E}

tEg __ - 8
t—e —ld—i—tEg—i—im +73! +...+ (1)1 + o + ..
=0

ein Morphismus von der affinen algebraischen Gruppe k (mit Addition als
Gruppenstruktur) in die GL,. Mit Hilfe der Epsilontik sieht man sofort:

Lie expg(k) = kEg = gg.

Satz 4.5.2 Sei G eine linear reduktive zusammenhdangende affine algebrai-
sche Gruppe mit fest gewdhlem maximalen Torus T und mazximalen unipo-
tenten Untergruppen U,U~ passend zu der Zerlequng des Wurzelsystems
& = & U D . Dann gibt es zu jeder Wurzel 3 eine eindimensionale
abelsche abgechlossene Untergruppe Ug C U fiir f € ®* und Ug C U™ fir
B € @, mit LieUg = gg. Diese Ug werden Wurzeluntergruppen genannt.
Ist p: G — GL(V) eine rationale endlichdimensionale Darstellung, so ist
exp(tdp(Eg)) = plexp(tEp)).

Die Gruppe U wird erzeugt von den Ug, 3 € ®1, U™ wird erzeugt von
den Ug, B € ®~, und G wird erzeugt von T' und den Ug, 3 € ®. Weiter gilt:
U ist ein Normalteiler in B, B = TU = UT, Ng(B)" = B, Ng(U)" = B
und U~TU = U~ B C G st eine Zariski-offene Teilmenge in G.

Bemerkung 4.5.1 Man kann sogar zeigen: Ng(B) = B, Ng(U) = B.

Beweis. Wir nehmen (E wieder G C GL,, und die Wahl von T', B, U und
Pt ist wie in (4.12). Da der Funktor Gruppe — Liealgebra durchschnittser-
haltend ist, erhalten wir sofort den ersten Teil iiber die Wurzeluntergruppen.
Es ist auch klar, daB Lie p(Ug) = kdp(Ejp), also p(Ug) = {e!Fs) | t € k}.
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Betrachte als niachstes die Untergruppe V' von U erzeugt von den Ug mit
B € ®*. Nach Lemma 4.5.2 ist V eine abgeschlossene zusammenhingende
Untergruppe von U, deren Liealgebra alle gg, 8 € @, enthilt. Folglich ist
LieV = LieU und somit U = V.

Ebenso zeigt man, da U~ von den Ug mit 3 € &~ erzeugt wird. Da T
die Untergruppen Ug normalisiert:

tesFa—1 — etsEpt™! _ e(ﬁ(E)S)E/B’

normalisiert 7" auch U (und U~). Die von T und U erzeugte Untergruppe ist
TU = UT C B ist abgeschlossen und zusammenhéngend nach Lemma 4.5.2,
die Liealgebra enthilt h und n™, und somit B = TU = UT aus Dimensions-
griinden.

Aus Theorem 4.5.2 (insbesondere Teil iv)) NgLie B = Lie B und Ngn™ =
Lie B, also Ng(B)? = B und Ng(U)" = B.

Betrachte als néchstes den Morphismus ¢ : U~ x B — G, (u,b) — ub™!.
Da U™ N B =id, ist diese Abbildung injektiv. Da dimU~ x B =dimn~ +
dim Lie B = dim g = dim G, enthalt die konstruierbare Menge U™ B = Im ¢
eine offene dichte Teilmenge Y C G. Aber U™B = U,cp- pen uVb~! und
somit selbst offen und dicht. °

Sei H eine affine algebraische Gruppe und sei (Z;);er ein Familie von
irreduziblen Varietiten mit Morphismen ¢; : Z; — G, so dafl id € ¢(Z;) fur
alle i € I. Sei Y/ C G die (abstrakte) von den ¢;(Z;) erzeugte Untergruppe
von H, und sei Y C H der Schnitt iiber alle abgeschlossenen Untergruppen
von H, die |J,c; ¢:(Z;) enthalten.

Lemma 4.5.2 Dann ist Y = Y’ eine zusammenhdingende abgeschlossene
Untergruppe von H, und es gibt eine endliche Folge {i1,...,in} in I (mit
maoglichen Wiederholungen), so dafi Y = ¢;,(Z;) -+ din (Ziy )N, wobei
ej =1 und ¢;, (Z;)) = {¢i(2)71 | z € Z;}.

Beweis. (E kann man annehmen, daf8 die ¢;(Z;)~! bereits in der Familie
liegen. Fiir eine beliebige endliche Folge i = {i1,...,ix} in I betrachte

pii [[ % — H  (2;) = di(z0) - b (ziy).

Das Bild Im p; ist eine konstruierbare Menge, der Abschluf} eine irreduzible
Varietiit. Hat man zwei Folgen 7,4/, so sieht man leicht: Imp; - M -
Im p(; iy, wobei letzteres einfach die beiden Folgen hintereinandergesetzt be-
deutet. Nun wird jede aufsteigende Folge von irreduziblen Varietdten in H
stationér, sei also i ein Folge, so daf m ein maximales Element ist. Die
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Maximalitit impliziert, dal Imp; C G stabil ist unter Multiplikation und
der Bildung von Inversen, somit ist m ein abgeschlossene Untergruppe.
Nach Konstruktion enthélt Tmp; alle Y;, also Y = Im p;.

Nun ist Im p; eine konstruierbare Menge in Im p;, das gleiche Argument
wie im Beweis von Satz 3.0.4 zeigt: Aus Imp; C Y konstruierbar folgt
Imp; - Imp; =Y, und somit Y = Im pi, 7). °

Wie vorher sei G linear reduktiv, zusammnhéngend, mit fest gewéhltem
maximalen Torus 7', Borel B und unipotentem U, so dafl B = TU. Sei ®
das Wurzelsystem und entsprechend der Wahl von U sei &1 die Menge der
positiven Wurzeln.

Ist V eine endlichdimensionale rationale Darstellung, so ist VY £ 0, und,
da U von T normalisiert wird, ist VY = @ peX (T) VHU. Die T-Eigenvektoren
(#0) in VY (in VMU) heiflen Héchstgewichtsvektoren (zum Gewicht p).

Wir fiihren eine partielle Ordung auf X (7) ein: A > p falls A — p eine
positive Linearkombination von positiven Wurzeln ist.

Satz 4.5.3 Sei p: G — GL(V) eine irreduzible endlichdimensionale ratio-
nale Darstellung. Dann ist dim VY = 1 und VY =V, fir ein x € X(T).
Ist Vi, # 0 fir einv € X(T), v # x, dann ist x > v. Das Gewicht x wird
das Hochstgewicht genannt und die Darstellung wird mit V(x) bezeichnet.

Weiter ist V(x) durch x eindeutig bestimmt, d.h., wenn V' eine endlichdi-
mensionale rationale Darstellung ist v, ist ein Hochstgewichtsvektor zum
Gewicht x, dann ist (Gvy) C V' ein irreduzibler Untermodul, isomorph zu
V(x). Ist insbesondere V' irreduzibel vom hochsten Gewicht x, dann ist V'
isomorph zu V(x).

Beweis. Sei v, € V' ein Gewichtsvektor zum Gewicht i, und sei Eg € gg.
Dann gilt fiir t € T

t(Epvy) = Adt(Eg)t(vy) = (1 + B)()vp,

also Egv, € V5. Damit folgt

Upty C v+ ) Viris

i>1

Betrachte nun VY, da U ein Normalteiler in B ist, ist VY stabil unter
T und zerfillt in die direkte Summe von Gewichtsriume: VY = @(VV),,.
Beziiglich > sei x ein minimales Element mit (VV), # 0 und sei v, € (VY),
ein Gewichtsvektor. Dann gilt:

V = (Gy) = (U Bwy) = (U Bay) = (U wy) C (v + Y _Vp)

X~V
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Wegen der Minimalitét und des Koeffizienten von v, in dem obigen Ausdruck
folgt: VU = Vy, und dim VU = dim Vi=1

Sei nun V"’ eine beliebige endlichdimensionale rationale Darstellung und
sei vy € VU ein Hochstgewichtsvektor zum Gewicht . Bezeichne mit W
den von vy, erzeugten Untermodul (Gvy). Dann folgt wie oben:

W = ko, & P W,

X p

Zerlegt man also W in die direkte Summe von einfachen Moduln, so gibt es
genau einen einfachen Modul W’ mit kv, C W’. Dann ist aber (Gvy) = W',
also ist W ein einfacher Modul.

Seien nun W7 und W5 zwei einfache endlichdimensionale Darstellungen
vom hochsten Gewicht y, und seien v; € W; jeweils Hochstgewichtsvektoren.
Betrachte W = W1 @ W, dann ist w = (v1,v2) wieder ein Hochstgewichts-
vektor, und W’ = (Gw) ist eine einfache endlichdimensionale rationale
Darstellung, vom hochten Gewicht . Die Projektionen p; : W' — W,
i = 1,2, sind G-dquivariante Homomorphismen, nicht trivial (da p;(w) =
v; # 0), und die Moduln sind alle einfach. Folglich ist p;, i = 1,2, ein
Isomorphismus, und damit sind W7 und W5 isomorph. °

Um die als Hochstgewichte in Frage kommenden y € X (T') genauer zu
beschreiben, untersuchen wir wie G aus lauter SLo-Untergruppen zusam-
mengeklebt ist. Zunéchst einmal ein

Lemma 4.5.3 Sei G eine zusammenhdngende affine algebraische Gruppe.
Dann ist die derivierte Gruppe (G, G), d.h., die von den Elementen der Form
ghg~'h=1 erzeugte (abstrakte) Untergruppe eine abgeschlossene zusammen-
hédngende normale Untergruppe von G, und Lie (G, G) enthdlt alle Elemente
der Form [X,Y] und Adg(X) — X mit X,)Y € g und g € G.

Ist G linear reduktiv, so ist G = Z(G)? - (G,Q), wobei Z(G)° N (G, G)
eine endliche Gruppe ist und (G, G) ist halbeinfach mit Lie (G, G) = [g, g].

Beweis. Fir y € G sei ¢y : G — G, g — ygy gt

phismus von Varietéten, und Lemma 4.5.2 impliziert: Die von den ¢,(G)
erzeugte Untergruppe ist abgeschlossen und zusammenhangend. Da diese
Untergruppe gleich (G, G) ist, folgt zudem, dafl es sich um einen Normal-
teiler handelt.

Das Bild von ¢, ist in (G, G) enthalten, und somit ergibt das Differential
von ¢, eine Abbildung d¢, : g — Lie (G, G). Mit der Epsilontik berechnet
man d¢, = Ady — id. Insbesondere enthilt Lie (G, G) alle Elemente der
Form Ady(X) — X mit X € g. Fiir X € g betrachte die Abbildung ¢ :

Dies ist ein Mor-
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G — Lie(G,G), g — Adg(X) — X. Dann ist dypx = —ad X, somit enthélt
Lie (G, @) auch alle Kommutatoren [X,Y] fur X, Y € g.

Ist G linear reduktiv, so zerféllt g in die direkte Summe von einfachen
Darstellungen. Fassen wir die trivialen Darstellungen in g& zusammen, so
seig=g1®...0g;Dg". Aus Theorem 4.1.3 folgt, g& = 3(g) ist das Zentrum
von g. Jedes der g; ist auch eine einfache Darstellung von g beziiglich ad ,
folglich ist jedes der g; ein einfaches nicht kommutatives Ideal, insbesondere:
[9i,0i] = gi und [gi,g;] = 0 fiir ¢ # j. Somit ist ¢/ = [g,g] = g1 B ... &
gs eine halbeinfache Liealgebra. Da Lie Z(G)? C LieT (Theorem 4.5.2),
ist Z(G)? ein Torus. Sei G C GL(V), und sei V = D.cxz(cp) Vv eine
Zerlegung von V beziiglich der Charaktere von Z(G)?. Da G das Zentrum
zentralisiert, folgt G C [[GL(V,). Aus der Determinantenproduktformel
leitet man sofort ab: (GL(U),GL(U)) C SL(U), und daher liegt (G, Q)
bereits in [[SL(V,). Andererseits besteht Z(G)° in jedem GL(V,)-Block
aus Skalarmatrizen, und davon gibt es nur endlich viele mit Determinante
1. Es folgt: (G,G)N Z(G)? ist endlich, und damit auch Lie (G, G) N 3(g).
Wir haben bereits gezeigt: [g,g] C Lie(G,G) und g = [g,9] @ 3(g). Somit
folgt: [g,g] = Lie (G, G) und (G, G) ist halbeinfach, da [g, g] halbeinfach ist.

Satz 4.5.4 Sei G eine linear reduktive zusammenhdngende affine algebrais-
che Gruppe mit mazimalen Torus T und sei ® die Menge der Wurzeln. Fiir
B € ® seiTy = (Ker)? und sei Z(8) = Za(13)°. Dannist Z(3) und erzeugt
von T und den Ug,U_g, 3(8) = Lie Z(f) zerfdllt in 3(3) = gs® Lie T ® g_g.
Weiter gilt Z(B) = (Z(0), Z(B)) -1, und (Z(5), Z(B3)) ist isomorph zu SLs
oder PSLy (= Ad(SLs)).

Beweis. Nach Theorem 4.1.3 ist Lie Zg(LieT3)? = 34(LieTs). Da T C
Zc(LieTp), und die Liealgebra des Zentrums von Zg(LieTjp) gleich dem
Zentrum der Liealgebra von Zg(Lie T}) ist, folgt T liegt im im Zentrum von
Zc(LieTy) und somit Zg(LieTp)? € Z(B). Andererseits liegt T3 im Zen-
trum von Z(3) und somit kommutiert Lie T mit Lie Z(f), also Lie Z(3) C
3g(LieT) = Lie Zg(LieTp). Aus Dimensionsgriinden folgt Zg(LieTy)? =
Z(B). Dann ist aber nach Konstruktion klar: 3(8) = LieT @ gg @ g_3, und
3(B) = [3(8),3(8)] @ Lie Tz, wobei Lie T das Zentrum der Liealgebra ist und
3(0) ist isomorph zu sly.

Mit den gleiche Argumenten wie im Beweis von Satz 4.5.2 zeigt man:
Z(f3) ist erzeugt von T', Ug und U_g. Nehmen wir wieder G C GL(V') an und
zerlegen V' in die direkte Summe von T-Darstellungen: V = @, X(Tp) V,,

so folgt wie oben: Z(8) = (Z(B),Z(0)) - T, mit endlichem Durschnitt,
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und somit Lie (Z(8),Z(8)) = [3(83),3(8)] =~ sly. Insbesondere ist Z'(3) =
(Z(B), Z()) eine halbeinfache Gruppe, jede Darstellung ist vollstdndig zer-
legbar in die direkte Summe von einfachen Darstellungen. Sei S C Z'(3) ein
maximaler Torus, dann ist S = k* und X(S5) ~ Z. Sei V =D, c x5 V(X)-

Ubung 1.3.4 .



