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Aufgabe 1: Seien ρ1 : GLn(C) → GL(V ) und ρ2 : GLn(C) → GL(W ) Darstellun-
gen. Eine GLn-lineare Abbildung Φ : V → W ist ein Vektorraumhomomorphismus
für den gilt

Φ(ρ1(g)(v)) = ρ2(g)(Φ(v)) ∀g ∈ GLn, ∀v ∈ V.

Zeige:

a) KerΦ ⊆ V ist eine Unterdarstellung.

b) ImΦ ⊆ W ist eine Unterdarstellung.

c) Wenn ρ1, ρ2 irreduzibel sind, dann ist entweder Φ ein Isomorphismus oder Φ
ist die Nullabbildung, d.h. KerΦ = V und ImΦ = 0.

Aufgabe 2: Zeige: Sei α = εi − εj. Dann gilt für die Diagonalmatrix t ∈ Tn:

tUα(z)t−1 = Uα(tit−1
j z) = Uα(α(t)z).

Aufgabe 3: Sei (Z, k[Z]) eine affine Varietät, sei X ⊆ Z eine Zariski-abgeschlossene
Teilmenge und sei I(X) ⊂ k[Z] das Verschwindungsideal. Zeige: (X, k[Z]/I(X)) ist
eine affine Varietät.

Aufgabe 4: Seien G,H linear reduktive affine algebraische Gruppen und sei k = C.
Ansonsten benutzen wir die Notationen wie auf Blatt 5, Aufgabe 4, insbesondere sei
ρ : G×H → GL(U) und V ⊆ U ist eine irreduzible Unterdarstellung für G.

a) Zeige: Die Abbildung ψ : H → GL(HomG(V, U)), ψ(h)(φ) := ρ(1, h) ◦ φ
definiert eine Darstellung.

b) Zeige: Die Abbildung

η : V ⊗ HomG(V, U)→ U, v ⊗ φ 7→ φ(v)

ist ein Isomorphismus von G×H Darstellungen.

c) Folgere: Jede irreduzible G ×H-Darstellung ist von der Form V ⊗W , wobei
ρ1 : G→ GL(V ) und ρ2 : H → GL(W ) irreduzible Darstellungen sind.


