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Aufgabe 1: Sei

A =


1 z1,2 z1,3 z1,4
0 1 z2,3 z2,4
0 0 1 z3,4
0 0 0 1

 ∈ GL4(C).

Zeige

A = Uε3−ε4(z3,4)Uε2−ε4(z2,4)Uε1−ε4(z1,4)Uε2−ε3(z2,3)Uε1−ε3(z1,3)Uε1−ε2(z1,2).

Aufgabe 2: Sei σ0 ∈ Sn das Element mit σ0(1) = n, σ0(2) = n−1, . . ., σ0(n) = 1.

a) Zeige: Ist α = εi − εj, 1 ≤ i < j ≤ n eine positive Wurzel, so ist σ0(α) eine
negative Wurzel (das heißt −σ0(α) ist eine positive Wurzel). Welche ist es?

b) Sei λ ∈ X+, λ = a1ε1 + . . .+ anεn.
Zeige: λ∗ = −σ0(λ), wobei λ∗ = −anε1 − . . .− a1εn.

c) Sei V (λ) die zugehörige irreduzible Darstellung mit B-stabiler Gerade Cvλ und
Gewichtsraumzerlegung V (λ) = ⊕µ∈XV (λ)µ. Sei λt = σ0(λ).
Zeige: V (λ)µ 6= 0⇒ µ � λt.

Aufgabe 3: Sei (X,C[X]) eine affine Varietät. Für f ∈ C[X] sei

Xf = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.

a) Analog zu der Art und Weise wie man Q als Paare von Elementen aus Z mit
Kürzungsrelation definiert, definieren wir

C[X]f = {h/fm | h ∈ C[X],m ≥ 0}/„ ∼ “

wobei h/fm ∼ h′/fk wenn hfk = h′fm und wir definieren als Addition und
Multiplikation

(h/fm) + (h′/fk) = (hfk + h′fm)/fm+k, (h/fm) · (h′/fk) = hh′/fm+k.

Zeige: Die Definition der Addition und Multiplikation ist unabhängig von der
Wahl der Repräsentanten.

b) Zeige: C[X]f ist eine endlich erzeugte reduzierte Algebra (also der Koordina-
tenring einer affinen Varietät).

c) Sei X ⊆ Cm eingebettet mit Verschwindungsideal I(X), und sei

X̂f = {(y, z) ∈ Cm ⊕ C | h(y) = 0∀h ∈ I(X); f(y)z − 1 = 0}

Zeige: Die Abbildung (y, z) 7→ y definiert eine Bijektion X̂f → Xf

d) Zeige: C[X̂f ] ' C[X]f , und durch die Bijektion oben wird damit (Xf ,C[X]f )
zu einer affinen Varietät.


