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Aufgabe 1: Sei On(R) = {g ∈ Mn(R) | gtg = 1} die reelle orthogonale Gruppe.
Zeige:

on(R) = LieOn(R) = {A ∈Mn(R) | At = −A}.

Aufgabe 2: Sei H die Heisenberg-Gruppe

H = {g ∈ GLn(R) | g =

 1 a b
0 1 c
0 0 1

 , a, b, c ∈ R}.

Zeige: Die Lie-Algebra von H ist

h = {A ∈Mn(R) | A =

 0 a b
0 0 c
0 0 0

 , a, b, c ∈ R}.

Aufgabe 3: Sei On(R) die reelle orthogonale Gruppe und sei SOn(R) die spezielle
reelle orthogonale Gruppe, d.h. SOn(R) = {g ∈ On(R) | det g = 1}. Bezeichne mit
〈· , ·〉 das Standardskalarprodukt auf dem Rn.

a) Sei e1 =


1
0
...
0

. Zeige: Ist v ∈ Rn mit 〈v, v〉 = 1, dann gibt es einen Weg

φ : [0, 1]→ SOn(R) mit φ(0) = 1, φ(1)(v) = e1. („Man dreht v stetig auf e1.“)

b) Zeige: Ist g ∈ SOn beliebig, dann gibt es einen Weg ϕ : [0, 1] → SOn(R) mit
ϕ(1) = g und

ϕ(0) ∈ {g ∈ SOn(R) | g =
(

1 0
0 h

)
, h ∈ SOn−1(R)}.

c) Zeige per Induktion über n: SOn(R) ist wegzusammenhängend.

d) Zeige: On(R) ist nicht wegzusammenhängend und hat genau zwei Zusammen-
hangskomponenten.

Aufgabe 4: Sei Un = {g ∈ GLn(C) | gtg = 1} die unitäre Gruppe mit Lie-Algebra
die schief-hermiteschen Matrizen un(C) = {A ∈Mn(C) | At = −A}.

a) Zeige: Die Exponentialabbildung exp : un(C)→ Un(C) ist surjektiv.

b) Folgere: Un(C) ist wegzusammenhängend.


