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1. (4+4+4+4) Cox-Ross-Rubinstein-Modell

Der risikolose Aktiv ist S0
n = (1 + r)n, und es gibt einen riskanten Aktiv, mit

möglichen Preisänderungen

Sn+1 =

{
Sn(1 + a) ,
Sn(1 + b) .

Die Konstanten a, b erfüllen −1 < a < b. Der Startpreis S0 ist bekannt. Sei
Tn = Sn/Sn−1 die relative Preisänderung.

1. Zeige, dass der Preis der Call-Option (SN −K)+ ist von der Form c(n, Sn),
wobei c eine Funktion von K, a, b, r und p ist. Finde diese Funktion.

2. Zeige, dass die Replikationsstrategie φ für die Call-Option von der Form
H(n, Sn−1) ist, wobei H eine Funktion von c ist. Finde die Strategie.

3. Sei nun T ein Zeitpunkt und N ∈ N. Wir setzen r = RT/N und definieren
a und b so, dass

√
N log

1 + a

1 + r
= −σ ,

√
N log

1 + b

1 + r
= σ .

Wenn wir nun N nach unendlich konvergieren lassen, dann konvergiert der
Prozess {SbtN/T c} zum sogenannten Black-Scholes-Modell. Die Variable r ist
so gewählt, dass

lim
N→∞

(1 + r)N = lim
N→∞

(1 +RT/N)N = eRT .

Die Variable σ2 wird so der Grenzwert der Varianz von logSN .

Seien {XN
i : 1 ≤ i ≤ N} iid Zufallsvariablen, die nur die zwei Werte

in der Menge {−σ/
√
N, σ/

√
N} annehmen, mit Mittelwert µN , so dass

limN→∞NµN = µ ∈ R. Zeige, dass die Folge

YN = XN
1 + · · ·+XN

N ,

in Verteilung gegen eine Normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert µ
und Varianz σ2 konvergiert.
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4. Berechne den Grenzwert des Preises der Call-Option.

Hinweis: Berechne zuerst den Put-Preis, da die Auszahlung des Puts be-
schränkt ist.

2. (4+4)

1. Sei f(x, y) eine relle Funktion, die konvex im ersten Argument ist, und
fallend im zweiten Argument. Sei {Xt} ein Martingal und {Yt} ein fallender
Prozess. Zeige, dass für zwei beschränkte Stoppzeiten τ1 und τ2, mit der
Eigenschaft dass τ1 ≤ τ2,

IIE[f(Xτ1 , Yτ1)] ≤ IIE[f(Xτ2 , Yτ2)]

gilt.

2. Sei {St} der Preisprozess in einem vollständigen und arbitragefreien Markt.
Wir nehmen an, dass der risikolose Aktiv {S0

t } wachsend ist. Zeige, dass
es optimal ist, die Amerikanische Call-Option Zt = (S1

t − K)+ im letzt
möglichen Zeitpunkt N auszuüben.

3. (8) Sei {Xt} ein Lévy-Prozess, das heisst ein Prozess mit unabhängigen und
stationären Zuwächsen und X0 = 0. Es soll limt↓0 IIE[X2

t ] = 0 gelten. Zeigen Sie,
dass Konstanten c und c′ existieren, so dass IIE[Xt] = ct und Var[Xt] = c′t.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst IIE[Xtn] = nIIE[Xt] für n ∈ IIN. Verwenden Sie, dass
Var[Xt] wachsend in t ist.
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