H. Schmidli Stochastische Finanzmathematik Sommer 2016
C. Heuser

Ubung 4

1. Wir wollen in dieser Ubung das stochastische Integral fot f(s) dW; fiir eine stetige
(deterministische) Funktion ¢ +— f(¢) berechnen.

a) (1P) Verifiziere, dass f(s) auf [0,¢] beschrankt ist.
b) (2P) Finde die Verteilung von
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—

I
o

c) (3P) Finde die Verteilung von [ f(s) dW,.
d) (3P) Zeige, dass {fg f(s) dW,} Fi-adaptiert ist.

e) (3P) Zeige, dass { fot f(s) dWs} ein Gauss-Prozess ist mit Mittelwert 0 und
unabhéngigen Zuwéchsen. Finde die Kovarianzen.

f) (3P) Verifiziere direkt, dass { fg f(s) dW} ein Martingal ist.

2. Sei X; = ut+ oW, eine Brownsche Bewegung mit Drift, wobei ¢ € IR und o > 0.
Sei T = inf{t : X; ¢ [a, b]}, wobei a < 0 < b.

a) (3P) Finden Sie alle (lokalen) Martingale der Form { f(X;)}, wobei f(z) eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion ist.

b) (3P) Zeigen Sie, dass f(X;) ein quadratisch integrierbares Martingal ist und
dass

{0 - [ as)
ein Martingal ist.
c) (3P) Schliessen Sie, dass T? fast sicher endlich ist.
d) (3P) Finden Sie IP[ X7+ = ).



Nehmen wir nun an, dass g < 0. Wir setzen fiir b > 0 T° = inf{t : X, > b}.
e) (3P) Finden Sie IP[T" < oo].

Wir wollen nun die Laplace-Transformierte IE[e*T"; T? < oo] bestimmen. Sei
a> 0.

f) (3P) Bestimmen Sie alle Martingale der Form { f(X;)e™*}, wobei f(x) zwei-
mal stetig differenzierbar ist.

g) (3P) Bestimmen Sie E[e *T"; T? < .



