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Übung 5

1. (4+4+4+4) Zeigen Sie mit Hilfe der Itô-Formel:

a) Xt = sin(Wt) genügt für alle t < T (ω) = inf{s > 0 : Ws 6∈ [−π
2
, π
2
]} der

stochastischen DGL

dXt = −1

2
Xtdt+

√
1−X2

t dWt.

b) Xt := arctan(Wt) genügt für alle t≥ 0 der stochastischen DGL

dXt = − sin(Xt) cos3(Xt)dt+ cos2(Xt)dWt.

Lösen Sie folgende stochastische DGL:

c) dXt = tXtdt+ et
2/2dWt mit X0 = 1,

d) dXt = − 1
1+t
Xtdt+ 1

1+t
dWt mit X0 = 0.

2. (4+4+4+4+4) Sei µ, σ, x0 > 0 und γ > µ. Wir betrachten den Diffusionsprozess

Xt = x+ σWt + µt−
∫ t

0

γ1IXs>x0 ds .

Die obige stochastische Integralgleichung hat eine eindeutige Lösung, was Sie hier
nicht zeigen müssen. Wir können {Xt} als den Wert einer Firma und das Integral∫ t
0
γ1IXs>x0 ds als die akkumulierten Dividendenzahlungen interpretieren. Wir

wollen den diskontierten Wert der Dividenden

V (x) = IIE
[∫ τ

0

γ1IXs>x0e
−δs ds

]
berechnen, wobei δ > 0 und τ = inf{t : Xt < 0}. Insbesondere haben wir
V (0) = 0.

1



a) Zeigen Sie, dass {
V (Xt∧τ )e

−δ(t∧τ) +

∫ t∧τ

0

γ1IXs>x0e
−δs ds

}
ein Martingal ist.

b) Nehmen wir an, V (x) sei zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass
V (x) die Differentialgleichung

1
2
σ2V ′′(x) + µV ′(x)− δV (x) + γ(1− V ′(x))1Ix>x0 = 0 (1)

mit den Randbedingungen V (0) = 0 und V ′(x0) = 1 erfüllt.

c) Finden Sie die Lösung f(x) von (1) mit f(0) = 0 und f ′(x0) = 1.

d) Sei f(x) eine zweimal stetig differenzierbare Lösung von (1) mit f(0) = 0
und f ′(x0) = 1 und nehmen wir an, dass f(x) beschränkt ist. Zeigen Sie,
dass f(x) = V (x).

e) Zeigen Sie, dass es höchstens einen Wert x0 gibt, so dass V (x) zweimal stetig
differenzierbar ist.
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