H. Schmidli Stochastische Finanzmathematik Sommer 2016
C. Heuser

Ubung 5

1. (4+4+444) Zeigen Sie mit Hilfe der Ito-Formel:

a) X; = sin(W,) geniigt fiir alle ¢ < T'(w) = inf{s > 0 : W, & [-F, 5]} der
stochastischen DGL

1 <3

b) X, := arctan(WV;) gentigt fiir alle t> 0 der stochastischen DGL

dX, = —sin(X,) cos®(X;)dt + cos?*(X,)dW,.

Losen Sie folgende stochastische DGL:
c) dX, = tX,dt + e”/2dW, mit X, = 1,

d) dX; = —7£ X,dt + -=dW; mit X, = 0.

T 1+t
2. (4+4+4+4+4) Sei p, 0,29 > 0 und v > p. Wir betrachten den Diffusionsprozess

t
X, ::E~|—0Wt—|—,ut—/ Ylx, 50, ds .
0

Die obige stochastische Integralgleichung hat eine eindeutige Losung, was Sie hier
nicht zeigen miissen. Wir konnen {X;} als den Wert einer Firma und das Integral
fot Yy, >z, ds als die akkumulierten Dividendenzahlungen interpretieren. Wir
wollen den diskontierten Wert der Dividenden

V(z) = IE[ /0 "y e ds]

berechnen, wobei § > 0 und 7 = inf{t : X; < 0}. Insbesondere haben wir
V(0) = 0.



a)

b)

Zeigen Sie, dass

tAT
{V(Xw)e“s““) - / YLy, s ppe dS}
0

ein Martingal ist.

Nehmen wir an, V' (z) sei zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass
V(z) die Differentialgleichung

1oV () + pV'(z) — 6V () + y(1 = V'(2)) Lysgy = 0 (1)
mit den Randbedingungen V(0) = 0 und V'(zo) = 1 erfillt.
Finden Sie die Losung f(z) von (1) mit f(0) = 0 und f'(zo) = 1.

Sei f(x) eine zweimal stetig differenzierbare Losung von (1) mit f(0) = 0
und f'(x¢) = 1 und nehmen wir an, dass f(x) beschrinkt ist. Zeigen Sie,

dass f(zx) = V(x).

Zeigen Sie, dass es hochstens einen Wert z gibt, so dass V' (z) zweimal stetig
differenzierbar ist.



