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1 Einstieg und grafische
Darstellungen von Messdaten

Ubersicht
........................................................ 3

Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1.1 (Nominale Merkmale)

Neben den bereits bekannten Merkmalen, die mithilfe einer metrischen Skala angegeben
werden, gibt es auch Merkmale, die sich nicht mithilfe eines Zahlenwertes angeben las-
sen. Zu diesen Merkmalen gehoren die Nominalmerkmale z. B. Geschlecht, Beruf, Haar-
farbe, Studienrichtung. Um hier gegebenenfalls eine Analyse der verschiedenen Ausprd-
gungen der betrachteten Objekte vornehmen zu kénnen, werden diese als Punkte auf ei-
ner Skala angeordnet. Auf diese Weise erhdlt man eine sogenannte nominale Skala. Diese
Skalen erlauben lediglich das Abzihlen der Objekte einer bestimmte Merkmalsausprd-
gung. Der Ausprdgung, die die grofite Hiufigkeit besitzt, kommt hierbei eine besondere
Rolle zu. Man nennt sie Modalwert oder den Modus der zugrunde liegenden Messreihe.

Bei der Frage nach der natiirlichen Haarfarbe von 10.000 untersuchten Personen er-
hielt man die nachfolgenden Hdufigkeiten der unterschiedlichen Haarfarben. 5423 Per-
sonen besaflen die Haarfarbe ,,braun”, 325 die Haarfarbe ,,rot”, 2540 die Haarfarbe
,schwarz“ und 1712 Personen hatten die Haarfarbe ,,blond” .

Geben Sie den Modalwert des Ergebnisses dieser Untersuchung an.

Losung 1.1
Da die Haarfarbe ,,braun* mit 5423-mal am héufigsten vorkam, ist der Modalwert der
Untersuchung der ,,Wert*: ,,braun®.

Ubungsaufgabe 1.2 (Ordinale Merkmale)

Merkmale, die neben einer nominellen Unterscheidung auch noch eine (nach irgendei-
nem Kriterium vorzunehmende) Ordnung zulassen, bezeichnet man als ordinale Merkma-
le. Die jeweiligen Ausprdgungen eines derartigen Merkmals bilden eine ordinale Skala.
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Dieser Skalentyp liefert uns mehr Informationen, als wir von einer rein nominalen Skala
ablesen konnen.

Die Attraktivitit der Vorlesung ,,Mathematik fiir Studierende der Biologie“ wurde von
125 Studierenden subjektiv mit sieben vorgegebenen Rangwerten, néimlich —3 (,,ich ken-
ne nichts Schlimmeres”), —2 (,, gefdllt mir gar nicht”), —1 (,, gefdllt mir nicht”), 0 (,, ha-
be keine Meinung dazu”), +1 (,,gefdllt mir”), 42 (,, gefdllt mir sehr gut”), +3 (,,es gibt
nichts Schoneres”) beurteilt. Dabei wihlten fiinf Studierende die Beurteilung ,,ich kenne
nichts Schlimmeres”, 20 die Beurteilung ,, gefdllt mir gar nicht* und 40 die Beurteilung
gefdllt mir nicht* aus. 20 Studierende hatten keine Meinung, wihrend 30 das Urteil
., gefdllt mir gut* und zehn die Beurteilung ,,gefdllt mir sehr gut” wdhlten. Die Beurtei-
lung ,,ich kenne nichts Schoneres” wurde von keinem Studierenden ausgewdhlt.

Was kann man somit iiber die Attraktivitdt der Vorlesung aussagen? Diskutieren Sie, wel-
cher Mittelwertsbegriff in einem solchen Fall sinnvoller ist. Das arithmetische Mittel oder
der Median?

Losung 1.2

Der Median der Messreihe ist durch xp5 = —1 gegeben. Das arithmetische Mittel der
Messreihe hingegen hat den Wert x); = —0.36. Der Median beriicksichtigt stark die
Hiufigkeiten der einzelnen Merkmalsausprigungen. Einzelne (moglicher Weise) extre-
me ,,Ausreifler* spielen somit keine so groBe Rolle. Dies ist beim arithmetischen Mittel
anders. Hier gehen alle Werte gleich gewichtet ein und konnen somit das Endergebnis
deutlich beeinflussen. Des Weiteren ist bei ordinalen Merkmalen ein ,,Verrechnen der
Merkmalsauspriagungen® nicht moglich. Zwei Horer, die von der Vorlesung begeistert
sind, konnen nicht einen anderen Horer, der die Vorlesung entsetzlich findet, aufwiegen.
Daher ist das arithmetische Mittel bei besonders groen einzelnen Abweichungen und bei
ordinalen Merkmalen nicht als Mittelwert geeignet. Die Attraktivitit der Vorlesung wird
in diesem konkreten Beispiel somit mit —1 bewertet.

Ubungsaufgabe 1.3
Bei einer Befragung von 92 weiblichen und 53 mdénnlichen Studierenden des Studienfachs
Biologie wurden nachfolgende Angaben bzgl. des Alters der Studierenden gemacht:



18 1 19 1
19 34 20 15
20 22 21 14
21 17 22 13
22 8 23 3
23 2 24 1
24 2 25 1
25 3 26 2
26 1 29 1
28 1 30 1
31 1 41 1

1. Stellen Sie die Daten grafisch dar. Erstellen Sie hierfiir

a) ein Saulendiagramm fiir das Alter der weiblichen Studierenden bzgl. der absoluten

Hdiufigkeit,

b) ein Fldachendiagramm fiir das Alter der mdnnlichen Studierenden bzgl. der relati-
ven Hiiufigkeit,

¢) einen Boxplot, der Auskunft iiber das Alter aller Befragten gibt.

2. Was ist das durchschnittliche Alter der weiblichen und was das Durchschnittsalter der

mdnnlichen Befragten?

Losung 1.3

1. Die Daten lassen sich wie folgt grafisch darstellen:

a) Das Sédulendiagramm fiir das Alter der weiblichen Studierenden bzgl. der absoluten
Hiufigkeit hat die nachfolgende Gestalt:

40

0

18Jahre 19Jahre 20 Jahre 21Jahre 22Jahre 23Jahre 24 Jahre 25Jahre 26 Jahre 28 Jahre 31Jahre

Abb. 1.1: Saulendiagramm firr das Alter der weiblichen Studierenden bzgl. der abso-
luten Haufigkeit.
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b) Die relativen Haufigkeiten des jeweiligen Alters der midnnlichen Studenten sind in
der nachfolgenden Tabelle festgehalten:

19 0.019
20 0.283
21 0.264
22 0.245
23 0.057
24 0.019
25 0.019
26 0.038
29 0.019
30 0.019
41 0.019

Das entsprechend Flachendiagramm ist im Nachfolgenden angegeben:

E 19 .Jahre
20 Jahre
= 21 dahre
W 22 jahre
w23 Jahre
© 24 Jahre
28 dahre
26 Jahre

29 Jahre
© 30 Jahre

: : : 41 Jahre
0% 20% 40% BO% B80% 100%

Abb. 1.2: Flachendiagramm fiir das Alter der mannlichen Studierenden bzgl. der re-
lativen Haufigkeiten.



"
¢) Fiir den Boxplot, der Auskunft tiber das Alter aller Befragten gibt, berechnen wir
zunichst die benotigten Grofen:

Xmin — 18, Xmax = 41, X0.25 = 20, X0.5 = 20, X0.75 — 22, XM = 21.1.

Der gesuchte Boxplot ist dann der Nachfolgende:

21,1

|
TT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T TTI T T T I TTI TTITTITITl]
18 20 22 M

Abb. 1.3: Boxplot fur das Alter aller Befragten.

2. Das durchschnittliche Alter xy; der weiblichen Befragten ist durch

w 18-14+19-34420-22+21-17422-8423-24+2-2425-34+26+28+ 31

o= 92
— 2055

~ 20.6 Jahre

und das Durchschnittsalter xj; der ménnlichen Befragten ist durch

o 19-1420-15+21-14422-13423-3+244+254+26-2+29430+41
o=
53

= 22.06
~ 22.1 Jahre

gegeben.

Ubungsaufgabe 1.4

Erwachsene Ridley’s Streifenkletternattern (Elaphe taeniura ridley) werden (den Angaben
in der Literatur entsprechend) bis zu 250 cm lang. Bei 15 erwachsenen Schlangen wurden
nun die folgenden Lingen (in cm) beobachtet:

223, 234, 217, 228, 220, 235, 209, 217, 207, 233, 254, 260, 225, 224, 231.

1. Was ergibt sich fiir diese Messreihe als durchschnittliche Linge einer Ridley’s Strei-
fenkletternatter?

2. Stellen Sie die Messreihe mittels eines Boxplots dar.

Losung 1.4

1. Aufgrund der vorliegenden Messreihe erhalten wir x; = 227.8 cm als durchschnittli-
che Linge einer Ridley’s Streifenkletternatter.
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2. Zur Erstellung des Boxplots berechnen wir nun:

xmin = 2077 Xmax = 260, X025 = 217, X05 = 225, X0.75 = 234.

— |x :
227,8
|
rrrrrrrrrrrrrrerrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrd
207 217 225 234 260

Abb. 1.4: Boxplot der vorliegenden Messreihe.

Ubungsaufgabe 1.5 (Das geometrische Mittel)

Zur Bestimmung eines Mittelwerts bei relativen Anderungen eines Merkmals wird in der
Regel das geometrische Mittel xg verwendet. Das geometrische Mittel ist die N-te Wurzel
des Produkts aus allen vorliegenden N Messdaten, d. h.:

XG = {"/xl X2 ... XN—1""XN-

Auch hier gibt es fiir das Produkt unter der Wurzel eine andere in der Mathematik iibliche
Notation. Man schreibt:
N
XG = v Hx,-.
i=1
Im Allgemeinen gilt, dass das arithmetische Mittel nicht gleich dem geometrischen Mittel
ein und derselben Messdaten ist, d. h.

XM 7éxG.

Eine Universitdit verzeichnet in drei aufeinanderfolgenden Jahren Zuwachsraten der Stu-
dierendenzahl von 2 %, 4 % und 7 %. Im vierten Jahr nimmt die Anzahl um 1 % und im
fiinften Jahr um 2 % ab, danach bleibt sie konstant. Bestimmen Sie die mittlere Zuwachs-
rate. Um wie viel Prozent ist die Studierendenzahl durchschnittlich gestiegen?

Lésung 1.5
Wir berechnen entsprechend der Formeln die GroBen xg und xs, wobei wir zunéchst die
Messwerte angeben:

xi = 1.02,x = 1.04, x3 = 1.07, x4 = 0.99, x5 = 0.98.

Somit ergibt sich fiir das geometrische Mittel der Wert:

xg = v/1.02-1.04-1.07-0.99-0.98 = 1.019472961.



° I

Dies entspricht einer Zuwachsrate von ca. 1.94%. Fiir das arithmetische Mittel berechnen

WIr:
1
3 = 5 (1024 1.04+1.07+0.99 4-0.98) = 1.02.

Wir erhalten hier eine Zuwachsrate von 2%.

Ubungsaufgabe 1.6

Das Weihnachtsgeld von sieben Mitarbeitern einer Abteilung wurde nach der von ih-
nen erbrachten Leistung gezahlt. Alle Mitarbeiter haben ein monatliches Einkommen von
2000 Euro. Das Weihnachtsgeld betrug bei zwei Mitarbeitern 57 %, bei einem 32 %, bei
dreien 60 % und bei dem letzten 20 % des mtl. Einkommens. Bestimmen Sie den arithme-
tischen Mittelwert und den Median des Weihnachtsgeldes.

Losung 1.6
Zunichst berechnen wir auch hier die einzelnen ,,Messwerte*:

X1 = 1.1407 X2 = 1.140, X3 = 640, X4 = 1.200, X5 = 1.200, X6 — 1.2007 X7 = 400.
Somit erhalten wir:
1
Xy = ?(1.1404— 1.1404 640+ 1.200 + 1.200+ 1.200 +400) ~= 988.57

und
Xxo.5 = 1.140.
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.1
Berechnen Sie folgende Ausdriicke und schreiben Sie das Ergebnis als Bruch. Kiirzen Sie,
wenn dies moglich ist.

@ 33 i+ © i3 @ %
© 1 ® G-9G+3 ®
Losung 2.1

Bei den oben angegebenen Aufgaben ergeben sich die nachfolgenden Werte:

I B S C R RS
2
© 35 =3 @ ERE: = 2
© F =3 O G-DG+) = 3%
3+ 2
© 7+ = %
Ubungsaufgabe 2.2
Rechnen Sie folgende Terme aus.
(@ (a+b+c)? () (a+b)(a®—ab+b?)
© (a+b)*(a=b) @ (a+b)’

Losung 2.2

(a) (a+b+c)* = (a+b)?+2c(a+b)+c*=a*+b*+c*+2(ac+cb+ab)
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(b) (a+b)(a* —ab+b*) = (&° — a®b+ab*) + (ba* — ab* +b*) = &> +b°
©) (a+b)*(a—b) = (a®+2ab+b*)(a—b) = a® + a’b—ab® — b°
6 (a+b)® =a> +3a*b+3ab’> +b°

Ubungsaufgabe 2.3
1. Schreiben Sie 81/27 23/4, x4 als Wurzel.

2. Berechnen Sie \/(a—b)? fiir b > a.

Loésung 2.3
1.
§12 = VE=2v2,
24— V=,
1
—1/4
X / = T\/}
2. Fiir b > aist:
(a=b)? = la—b|
= —(a—b)
= b—a

Ubungsaufgabe 2.4

1. Die beiden unterschiedlichen Seiten eines Rechtecks werden je um 30 % vergrofiert.
Um wie viel Prozent vergrifert sich dann der Flicheninhalt des Rechtecks?

2. Die drei unterschiedlichen Seitenfliichen eines Quaders werden je um 40 % vergro-
Pert. Um wie viel Prozent vergrdfsern sich damit die Oberfliiche und das Volumen des
Quaders?

Losung 2.4

1. Der Flacheninhalt / eines Rechtecks berechnet sich aus dem Produkt der Grundseite
a mal der Hohe b des Rechtecks. Werden nun diese beiden Seiten um jeweils 30 %
vergrofert, so erhalten wir fiir das neue Rechteck den Flidcheninhalt:

I=13-a-13-b=1.69-a-b.

Das neue Rechteck hat also einen um 69% vergroferten Flidcheninhalt.

2. Das Volumen V eines Quaders ist das Produkt der Linge der Grundseite @ mal der
Hohe des Quaders b mal der Tiefe ¢ des Quaders. Werden nun die Seitenflaichen um
je 40 % vergroBert, so erhilt man fiir den vergroBerten Quader das Volumen

V=V14-a-V1.4-bV14-c= (V143 -a-b-c~1.6565-a-b-c.
Das Volumen vergroBert sich somit um 65.65%. Fiir die Oberflidche erhilt man:
0=2-14-a-b+2-14-a-c+2-14.-c-b=14-2-a-b+2-a-c+2-b-¢).

Somit vergroBert sich die Oberfliche um 40%.
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Ubungsaufgabe 2.5
Zeigen Sie mithilfe einer vollstindigen Induktion iiber n, dass die sogenannten Fibonacci-
Zahlen, die durch die Rekursionsformel

Fin+1)=Fn)+F(n—1)mit F(1)=F(2) =1

definiert sind, die Gleichung
FU_i71+ﬁ"_1—ﬁn
"=/ 2 2

1. Induktionsanfang: Fiir ng = 1 gilt:

()57

2 2
FQ) = 1 1+v5) [1=V5
B 2 2
6+2v/5 6—2V5
4 4
2. Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > ng gilt:

1 1—|-\/§ n+1 1_\/§ n+1
(5 (+)

3. Induktionsbehauptung:Fiir n+ 2 gilt:

1 1+\/§ n+2 1—\6 n+2
557 ()

4. Induktionsschritt: Es gilt, dass:

erfiillen.

Losung 2.5

Fiir ny =2 gilt:

S

TSl

F(n+2)

(n+1)+

(i
e
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Ubungsaufgabe 2.6

n+1 1+\/§ n 17\/3 n+1 17\/5 n
+ 2 B 2 B 2
145 1-v5) (1-v5)"

) (50 (57
3-v35\ (1-v5)"

B 2 2

2 1_\/5 2 1_\/5 n

B 2 2

n+2 1_\/5 n+2
B 2

Beweisen Sie mithilfe des Prinzips der vollstindigen Induktion die nachfolgenden Aussa-

gen:

1. Fiirn > 4 gilt:

2. Fiirn # 3 gilt:

Losung 2.6
1. Firn > 4 gilt:

2" < nl.

a) Induktionsanfang: Fiir ng = 4 gilt:

16=2%<24=1-2-3-4=41

b) Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > ng gilt:

2" < nl.

¢) Induktionsbehauptung:Fiir n+ 1 gilt:

27 < (n4-1)1.

d) Induktionsschritt: Da n > 4 ist, gilt:

2n+1 22n
2-n!
(n+1)-n!

(n+1)!

VANV

Somit haben wir die Aussage fiir alle n € IN mit n > 4 bewiesen.
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2. Fiir n # 3 gilt:
n* <o,

a) Induktionsanfang: Zunichst bemerken wir, dass

und

ist. Sei nun ny = 4. Dann ist:
n=4>=16<16=2*=2",
b) Induktionsvoraussetzung: Es sei nun n > ng und es gelte:
<2
¢) Induktionsbehauptung: Fiir n 41 gilt:
(n+1)2 <2,

d) Induktionsschritt: Es gilt:

(n+1)?* = n*42n+1

n2

< #+E+L®n2%
2 2

< nz—i—nE—i—nE,danz47

< 2n?

< 2.2"

_ 2n+l

Hierbei wurde verwendet, dass

n?

372n20<:>n274n20
fiir alle n > 4 gilt. Somit wire auch diese Aussage bewiesen.

Ubungsaufgabe 2.7
Zeigen Sie mithilfe des Binomischen Lehrsatzes, dass fiir jede reelle Zahl x > 0 und jede
natiirliche Zahl n > 2 die Ungleichung

2

(I+x)" > ”sz

erfiillt ist.
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Loésung 2.7
Fiir jede reelle Zahl x > 0 und jede natiirliche Zahl n > 2 gilt die Ungleichung

2

(I4+x)"> ”sz'

1. Induktionsanfang: Es sei ng = 2, dann gilt:

22 n}
X = sz = ZOXQ <l4+2x+x*= (1 +x)2 = (14x)".

2. Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > ng gilt:

n2 2
Vi < (l4x)".

3. Induktionsbehauptung: Fiir ein n+ 1 gilt:

1 2
(n+ ) x2<(1+x)n+l.
4
4. Induktionsschritt: Es gilt:
D)™ = (1+x)-(1+2)"

= (14+x)"+x(14+x)"
n2 2

> X +x(1+x)"
2

L) 2
>
= 4x +nx
2 4
%x2+?nx2
2

2 1

T
(n+1)* ,

4

Ubungsaufgabe 2.8

1. Sechs Kiihe fressen an einem Tag 200 kg Gras. Wie viel kg Gras fressen vier Kiihe in
sieben Stunden?

2. In drei Stunden legt ein Fahrzeug bei konstanter Geschwindigkeit 210 km zuriick, wie
weit kommt es in 7.5 Stunden?

3. Die Organisationsabteilung einer Biicherei plant fiir die Umgestaltung der Verkaufs-
rdume eine Zeit von 42 Arbeitstagen ein. Dazu sind 17 Arbeitskrdfte erforderlich, die
acht Stunden/Tag arbeiten. Nach zehn Arbeitstagen erkranken vier Arbeitskrdfte. Ihre
Arbeitsunfahigkeit erstreckt sich iiber einen Zeitraum von sieben Arbeitstagen. Er-
mitteln Sie, wie viel Uberstunden wihrend der Krankheitszeit der vier Arbeitskrdfte
Jje Mitarbeiter und Arbeitstag vorgesehen werden miissen, wenn der geplante Termin
eingehalten werden soll.

4. Eine Person zahlt fiir drei Biicher 18 Euro. Wie viel Euro kosten dann acht Biicher?



ud

Losung 2.8
1. Sechs Kiihe fressen an einem Tag 200 kg Gras. Somit frisst eine Kuh
200
—— kg/h.
2.6 "

Konsequenterweise fressen vier Kiihe in sieben Stunden

200 350

2. Das Fahrzeug legt somit in einer Stunde 70 km zuriick. Damit kommt es in 7.5 Stunden
525 km weit.

3. Wenn alle Arbeitskrifte gesund bleiben, arbeiten diese insgesamt 17 - 8 h = 136 h
pro Tag. Wihrend der Krankheitstage miissen diese Arbeitsstunden auf die Gesunden
umverteilt werden, d.h.:

13-x=136h

Die fiihrt uns auf x &~ 10.46 h. Somit miissen die 13 Gesunden an den sieben Krank-
heitstagen 2.46 h mehr arbeiten, damit der geplante Termin eingehalten werden kann.

4. Eine Person zahlt fiir drei Biicher 18 Euro. Ein Buch kostet somit 6 Euro. Somit kosten
acht Biicher 48 Euro.
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.1
Welche der folgenden Mengen ist nach oben bzw. nach unten beschrdinkt?

(@) Ry (b) {2"|neZj

(c) {|xeR} (d) {x|xelR}

(e) {a"|n€Z,a>0} ) {ﬁ\nelN,aEZ}
(8) {x|x*<3} (h) {56}

Geben Sie, soweit moglich, auch das Infimum und das Supremum der Mengen an.

Losung 3.1

(a) IR, ist nach unten beschrankt mit Null als Infimum und nach oben unbeschrinkt.
(b) {2"| n € Z} ist nach unten beschrénkt mit Null als Infimum und nach oben unbeschrinkt.
(¢) {x’|x € IR} ist nach unten und nach oben unbeschriinkt.
(d) {x|xe1R} ist nach unten und nach oben unbeschrinkt.
(e) {d"|n€Z,a> 0} ist nach unten und nach oben unbeschrinkt.
® {# |neWN,ae Z} ist nach unten und nach oben unbeschrénkt.
(g) {x|x?< 3} istnach unten beschriinkt mit — /3 als Infimum
und nach oben beschrinkt mit v/3 als Supremum.
(h) {5,6} ist nach oben beschrinkt mit 6 als Maximum

und nach unten beschrinkt mit 5 als Minimum.
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Ubungsaufgabe 3.2
Welche Menge ist durch die Ungleichung

1 2
Ix? —2|— 5‘ < 3
festgelegt?

Losung 3.2
Die Losungsmenge ist durch

{xem ’xe (Jﬁ ﬁ)%% m>}

15 15 15 15
gegeben.

Ubungsaufgabe 3.3
Losen Sie die nachfolgenden Ungleichungen:

(a) j;i—;sz (b) x*<x
() 5225 >0 (d) x*43x*>>4

(e) |x—5/<1072 (N |23 <«

Loésung 3.3
Die gesuchten Losungsmengen sind die Nachfolgenden:

@ {reR |[x€ (-0, —3]U(-2,0)}
0 {reR |x€ (-, —1U (01)}
© {reR|xe (- —3)U(5,=)}
(@ {reR |xe (-0, —1)U(l,e0) }

() {xeR |xe(4.999,5.001)}
(f) {XE]R|XE(_17O)U(071)}'
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Ubersicht
........................................................

Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.1
Fiihren Sie die nachfolgenden Polynommultiplikationen durch:

a) Bx* =T34+ —1)-(x+1)
b) (2 —10x*+7x* —3x)- (x> + 1)
¢)  (B3x7+8x0+6x° +3)- (2 +3x2 +1).

Losung 4.1

a) Bx* =7 482 —1)- (x+1) 3% — 4o —6 2 —x—3
b) (26° —10x* +7x° —3x) - (2 4+1) = 227 +9x° — 10x° — 10x* +4x> — 3x
¢) (3x7 +8x0 +6x° +3)- (& +3x2 1) 3x'04+ 1727 +21x7 4+ 30x*
+8x° 4627 +3x° +-9x% 4+ 3.

Ubungsaufgabe 4.2
Fiihren Sie folgende Polynomadditionen bzw. -subtraktionen durch:

a) (Bx* =78 +x%— 1)+ (28 — 10x* + 73 — 3x)
b) (x> 4+1) + (18x* —29)
c) (8x7 +9x8 +57x° +11) — (x* +3x> + 1).

Losung 4.2

a) Bt =T 42— 1)+ (2 —10x* +78° =3x) = 20 -t 4% —3x—1
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b) (x> 4 1)+ (18x* —29) 18x* +x* - 28
¢) (8xT +9x0 +57° +11) — (P +32 +1) = 8 +9x°+578° —x* — 32+ 10.

Ubungsaufgabe 4.3

Fiihren Sie — soweit wie moglich — die nachfolgenden Polynomdivisionen durch:
a) Bx* =73+ —1): (x+1)
b)  (2x° —10x*+7x° —3x): (x* 4+ 1)
e) (BxT+8x0+6x° +3): (P +32+1).

Loésung 4.3
a) Bt =T+ 22— 1) (x+1) =3 — 102 + 1x— 11+ 1
b) (2 —10x* + 707 = 3x) 1 (& 4 1) =27 — 10x% — 9x 4 10— BH0

¢) (37 +8+ 607 +3) 1 (¥ + 3%+ 1) = 3t — x> + 9% — 30x 4 91 4 208,
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Ubersicht
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Ubungsaufgaben
Ubungsaufgabe 5.1
Es seien
2 1 3 11 10 12
5 4 2 1 3
A= B= C=
8 8 9 8 7 9
11 10 12 5 4 6
4 2 21 1 2 1
p=| 7 E=|11 4 F=|1 3 4
9 3 5 6 9 5 6
4
7
G= H=(8 4 3 2)
9
10

gegeben. Berechnen Sie: (a) A-B, (b) B+C, (¢c)C-D, (d) E-D, (¢) F—E, (f) E-F,
(8)A-G, (h) G-H, (i)H-G.

Losung 5.1
Es gilt:

(a)A-B 80 70 90
a)A- =
184 158 210
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K

(b) B+C

(h)G-H

()H -G

Ubungsaufgabe 5.2

13
7

16
16

11
5

14
14

222
42

162
102

31
47
101

S NN O

13
38
62

25
51

85
205

32
56
72
80
107.

16
28
36
40

15
9

18
18

oS o O

29
59

12 8
21 14
27 18
30 20

Bestimmen Sie die Losungen der nachfolgenden Gleichungssysteme:

2x+3y
a)

x—15y

x+y
c) 3x+5y

3x—y

b)

x+3y
X+y

x+y+z

d) 2x+3y+4z
Sx+7y+9z



> I

2x+4y —2z42v
e) S5x+10y+v
3x+y—z+2v

Losung 5.2

a

o S

Sy

e

)
)
)
)
)
)

\

Ubungsaufgabe 5.3

{(x,y,z,v) | Fir u € Ristx = %

= 6 3x+5y+2z
=0 ) 4x+y
= 1 —Ox— 15y —6z
31 14
x:ﬁvy:ﬁ
x:_%vy:%

Besitzt keine Losung!

Besitzt keine Losung!

2

11

Besitzt keine Losung!

20
40
30

Suy=po=—5+Fuy=—2+3u}

Uberpriifen Sie die nachfolgenden Vektoren jeweils auf lineare Unabhdingigkeit:

(e}
N

Losung 5.3

A 2
D) 1|,
3
6
N 2
1 d) ;
3
-2
4

5

4

6
0
5

-3
1

Die Vektoren in den Aufgabenteilen a), b) und c) sind linear abhéngig, wihrend die im

Aufgabenteil d) linear unabhingig sind.

Ubungsaufgabe 5.4

Berechnen Sie jeweils die Determinante der nachfolgenden Matrizen:

e I -

N W

2 3
b)B=| 0 —4
1 -1
3
d)D=
—4
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2 3 -4
2 3 1 -1
E=| -4 —6 8 f)F =
-5 -7 -3 9
1 -1 1
1 -2 -1 4
Losung 5.4
Die Determinanten der Matrizen lauten:
a) det(A) =27
b) det(B) = —46
c) det(C) =16
d) det(D) =—13
e) det(E) =0
5 det(F) =45

Ubungsaufgabe 5.5
Ermitteln Sie jeweils die Eigenwerte und die dazugehorigen Eigenvektoren der nachfol-

genden Matrizen:

301 1 12 2
a)| 2 4 2| b 1 2 -1

11 3 -1 1 4

2 1 3 -1
¢) d)

1 4 11

Lésung 5.5
Die Eigenwerte lauten fiir die Matrix

31 1
a) 2 4 2 |, 24 =2und A, =6.
1 1 3

Bei der Bestimmung von Eigenvektoren erhalten wir zwei fiir den Eigenwert A; = 2,

die z.B. durch
—1 -1

v = 1 und wy, = 0
0 1
gegeben sind, und fiir den Eigenwert A, = 6 erhalten wir z.B. den Eigenvektor
1
Vi, = 2
1



7

1 2 2
b) 1 2 -1 |,A1=1undX,=3.
-1 1 4

Bei der Bestimmung von Eigenvektoren erhalten wir zwei fiir den Eigenwert A, = 3, die
z.B. durch

1 1
v, = | 1 undwy, = [ 0
0 1

gegeben sind, und fiir den Eigenwert A; = 1 erhalten wir z.B. den Eigenvektor

2
Vo, = —1
1
2 -1
C) s ),1 =3.
1 4
Bei der Bestimmung von Eigenvektoren erhalten wir fiir den Eigenwert A; = 3 z.B. den
Eigenvektor
1
V?L] =
—1
3 -1
d) , AL =2
1 1
Bei der Bestimmung von Eigenvektoren erhalten wir fiir den Eigenwert A; = 2 z.B. den
Eigenvektor
1
V/ll = 1
Bemerkung 5.1

Es sei hier noch einmal daran erinnert, dass jedes Vielfache eines Eigenvektors xj, zum
Eigenwert A; ebenfalls die entsprechende Gleichung fiir den Eigenvektor lést. Daher sind
Eigenvektoren nicht eindeutig bestimmt.

Ubungsaufgabe 5.6
Berechnen Sie die Losungen der nachfolgenden Gleichungen:

1 1 0 X X

1 3 X X
a) A 3 =3 D) 010 y | =1] y
Y Y 0 0 1 Z z
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Losung 5.6

Die Losungen sind gegeben durch:

X 1
a) =m
y 2/3
x 1
D) y | =m +n
z 1

Ubungsaufgabe 5.7

Bei verschiedenen Auswertungsverfahren wird vorausgesetzt, dass aus einer Datenmatrix
X zuerst die sogenannte Kovarianzmatrix . = (s;;) pxp berechnet wird. Hierbei steht s;;
mit i # j fiir die Kovarianz zwischen den aus den Elementen der i-ten und der j-ten Spalte
bestehenden Stichproben. Die Kovarianz s;; ist ein Maf3 fiir die gemeinsame Variation der
Merkmalswerte von X; und X ;. Sie wird mit der Formel

1
n—1

D=

Sij = (i — %) (X — X.7)

k=1

berechnet. Hierbei bezeichnet X.; das arithmetische Mittel der Elemente der i-ten Spalte
von X. Im Falle i = j erhdlt man daraus die bekannte Formel fiir die aus den Elementen
der i-ten Spalte gebildete Varianz, d. h. s;; = siz.

Bei einer medizinischen Testreihe wurden nun an sieben Probanden folgende Werte der
Parameter X1 und X, ermittelt:

224 | 478 | 343 | 2.69 | 451 | 6.01 | 3.89
11.8 | 129 | 148 | 146 | 15.1 | 144 | 13.8

Bestimmen Sie die Kovarianzmatrix zu der oben gegebenen Datenmatrix X.

Losung 5.7
Die Kovarianzmatrix ist durch

1.672  0.52
0.52 1.401

gegeben.

Ubungsaufgabe 5.8
Berechnen Sie die Losungen der nachfolgenden Gleichungssysteme, indem Sie jeweils die
Inversen der Matrizen berechnen und bei der Ermittlung der Losung verwenden:



1 1 0 X
c) 1 1 1 y
0 2 1 b4
3 -4 X
e) —4 2 y
1 -1 5
Losung 5.8

Die jeweiligen Inversen und Losungsvektoren sind gegeben durch:

) 5/13  3/13 x
a
/13 -2/13 y
—-1/2  3/2
D) / / und | 7
/2 —1/2 y
/2 12 -1/2
c) 1/2 —-1/2 1)2 und
-1 1 0
-1 0 2
d) 3 —6 |und | y
-2 -1 5
9/23 11/46 5/23
e) ~1/23 —7/23 2/23 | und
—2/23 —-5/23 4/23
/2 1/2 -1/2
f) =5 2 1 und
7/2 =3/2 —1/2
Ubungsaufgabe 5.9

=

<

N

31/13
14/13

-7/2

7/2

1/2
5/2
~1

Zeigen Sie die nachfolgenden Behauptungen fiir komplexe Zahlen:

1. 12 _ 3+
cTH T2

39/2

~1/)2

™ P

10

12
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2. 71(z023) = (2122)z3 fiir beliebige 71,722,723 € C
3. 21(z2 +23) = 2122 + 2123 fiir beliebige z1,22,723 € C

Loésung 5.9
1. Es gilt:
1+2i 142 1-i
I+i 14 1—i
(1201 —1)
B 2
3+
= 5

2. Esseien z; =a+ib, 70 = c+id und z3 = e+ if drei beliebige komplexe Zahlen. Dann
gilt:

(a+ib)((c+id)(e+if))

(a+ib)(ce—df +i(de+cf))

ace —adf —bde —bcf +i(bce —bdf + ade + acf)
(ac —bd)e+i*(ad +be) f +ie(be +ad) +if (ac — bd))
(ac —bd)(e+if)+i(ad +bc)(e+if)

= (ac—bd+i(ad+bc))(e+if)
(
(

71(2023)

(a+ib)(c+id))(e+if)

3. Esseien 7y =a+ib, 20 = c+id und z3 = e+ if drei beliebige komplexe Zahlen. Dann
gilt:

z2(za+z) = (a+ib)((c+id)+ (e+if))

= (a+ib)((c+e)+i(d+f))
(ac+ae—bd —bf)+i(ad +af +bc+ be))

= (ac+ae—bd—bf)+i(ad+af +bc+be))
= ((ac—bd)+i(ad+bc)+ (ae—Dbf) +i(af + be))
= ((a+ib)(c+id)+ (a+ib)(e+if)
= 2122 +2123.

Ubungsaufgabe 5.10
Bestimmen Sie fiir z € C die Losungen der Gleichung

472 — 122425 =0.

Loésung 5.10
Diese Gleichung hat die beiden Losungen z; = % +2iund zp = % —2i.
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Ubungsaufgabe 5.11

Durch Zufuhr von Wasserdampf (H,O) und Energie lisst sich Methan (CHy) in Wasser-
stoff Hy und Kohlenmonoxid (CO) aufspalten. Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem
fiir diese Reaktion auf und losen Sie dieses, indem Sie die Inverse der Koeffizientenmatrix
berechnen.

Loésung 5.11
Die beobachtete Reaktion lédsst sich auch als

H;0+y CHy = y,H; +y3CO

schreiben. Hieraus konnen wir das Gleichungssystem

-2 = 4y-2»
0 = y1—y
L =

herleiten. Die Inverse der Koeffizientenmatrix

4 -2 0
A=11 0 -1
0 0 1
ist gegeben durch
0 11
ATl=| —12 2 2
0 0 1

Somit ergibt sich als Losung der Losungsvektor

i 1
Y= y2 == 3
y3 1

Fiir die Reaktion erhalten wir somit:
HO+CHy =3H, +CO.

Ubungsaufgabe 5.12

Schreiben Sie die nachfolgenden komplexen Zahlen in der Form ,,Realteil +i- Imagindr-
teil”:

1. 1/(13—4i),

2. (2-17i)/(543i).

Losung 5.12
Es gilt:
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L 1/(13-4i) = 2 + i,
1

8
2. (2-7i)/(5+3i) =4 — 4.

Ubungsaufgabe 5.13
Berechnen oder vereinfachen Sie die nachfolgenden Ausdriicke:

1. (2+43i)(12-5i),

2. (144504 (11 —14i),

3. [2+3il,

4. [11—14i|,

5. (4-30)2,

6. (14+50)- (11— 144).

Losung 5.13

Es gilt:

1. (2+3i)(12 - 5i) = 39+ 26i,

2. (14+5i)+ (11 —14i) =25 9i,
3. [2+3i] = V13,

4. |11 —14i| = /317,

5. (4—3i)2=17-24i,

6. (14+50)- (11— 14i) = 224 + 141i.
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 6.1
Bringen Sie die folgenden rationalen Funktionen durch Polynomdivision auf die Form
Polynom plus rationale Funktion:

-1 x4 3x* — 19x A4 —3x+2
b) c)

a)

x—1 x2—1 xB42
Losung 6.1
-1 4 2 4, 3, 2
a) 1" + @+ x+1)=x"+x"+x"+x+1,
7 4
x'+3x"—19x 18x+3
b) 27=X5+x3+3x2+x+3+ 5 ,
x—1 x—1
) X3 —3x42 41 S5x
c ——— =x+1- .
3 +2 B+2
Ubungsaufgabe 6.2

Bestimmen Sie zu den unten in der Tabelle gegebenen Daten der jihrlichen Legehen-
nenbestinde in Deutschland y (in 100.000 Tieren) die dazugehirige Regressionsgerade.

Tab. 6.1: Jahrliche Legehennenbesténde in Deutschland (in 100.000 Tieren) entspre-
chend der Daten des Statistischen Amtes der Europdischen Gemeinschaften (vgl.
Eurostat 2007]).

1991 [ 1992 | 1993 [ 1994 | 1995 [ 1996 | 1997 [ 1998
-i84 544 | 507 | 517 | 507 | 506 | 505 | 502
1999 | 2000 | 2001 [ 2002 | 2003 [ 2004 | 2005

- 501 | 503 | 497 | 484 | 455 | 443 | 454
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Losung 6.2

Zur Bestimmung der Regressionsgeraden miissen wir die Varianz s2, die Kovarianz sy,
sowie die arithmetischen Mittel yss und xj, berechnen. Es gilt:

xy = 1998, yy = 500.6.
Hiermit berechnen wir die Varianz von x und die Kovarianz. Es gilt:
52 =20 und sy, = —139.143
Somit ergibt sich die Regressionsgerade:
§= Ssiz‘ (x —xp) + v = —6.957x+ 1440.971.
x
Ubungsaufgabe 6.3

Bestimmen Sie zu den unten in der Tabelle gegebenen Daten der jihrlichen Kuhmilchauf-
nahme in Deutschland y (in 1.000 Tonnen) die dazugehorige Regressionsgerade.

Tab. 6.2: Jahrliche Kuhmilchaufnahme in Deutschland (in 1.000 Tonnen) entspre-
chend der Daten des Statistischen Amtes der Europaischen Gemeinschaften (vgl.
[Eurostat 2007]).

1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001
26.99 | 26.75 | 26.78 | 26.98 | 26.88

2002 | 2003 | 2004 | 2005
-26.62 27.32 | 2711 | 27.31

Zur Bestimmung der Regressionsgeraden miissen wir auch hier die Varianz s2, die Kova-

Losung 6.3

rianz syy, sowie die arithmetischen Mittel yjs und xjs berechnen. Es gilt:

24274
900

Hiermit berechnen wir die Varianz von x und die Kovarianz. Es gilt:

XM = 20017 Ym =

385

2

=7.5und sy = ——

sy 5 und sy, 1000

Somit ergibt sich die Regressionsgerade:
. Sﬂ(x—x )by = 77 e 340861
YT MM = 500" T 4500

Ubungsaufgabe 6.4

Gegeben sind die Punkte (5,2), (0,—2) im IR%. Bestimmen Sie eine Gleichung der Gera-
den, die senkrecht/parallel zur Geraden durch diese Punkte ist und durch den Punkt (1,3)
verlduft.
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Losung 6.4
Die Gerade durch die Punkte (5,2), (0,—2) im IR? ist durch die Geradengleichung
4
flx)= gx -2
gegeben. Die hierzu senkrechte Gerade durch den Punkt (1,3) hat die Geradengleichung:
5 17
f(x) = — ZX -+ Z .

Die Geradengleichung der Geraden, die parallel zu der oben angegebenen Geraden ist
und durch (1,3) verlauft, lautet:

4 11
f(x) = gx + ?
Ubungsaufgabe 6.5
Wie sieht die Menge aller Punkte (x,y) € R? aus, die die Bedingungen y > 2x — 1 und
%x +y < 3 erfiillen (Skizze!)?

Losung 6.5
Die Losungsmenge ist durch

8 1
{(x7y)em2|x< g, 2X—1<y<3—2x}

gegeben:

4

Abb. 6.1: Skizze der Lésungsmenge.

Ubungsaufgabe 6.6

T. Carlson hat sich 1913 mit der Entwicklung einer Population von Hefezellen beschdif-
tigt. Das (gerundete) Ergebnis seiner Untersuchungen bzw. Berechnungen kann man der
nachfolgenden Tabelle entnehmen:

Die Zeit t hat dabei die Einheit Stunden, und der Umfang p(t) der Population der Hefe-
zellen ist in il Zellvolumen pro 100 ml Medium gegeben.
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Tab. 6.3: Naherungswerte fir die Entwicklung einer Population von Hefezellen. Werte
gerundet nach [Bohl 2001], Tabelle 1.2, Seite 3.

1 2 | 3 4 5 6 7 8 9 10
18 129 | 47 | 71 | 119 | 174 | 257 | 351 | 441 | 513

Ermitteln Sie aus den Daten der Tabelle zu den Zeitpunkten ein Polynom P(t) vom Grad

kleiner gleich 9, das im Zeitintervall [1,10] als kontinuierliche Néiherungsfunktion fiir die
diskreten Messungen angesehen werden kann.

Loésung 6.6
Das gesuchte Polynom lautet:

107 o 1339 , 19129 ; 12281 ¢ 481079 ;

~40320" T 10080 T 6720 ° T 360 ¢ 1920
1672823 , 33968959 , 7353449 , 1130987
A 3 2_ x+1995.

1420 " 10080 © T 1260 * 210

P(t) =

Ubungsaufgabe 6.7 (Nichtlineare Regression)
Die rationalen, bzw. um in diesem Fall ganz genau zu sein, die gebrochen linearen Funk-

tionsgleichungen
_ax
I x+b
und
_a
r= x+b

konnen durch geeignete Transformationen in lineare Funktionen umgewandelt werden.
So geht die erste Gleichung durch die Transformation y' = 1/y und X' = 1/x in die Funk-

tionsgleichung
/ b / ]
Y=x
a a
iiber und die zweite Gleichung durch die Transformation y' = 1/y und x' = x in die Funk-
tionsgleichung
y_ 1, b
Y= X
a a
iiber.
Die Gleichung
— WO
T l—c-t

wurde als ein Modell zur Beschreibung des Wachstumverlaufs der Weltbeviolkerung vor-
geschlagen. Hierbei ist t die Zeit in Jahren, und W steht fiir die Bevilkerungsgrofie in
Millionen. Wy ist die Grofle der Weltbevilkerung im Jahr 1650 und c eine Konstante.
Diese wird mit 510 Millionen angegeben. Von 1650 an soll das Modell gelten, wobei
demnach fiir 1650t = 0 ist. Entsprechend der offiziellen Angaben der Vereinten Nationen
(UN) hat sich die Weltbevilkerung von 1950 bis 2004 wie folgt entwickelt.

1. Berechnen Sie zundchst die entsprechenden Werte fiir die Zeit t.
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Tab. 6.4: GroBBe der Weltbevélkerung in Millionen entsprechend der offiziellen Anga-
ben der Vereinten Nationen (vgl. [UN 2007]).

1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2004
2520 | 3024 | 3697 | 4442 | 5280 | 6086 | 6389

2. Linearisieren Sie die Gleichung mithilfe einer geeigneten Reziproktransformation.

3. Bestimmen Sie fiir die Parameter Wy und ¢ Ndherungswerte mithilfe der Regressions-
geraden.

4. Welche Prognosen ergeben sich, wenn man mit der Regressionsfunktion die Weltbe-
volkerung im Jahre 2025 schditzt?

Losung 6.7
Durch die Transformation ¢’ =z und W’ = 1/W erhilt man die “neue” Datentabelle:

0 300 310 | 320 | 330 340 350 354
1.96 | 0.397 | 0.331 | 0.27 | 0.225 | 0.189 | 0.164 | 0.157

Hieraus ermitteln wir fiir die neuen Variablen die Regressionsgerade:

71.998-7

W =—
97264

(' —288) +0.462 ~ —0.0052¢' + 1.954.

Fiir Wy und c erhalten wir somit die Néherungswerte:

1000
Wo ~ 1954 ~0.51178 und ¢ ~ 0.0052-0.51178 ~ 0.00266.

Fiir das Jahr 2025 erhalten wir eine Weltbevolkerung von der Grofie

W (375) =204.712-10.
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 7.1
Fiir welche x gilt die Ungleichung e~ (t4)? < %? Skizzieren Sie die Funktion f(x) =

e~ und illustrieren Sie Thr Ergebnis aus der vorangegangenen Frage.

Losung 7.1
Die Ungleichung e (r4)? < % ist fiir die nachfolgende Menge erfiillt:

{reR|xe (oo, —4—/In(3/3)) U (~4+ /In(4/3),)}

.

€

Abb. 7.1: Skizze der L6sungsmenge.
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Ubungsaufgabe 7.2
Die Population von wilden Murmeltieren in einem Nationalpark in den kanadischen
Rocky Mountains erhoht sich in sieben Jahren von 2300 auf 3245.

1. Geben Sie die Population zum Zeitpunkt t als eine Funktion N(t) an, wobei N(t) die
Gestalt
N(t) =Np-exp(A-t)

habe.
2. Wie grofs war die Population am Ende des ersten Jahres?
3. Wie lange dauert es, bis die Population sich verdoppelt hat?

Loésung 7.2
1. Die Population zum Zeitpunkt ¢ ist durch die Funktion

N(t) = 2300-exp (0.049 1)

gegeben.
2. Die Population umfasst am Ende des ersten Jahres 2.415 Murmeltiere.
3. Es dauert ca. 14 Jahre und zwei Monate, bis die Population sich verdoppelt hat.

Ubungsaufgabe 7.3
Wir nehmen an, dass in Deutschland jéihrlich x Tonnen CO; ausgestofien werden. Wenn
eine jihrliche Reduktion des CO,-Ausstofies um 5 % verwirklicht werden konnte, wann

hat man dann den urspriinglichen Wert halbiert?

Lésung 7.3
Unter der Annahme, dass der jahrliche CO,-Ausstoll um 5% verringert wird, erhalten wir
fiir die jahrlich ausgestoBene CO,-Menge als Funktion von der Zeit ¢ die Gleichung:

x(t) = x(0) - (19050)t

Somit miissen wir die Gleichung

%x(O) — X(0) (19050>t

—In(2)
1n95—In(100)
ungefihr 13.5 Jahre dauern, bis die Menge des CO;,-Aussto3es halbiert wire.

nach ¢ auflosen. Dies fiihrt uns auf den Wert r = ~ 13.51. Es wiirde somit

Ubungsaufgabe 7.4
Zeigen Sie, dass die Funktion

mit a,b,A >0

1
Lit)= —,
®) a+be M

monoton wachsend ist und dass L(t) — %fb’irt —oound L(t) = ﬁ fiirt — 0 gilt.
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Da die Funktion e~* monoton fallend ist, wird der Nenner in der Definition der Funktion

Losung 7.4

L(t) fiir groBer werdendes ¢ immer kleiner. Hieraus folgt direkt, dass fiir #; < #, auch

L(t;) < L(12) gelten muss. AuBerdem gilt, dass e =*" — 0 fiir  — oo und e~ — 1 fiir

t — 0 gilt. Aus diesen beiden Aussagen folgen direkt die Behauptungen, dass L(¢) — é

fiir # — oo und L(t) = .1 fiir 1 — 0 gilt.
Ubungsaufgabe 7.5
Lésen Sie die Gleichung log,(—2x) +4log,(x+3) = 3.
Losung 7.5
Es gilt:
log, (—2x) +4log,(x+3) =3

= zlogz(—Zx)+4log4(x+3) —93

= 210g2(72x) X 2410g4(x+3) -3

o (—2)(?) . (22)210g4(x+3) -8

& (—2x).4lomErd) g

& (—2x)- (x+3)* =38

& 20127 - 18x=38.
Die letzte Gleichung hat die beiden Losungen x; = —1 und x, = —4. Da der Logarithmus
nur fiir positive Zahlen definiert ist, ergibt sich somit als Losung unseres uspriinglichen
Problems nur die Losung x = —1.
Ubungsaufgabe 7.6

Es bezeichne y(t) die Menge einer Substanz, die radioaktiv zerfdllt. Es gilt das nachfol-
gende Gesetz des radioaktiven Zerfalls:

Hierbei ist T die Halbwertzeit der Substanz, d. h. die Zeit, in der die Hiilfte der Substanz
zerfallen ist, und t bedeutet die Zeit.

Bei der Ausgrabung einer Steinzeitsiedlung werden einige Holzkohlestiickchen sicherge-
stellt. Es stellt sich heraus, dass der Y* C-Anteil in dieser Holzkohle nur 40 % des iiblichen
Anteils betrdgt. Wie alt ist die Siedlung, wenn man bei der Rechnung beriicksichtigt, dass
die Halbwertzeit von '*C mit 5730 Jahren gegeben ist?

Losung 7.6

Zur Losung dieser Aufgabe miissen wir die Gleichung
0.4y(0) = y(0)2~ 5.

nach ¢ auflosen. Es ergibt sich somit fiir # ungefihr der Wert t = 7574.65. Die Siedlung
ist also ungefihr 7.575 Jahre alt.






8 Die trigonometrischen
Funktionen

In diesem Kapitel gibt es keine separaten Ubungsaufgaben.
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 9.1
Bestimmen Sie mithilfe der im vorangegangenen Kapitel angegebenen Ableitungsregeln
die Ableitungen der nachfolgenden Funktionen:

a) f(x) =sin(x)cos(x) b) g(x) =tan(x)

)=t
¢) h(x) = (sin(x))" d) p(x) = In(cos(x))

e)r(x)= e ) w(x) =xe™™*
8) v = 5 ) () = C )

Losung 9.1
Entsprechend der in dem Kapitel eingefiihrten Differentiationsregeln erhélt man:

a) f’(-x) = COSZ(X) —sin2(x) b) g’(_x) =1 +tan2(x)
0 Hie) =t st 0) e =28
e)r'(x) = —2xe Fw(x)=e*—xe™
4 2 _
YW =5 )l () = EEGEER
Ubungsaufgabe 9.2

Zeichnen Sie die Funktion f(x) = (x> — 1) —x? in ein Koordinatensystem und skiz-
zieren Sie (ohne Rechnung) den Verlauf der ersten, zweiten und dritten Ableitung dieser

Funktion in dasselbe Koordinatensystem.
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Losung 9.2

< —>

VAR

f
£
£
i

Abb. 9.1: Skizze der Funktion selbst, sowie der ersten, zweiten und dritten Ableitung
der Funktion.

Ubungsaufgabe 9.3

Zeichnen Sie die Funktion f(x) = (x* — 1)(x+2) in ein Koordinatensystem und skizzieren
Sie (ohne Rechnung) in dieses Koordinatensystem den Verlauf der ersten, zweiten und der
dritten Ableitung.

Loésung 9.3

- =h = -

\4

Abb. 9.2: Skizze der Funktion selbst, sowie der ersten, zweiten und dritten Ableitung
der Funktion.



Y I

Ubungsaufgabe 9.4
Bestimmen und klassifizieren Sie alle kritischen Punkte der Funktionen:
-1 3
(”ﬂ”:_f+hA”H4Jwﬂﬂ=w”JdM@=9;%%91
x

Skizzieren Sie den Verlauf der Funktionen.

Losung 9.4
Die Funktion f(x) hat keinen kritischen Punkt. Die Funktion g(x) hat in (1,e~!) ein
Maximum und die Funktion u(x) hat an der Stelle

7 1
= - ——-V65
M1=373
ein Minimum und an der Stelle 71
= -+ =V65
=313
ein Maximum.
A P A R »

N
v

N

S
\
\4 Vv

Abb. 9.3: Skizze der Funktion f(x) (links), g(x) (Mitte) und u(x) (rechts).

A

Ubungsaufgabe 9.5
Fiirt > 0 sei die Funktion

1

Lo = THEeer

gegeben. Skizzieren Sie die Funktion L' (t) und beantworten Sie die nachfolgenden Fra-
gen:

1. Wie viele mogliche relative Extrema besitzt L' (t) ? Begriinden Sie Ihre Antwort!
Hinweis: Bestimmen Sie zur Beantwortung dieser Frage die Funktion L" (t) mithilfe
der Quotientenregel!

2. Wie verhiilt sich L' (t) fiir t — oo?

Losung 9.5
Aus der Funktion L(¢) berechenen wir:

6exp(—2r)

L= (14 3exp(—2t))?
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und

L(t) = 12exp(—2¢)(3exp(—2t) — 1)
N (1+3exp(—2t))3 '

wir sehen somit, dass L'(z) nur einen kritischen Punkt besitzt, der ein Mximum ist und

durch (%1n(3), 3). Fiir t — oo gilt L'(t) — 0.

N

A4

&
~

v
Abb. 9.4: Skizze der Funktion L'(z).

Ubungsaufgabe 9.6
Mithilfe eines geschditzten Startwertes xo und der Iterationsvorschrift

f(xn)
=X, — =0,1,2,...
Xn+1 = Xn f/(x") (I’l )
ldsst sich ndherungsweise die Losung x* der Gleichung f(x) = O bestimmen, falls
JF'(x*) # 0 ist. Die Stelle x* bezeichnet man als Nullstelle der Funktion f. Dieses nach
Isaac Newton benannte Newton-Verfahren liefert schnell gute Ndherungswerte, wenn der

Startwert hinreichend nahe bei x* liegt. Als Abbruchskriterium nimmt man in der Regel

den (relativen) Fehler
S (xn)
Xnf' (xn)

des n-ten Iterationsschritts. Ist dieser z. B. kleiner oder gleich einer vorgegebenen, ge-

Xn+1 —Xn _
Xn

F, =

wiinschten Genauigkeit € > 0 also (F, < €), so wiirde man das Verfahren abbrechen.

Bestimmen Sie fiir f(x) = x> —0.5 die im Intervall (0,) liegende Lisung der Gleichung
f(x) = 0 mit einer Genauigkeit von sechs Nachkommastellen.

Losung 9.6
Das Newtonverfahren liefert hier als Nidherung den Wert: x = 0.7071068
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Ubungsaufgabe 9.7
Mithilfe ihrer Ableitungen kann man fiir differenzierbare Funktionen auch Polynome zur
Approximation der Funktion bestimmen. So kann man die differenzierbare Funktion f fiir
die Entwicklungsstelle xy mit dem nachfolgenden Taylorpolynom

noq dk f

pa) = X 5 g )=o)

vom Grad n approximieren. Der Fehler, der durch diese Approximation entsteht, ist durch

1 dn+1f

f(x) _pn(x) :Rn+1()€) [

(n+1)! dxntl (‘5)(x—x0)n+1

gegeben, wobei & eine im Allgemeinen unbekannte Stelle zwischen xo und x bezeichnet.
Bestimmen Sie fiir

3
(a) f(x) =sin(x) und xo =0, (b) f(x) = (6—?—)6) und xo =0

das Taylorpolynom vom Grad 6.

Losung 9.7
Das Taylorpolynom vom Grad 6 der Funktion f(x) = sin(x) ist durch
_ o ts s
pe(x) =x P + 0"

gegeben. Fiir f(x) = (6%)6)3 lautet das Taylorploynom vom Grad 6:

T L e BT A S .
Pe(x) 2T 108 Tamt T 2502 T ireea”

Ubungsaufgabe 9.8
Untersuchen Sie die Funktion

fla)y=x'

fiir x > 0 auf Extrema und skizzieren Sie ihren Verlauf. Was passiert fiir x — oo?

Losung 9.8
Zunichst bemerken wir, dass

f(x) = x"* = exp(In(x))'/* = exp <)1c ln(x)) .
Somit gilt:

f(x) = %?(x)exp (iln(x)) .

Hieraus folgt, dass im Punkt (e,e'/¢) das einzige Extremum der Funktion f ist. Da
7" (e) < 0ist, handelt es sich somit um ein Maximum. Fiir x — oo gilt:

Fx) 1.
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Ubungsaufgabe 9.9

Weisen Sie mithilfe des Prinzips der vollstindigen Induktion nach, dass sich die n-te Ab-
leitung der Funktion des Produkts zweier beliebig oft differenzierbarer Funktionen f und
g fiir alle n € IN durch

d" n n dkf dn—kg

dx" () = k;) k| dxk dxn—Fk

darstellen ldsst.

Loésung 9.9
Die n-te Ableitung der Funktion des Produkts zweier beliebig oft differenzierbarer Funk-
tionen f und g fasst sich fiir alle n € IN durch

d}’l n
T (fa) =),

k=0

n sy
k| dxk dxnk

darstellen.

1. Induktionsanfang: Es sei ng = 1, dann gilt:

d ! 1 \dtpdli-*g  ar dg
e Y W e Sl e Al

2. Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > ng gilt:

d" n n dkf dnfkg
dx" (f8) = k:zb k| dxk dxrk

3. Induktionsbehauptung: Fiir ein n+ 1 gilt:

dnJrl (f ) B ni:l n+1 dkifdnJrlfkg
dxt+1 8 7k:0 k dx* dxnt+1-k

4. Induktionsschritt: Es gilt:

dn-H d dr
st = o

S

4 (PN (o
dx \ dxk ) dx=*  dxk dx \ dxk
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i n dkifdnJrlfkg
‘ k dxk dxnt1-k

n n d5f d a1k i
+ Z 7{7 n+17§ + n+{g
=\ k-1 ) dxfdxdx dx

n+1 n+1 dkfdnJrlfkg

= k ﬁ dxnt1-k
Ubungsaufgabe 9.10
Es seien
2 . 2 .
x°, iirx>2 o iirx>2
f=q T TR g = g
2x, fiirx<?2 4(x—1), fiirx<?2

Sind diese Funktionen an der Stelle xo = 2 stetig? Sind sie an dieser Stelle differenzier-
bar?

Losung 9.10
Beide Funktionen sind in xy = 2 stetig. Die Funktion f(x) ist im Gegensatz zur Funktion
g(x) in xp = 2 jedoch nicht differenzierbar.

Ubungsaufgabe 9.11
Eine Population der Grifie y wachse in Abhdngigkeit von der Zeit t exponentiell nach der
Formel

(1) = yoe"
an. Bestimmen Sie die Wachstumsrate der Population, d. h. die Anderung der Populati-
onsgrofie bezogen auf die Zeitdauer, in der die Verdnderung erfolgt.

Loésung 9.11
Die Wachstumsrate der Population ist gegeben durch:

y(t)=r-yo-e".

Ubungsaufgabe 9.12
In der Enzymkinetik spielt die sogenannte Michaelis-Menten-Gleichung eine wichtige
Rolle. Hierbei steht die Umwandlungsgeschwindigkeit y mit der Konzentration x des Sub-
strats niherungsweise in dem Zusammenhang
ax
y()C) - X—Fb’

wobei a und b positive Konstanten sind. Ist die Funktion y(x) monoton? Ist sie konvex
oder konkav? Was passiert, wenn x — o? An welcher Stelle ist die Funktion maximal, wo
minimal? Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion.
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Losung 9.12
Da x die Konzentration des Substrates beschreibt, betrachten wir nur positive x. Fiir x =0
hat die Funktion den Funktionswert y(0) = 0. Wenn x # 0 ist, kann man die Funktion

schreiben als:
a

y(x) = ——+.
=17 2

Da fiir die Funktion b/x — 0 fiir x — o gilt und diese Funktion monoton fallend ist, nimmt
der Nenner also fiir wachsendes x ab. Somit ist die Funktion y(x) monoton wachsend und

es gilt: y(x) — a fiir x — oo. Des Weiteren gilt:

2ab

y//(x) =— (x+b)3 .

Somit ist die Funktion fiir positive x konkav. Die Funktion ist minimal an der Stelle x =0
und nihert sich fiir x — o gegen den “maximalen Wert” a an.

N

&
~

\ 4

v
Abb. 9.5: Skizze der Funktion y(x).

Ubungsaufgabe 9.13

Bestimmen Sie den Definitionsbereich und die Ableitung der nachfolgenden Funktionen

a) f(x) = (35 ~22)(1-20%) ) glx) = 220D
¢) h(x) =1In (\/3x2 +5) d) p) =

e) r(x) = sin (%) ) w(x) =x(1—x)1/4
g) w(x) — 82+3ln(1+x) h) u(x) _ 17({%%)

i) v(x) = 2D

Losung 9.13
a) Die Funktion ist auf ganz IR definiert und ihre Ableitung lautet:

f(x) = 15x* — 54x% — 4x +24x°.
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b) Die Funktion ist auf IR definiert und ihre Ableitung lautet:

g'(x) = (2+1)2

¢) Die Funktion ist auf IR definiert und ihre Ableitung lautet:

3x

W(x) = —>
() =32773

d) Die Funktion ist auf IR\ {—1, 1} definiert und ihre Ableitung lautet:

o

Py T ¥<0
1

e 220

e) Die Funktion ist auf IR \ {0} definiert und ihre Ableitung lautet:

~ cos(1/x)
—.

1) —
Py =
f) Die Funktion ist auf (—1, 1) definiert und ihre Ableitung lautet:

) —24 347
w = =5
2(1—x%)3/4

g) Die Funktion ist auf IR definiert und ihre Ableitung lautet:
w(x) = 3(14x)%exp(2).
h) Die Funktion ist auf IR \ {0} definiert und ihre Ableitung lautet:

21
W(x) =

X

i) Die Funktion ist auf IR\ [—1, 1] definiert und ihre Ableitung lautet:

V() = VxE—1(2x—1)

x—1

 —6x+2x%exp(x) + 2exp(x) —4xexp(x))
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 10.1
Berechnen Sie die nachfolgenden Integrale:

2

1 3
2
a)/i1 J:szdx’ b) /sin(x)dx c)/(x2+6x+9)a’x,
0 0

0

1 1+l 2 1
d) / LJFIX “dx, e / 2y, f) / V14 xdx.
X3
0 0 0

Losung 10.1

3
2x . .
a) /mdlen(Z), b) /sm(x)dx— 1 —cos (5) =1
0

2
c)/(x2+6x+9)dx:— ==

98 / +x‘+e 108
37 -
0

. 8In(2) -3 4 4[
e)/ x2%dx —7)) , f)o/x\/l—i-xdx—ls—i- 5

Ubungsaufgabe 10.2
Bestimmen Sie mithilfe partieller Integration eine Stammfunktion zu:

a) /xexdx, b) /Sinz(x)dx

c) /cosz(x)dx, d) /x3 sin(x)dx
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e) /xa In(x)dx, bi /xzcos(Zx)dx.

Losung 10.2
a) /xexdx =(x—1)e,
. 9 1. 1
b) /sm (x)dx = o sin(x) cos(x) + 7%
1 1
c) /cos2 (x)dx = 3 sin(x) cos(x) + 7%
d) /x3 sin(x)dx = —x> cos(x) + 3x? sin(x) — 6sin(x) + 6xcos(x),
e) /x‘x In(x)dx = ;x‘”l In(x) — ¥x‘”1
o+1 (o +1)? ’
1 1 1
f) /x2 cos(2x)dx = Exz sin(2x) — ) sin(2x) + Excos(2x).
Ubungsaufgabe 10.3

Bestimmen Sie mithilfe der angegebenen Substitutionen die nachfolgenden Integrale:

Losung 10.3

1
a) / V' 1 —x2dx (Substituieren Sie x = sin(t)),
-1

b) / eizdx (Substituieren Siet = ¢~ ¥).
(I+e™)

1
a) / \/l—xzabc:E
-1

2

b [ L
(l4e)? " Tter
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 11.1

Am 01.11.1986 kam es am Rhein zu einem Giftdesaster. Die Verseuchung des Wassers
durch Chemikalien war durch den Brand einer Lagerhalle einer Baseler Chemiefirma
ausgeldst worden. Wir wollen nun eine derartige Verschmutzung eines Fliefigewdissers

vereinfacht modellieren.

Wir nehmen an, dass ein Fluss geradlinig in x-Richtung stromt. Die Geschwindigkeit der
Stromung wird hierbei als konstant vorausgesetzt. An der Stelle x = 0 gelangt nun kon-
tinuierlich eine Fremdfliissigkeit in der Fluss. Die Fremdfliissigkeit vermischt sich sofort
und vollstindig mit dem Wasser. Hierbei entsteht eine (zeitunabhingige) Konzentration
Co-

Allerdings wird die Fremdfliissigkeit mit der konstanten Rate k bestandsproportional ab-
gebaut. Wenn eine hinreichend lange Zeit nach der Einleitung verstrichen ist, stellt sich
ein stationdrer (also zeitlich unabhdngiger) Verlauf der Konzentration der Fremdfliissig-
keit ein. Die Konzentration wird hier iiber den Flussquerschnitt als konstant angenom-
men. Wie ldisst sich die Konzentration als eine Funktion der Ortsvariablen x ausdriicken?

Losung 11.1

Es wird also angenommen, dass die FlieBgeschwindigkeit v des Flusses konstant ist. Mit
c(x) sei die Konzentration des Giftstoffes an der Stelle x bezeichnet. Der Fremdstoff wird
mit der konstanten Rate k abgebaut. Betrachtet man den Flussabschnitt zwischen x und
x—+ Ax, so stellen wir das Nachfolgende fest:

1. k-c(X)-A- Ax des Fremdstoffes wird in dem Abschnitt der Breite A zwischen x <X <
Ax abgebaut.
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2. ¢(x+Ax)-A-v des Fremdstoffes flieBt ab.
3. ¢(x)-A-v des Fremdstoffs flieft in den Abschnitt dazu.

Stellt man nun die entsprechende Bilanzgleichung auf, so erhélt man nach dem Grenz-
iibergang Ax — 0 die Differentialgleichung

d(x) = —%c(x)

fiir die Giftstoffkonzentration an der Stelle x. Die Losung dieser DGL ist durch

c(x)=co- eV

gegeben.

Ubungsaufgabe 11.2

E.-coli-Bakterien leben unter anderem auch im menschlichen Darm. Wenn ein Mensch
geschwdcht ist, konnen die Bakterien, aufgrund der korperlicher Verfassung, in die Nie-
ren des Menschen aufsteigen. Dies fiihrt dann unter Umstdnden zu einer sehr schmerz-
haften Nierenbeckenentziindung. Eine derartige Infektion durch E.-coli-Bakterien wird
durch etwa 108 sich dann in der Niere befindlichen Colibakterien ausgelost. Im menschli-
chen Korper vemehren sich die Colibakterien schneller als in diesem Buch bereits schon
einmal beschrieben. Wir gehen hier davon aus, dass die Colibakterien im menschlichen
Korper ihre Anzahl etwa alle 20 Minuten verdoppeln.

Wir nehmen nun an, dass 50.000 Colibakterien in die linke Niere eines Menschen gelangt
seien. Wie lange (in Stunden gemessen) dauert es, bis die kritische Grofle (108) an Coli-
bakterien erreicht ist? Zur Losung der Aufgabe nehmen wir an, dass in dem betrachteten
Zeitraum keine Bakterien absterben oder ausgeschieden werden.

Losung 11.2
Die Differentialgleichung, die die Vermehrung der Colibakterienpopulation p(z) zum
Zeitpunkt ¢ beschreibt, ist durch

P(0) =k p(r)

gegeben, wobei hier p(0) = 50.000 ist und k die Proportionalitiitskonstante bezeichnet,
die die Vermehrung beschreibt. Die Losung der DGL ist gegeben durch

p(t) =50.000exp (lnz(;)t> .

Demnach ist nach
_ 20 In(2000)

In(2)

Minuten die kritische GroRe von 108 erreicht.

~219.32

Ubungsaufgabe 11.3

Ein radioaktives Material zerfalle mit einer Rate, die zu der momentan vorhandenen
Menge zu einer beliebigen Zeit proportional sei. Die Halbwertzeit des Materials betrage
T Jahre. Bestimmen Sie die Menge, die nach t Jahren noch vorhanden ist.
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Losung 11.3

Mit x(¢) bezeichnen wir die Menge des radioaktiven Materials, das nach ¢ Jahren noch
vorhanden ist. Des Weiteren sei o die Proportionalititskonstante, die den Zerfall be-
schreibt. Somit ergibt sich in einer kleinen Zeitintervall (,7 + Ar) die Gleichung:

x(t+Ar) —x(t) = —ax(F)(r + At — 1),
wobei r <7 <t + Ar gelte. Hieraus erhalten wir die DGL
¥ () = —ax(t).

Die Losung der DGL fiihrt mithilfe der Trennung der Variablen auf

xU)zxﬂDwmp(%Jn(i)t),

wobei x(0) die urspriinglich vorhandene Menge des radioaktiven Materials bezeichnet.

Ubungsaufgabe 11.4 (Die Methode der Trennung der Variablen)
1. Bestimmen Sie die Losung(en) zu folgenden Differentialgleichungen

i)Y =20y()
ii) Y (t) +4ty(t) — 8t = 0.

2. Finden Sie die Losung(en) der nachfolgenden Anfangswertaufgaben
i) ' (x) = 2xu® (x), u(0) =1
ii) ' (x) — aju(x)(as —u(x)) =0, u(0) = ug (ar,ar > 0).
Hinweis: In Aufgabe ii) der Teilaufgabe b) wird eine Partialbruchzerlegung der Form
1 A B

ais(ay—s)  ais  ar—s

benotigt werden. Die in dieser Aufgabe angegebene Differentialgleichung nennt man auch
die logistische Gleichung.

Losung 11.4
1. Die Losungen der Differentialgleichungen lauten:

. 2 . . .
i) y(t) = c- €, wobei ¢ # 0 eine Konstante bezeichnet.

i) y(t)=2+c- e ,wobei ¢ # 0 eine Konstante bezeichnet.

2. Die Losungen der Anfangswertaufgaben lauten:

1
i) u(x) = -2 wobei die Losung auf dem Intervall (—1, 1) definiert ist.

aru

ii) u(x) =

up+ (ay —up) e~ ar2x’
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Ubungsaufgabe 11.5 (Ansatz vom Typ der rechten Seite)
Bestimmen Sie mithilfe des Ansatzes vom Typ der rechten Seite alle Losungen der Diffe-
rentialgleichungen
a) u" (x) — 2u(x) = e“sin(x) b)y'(1) — 4y (1) +4y(1) = 3 +1e¥
)y (x) 4 4y(x) = x*sin(2x) d) u" (t) +4u(t) = 2cos(t) cos(3t)

Tipp zu d): Denken Sie an die Rechenregeln fiir die Sinus- und die Cosinusfunktion!

Losung 11.5

V2x

a) u(x) =cpe +cze’\/§" - %ex(sin(x) + cos(x)),

wobei c¢; und ¢, beliebige Konstanten sind.

b) y(t) = c1e® +eate® + %Peh(m +312),
wobei ¢ und ¢, beliebige Konstanten sind.

&) y(x) = ey sin(2x) + 2 cos(2x) + 9176(78)9 +3x) cos(2x) + 1%“2 sin(2x),
wobei ¢ und ¢, beliebige Konstanten sind.

1 1 1 1
d) u(t) = c1 sin(2t) + ca cos(2r) — 3 cos?(21) + nt 16 cos(2r) + 2 sin(21)z,

wobei c¢; und ¢; beliebige Konstanten sind.

Ubungsaufgabe 11.6
Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems

Y'(x) = AY (x),
L 1 1 2
wobei die Matrix zundichst a) A .= unddannb)A: =1 0 2 1 sei.
4 5
0 0 3

Losung 11.6
Die gesuchten Losungen sind durch die nachfolgenden Ausdriicke gegeben, wobei Cy, C;
und C3 jeweils beliebige Konstanten bezeichnen:

2 Y= [ 1 (@) ) _ o323 1 Gyl 1
y2(x) 1+V3 1-v3
yi(x) 1 1 3/2

b) Y@)=| m@) |[=Ce| 0 |+Ge™| 1 [+Ge| 1
y3(x) 0 1
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Ubungsaufgabe 11.7

Bestimmen Sie die Losung der nachfolgenden inhomogenen linearen Differentialglei-

chungssysteme:
) Y P )rwe
a X) = X
4 -3 2
1 4 3x*
b) Y'(x) = Y(x
2 2x+1
Losung 11.7

Die gesuchten Losungen sind durch die nachfolgenden Ausdriicke gegeben, wobei C
und C; jeweils beliebige Konstanten bezeichnen:

1 -3/5
a) Y’(x) = C1€_5X +C2€3x /
-2 2/3 -2/15
1 1 3 — Lex 4 338
b) Y/(x) — Cl eSX + Cze—x + 5 62 2:8 132157
1 —1/2 —3X" + 55X — 135

Ubungsaufgabe 11.8

1. Ein grofer Behdlter By mit einem Fassungsvermdogen von 200 ¢ wird mit Wasser ge-
fiillt. Anschlieffend werden 7 kg Zucker in dem Behdilter aufgelost. Einen anderen Be-
hdlter By mit einem Fassungsvermdagen von 300 ¢ fiillt man ebenfalls mit Wasser und
lost hierin 5 kg Zucker auf. Hiernach wird zum Zeitpunkt to = 0 damit begonnen, pro
Minute stindig 15 ¢ Zuckerwasser von By nach By und 15 { von By nach By zu pum-
pen, die dann auch sofort verriihrt werden. Wie grof ist der Zuckergehalt z;(t) in B;
(i € {1,2}) zur Zeit t > 0? Stabilisiert sich der Zuckergehalt in den beiden Behdiltern
auf einem einheitlichen Niveau?

2. Wir nehmen nun an, dass beide Behdlter By und B, ein Fassungsvermdgen von jeweils
200 £ besitzen. Beide Behdlter seien vollstindig mit Wasser gefiillt, in dem 7 kg (in
B1) bzw. 4 kg Zucker (in By) aufgelost seien. Nun leitet man zum Zeitpunkt to = 0 pro
Minute 2 Liter einer Zuckerlosung der Konzentration 0.3 kg / 0 in By ein. Gleichzeitig
werden 3 { / Minute von B| nach B;, 1 £/ Minute von By nach B\ heriibergepumpt
und 2 ¢ / Minute aus B, in einen Abfluss gelenkt. Wie grofs ist der Zuckergehalt z;(t)
in B (i € {1,2}) zur Zeit t > 0? Konvergiert die Zuckerkonzentration in B; gegen eine
einheitliche Konzentration? Wenn ja, dann geben Sie diese Konzentration explizit an.

Losung 11.8
Den Zuckergehalt in kg pro Liter zum Zeitpunkt ¢ im Behilter B; wollen wir in dieser
Aufgabe mit m; () bezeichnen.

1. Wir halten die zeitliche Anderung des Zuckergehalts fest. Es gilt:

mi(t) = *%ml(f) + %mz(f)



_ 62 11 Gewdhnliche Differentialgleichungen

my(t) = sesmy(t) — 3a5ma(t),

wobei wir die Anfangsbedingungen m; (0) = 7/200 und m;(0) = 5/300 haben.

Als Losungen dieses Differentialgleichungssystems erhalten wir:

0 = 31 n 43 (~ it
= 1500 T 3000¢
3B
) = —|— 8
ma(t) 1000 3000°

Somit stabilisieren sich m und my fiir t — oo bei

31
und limmy(t) =

fim (1) = —o
my(t) = = —.
i 1500 i 1000

2. Wir halten auch in diesem Aufgabenteil die zeitliche Anderung des Zuckergehalts fest.
Es gilt:
mi(t) = —sagmi(t) + mgma(t) + 5
m() = gigmi (1) = zgm2(t) — 5,
wobei wir die Anfangsbedingungen m; (0) = 7/200 und m5(0) = 4,/200 haben.

Als Losungen dieses Differentialgleichungssystems erhalten wir:

18083 (1 59 18111

= 50 e -
mi (1) 800 ¢ 200 T 7800
o) = 18083 (g 177 18067
27 7800 400 800

In diesem Fall konvergieren die Zuckerkonzentrationen nicht gegen eine einheitliche
Konzentration
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Ubersicht
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 12.1

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass wenigstens zwei von den fiinf
Kindern einer Familie Mddchen sind! Gehen Sie bei Ihren Berechnungen von den Annah-
men aus, dass Jungen- und Mddchengeburten gleichwahrscheinlich sind und der Ausgang
einer Geburt das Ergebnis der niichsten nicht beeinflusst.

Losung 12.1
Insgesamt gibt es bei diesem Zufallsexperiment 27 mogliche Ausgainge. Die allesamt
gleichwahrscheinlichen Ereignisse sind durch

MMmMmm, MMmm j , mmm jnm, mm_jmni., m jmmm, jimmm, mmmj j, mmj jm,mj jmm,

MumLjm j, mjmm j, jmmmj, mjmjn, jom jm, j jmmm,mmjjj,mjjjm, jjjmm,mjmjj,mjjm;j,

gegeben. Somit gilt fiir das Ereignis E= { wenigstens zwei von den fiinf Kindern einer

Familie sind M#dchen}:
26 13

Ubungsaufgabe 12.2

Wir betrachten eine Population mit 1000 Individuen, von denen 47 % der Individuen
erkrankt sind. 34 % der Population sind untergewichtig, und von diesen sind 7/9 erkrankt.
Wie grofs ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass ein untergewichtiges Individuum erkrankt
ist?
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Losung 12.2
Es gilt:

P( Ind. erkrankt und Ind. untergew. )
P( Ind. untergew. )
340-(7/9) 7

P( Ind. erkrankt | Ind. untergew. ) =

340 9

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein untergewichtiges Individuum erkrankt ist, liegt somit
bei ca. 77.78 %.

Bemerkung: Die Antwort kann man durch genaues Lesen auch schon direkt aus der
Aufgabenstellung erkennen.

Ubungsaufgabe 12.3

In einer Population, die zu 46.9 % aus Frauen und zu 53.1 % aus Mdnnern besteht, seien
8 % mdnnliche Populationsmitglieder ,,rot-griin”-blind. Zusdtzlich sind 0.38 % der Popu-
lation weibliche Individuen, die ebenfalls unter ,,rot-griin”-Blindheit leiden. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein ,,rot-griin”-blindes Individuum mdnnlich ist.

Losung 12.3
Es gilt:

P( Ind. minnl. und Ind. rot-griin-blind )
P( Ind. untergew. rot-griin-blind )
8
8.38
0.9547.

P( Ind. minnl. | Ind. rot-griin-blind ) =

%

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein ,,rot-griin”-blindes Individuum ménnlich ist, liegt somit
bei 95.47 %.

Ubungsaufgabe 12.4
Es werden drei faire Wiirfel geworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, eine Augen-
summe von 9 zu wiirfeln, wenn man weif3, dass mindestens ein Wiirfel eine 3 zeigt?

Losung 12.4
Offenbar sollen die zwei Ereignisse E| =,,die Augensumme der drei fairen Wiirfel ergibt
neuen‘ und E, =, .einer der Wiirfel zeigt eine drei gleichzeitig eintreten. Es gilt:

El undE2 = {(17375)7(17573)7(57371)7(57173)7(37175)7(37571)7(27374)7
(2,4,3),(3,2,4),(3,4,2),(4,2,3),(4,3,2),(3,3,3)}

und |Q| = 216. Somit ist

13
P(E] und E2) = m
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Tab. 12.1: Verklrzte Sterbetafel fir Manner 2003/2005 fir das Land NRW (vgl.
[Landesamt fir Datenverarbeitung und Statistik NRW 2007]).

0 10 20 30 40
100.000 | 99.293 | 99.035 | 98.394 | 97.384
- 50 60 70 80 90

94.683 | 87.952 | 73.515 | 45.501 | 12.187

Ubungsaufgabe 12.5

Aus der verkiirzten Sterbetafel fiir Mdnner 2003/2005 fiir das Land NRW des (author?)
Landesamt fiir Datenverarbeitung und Statistik NRW 2007 entnehmen wir die nachfol-
genden Werte:

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 20-Jihriger (ein 40-Jdhriger) 50, 60, 70
bzw. 80 Jahre alt wird?

Losung 12.5
Wenn es in der Tabelle 99.035 der 20-Jdhrigen gibt, aber nur 87.952 der 60-Jéhrigen,
dann gilt:

P(ein 20-Jahriger wird 60) = S;ggi ~ 0.88809.
Analog erhilt man:
P(ein 20-Jahriger wird 50) = gggiz ~ 0.956056
P(ein 20-Jahriger wird 70) = ;gg;z ~(0.742313
P(ein 20-Jahriger wird 80) = 33(5)(3); ~ 0.45944
P(ein 40-Jahriger wird 50) = ngzi ~ 0.972264
P(ein 40-Jhriger wird 60) = S;zgi ~ 0.903146
P(ein 40-Jahriger wird 70) = ;3;;2 ~ 0.754898
P(ein 40-Jahriger wird 80) = % ~ 0.467233.

Ubungsaufgabe 12.6

Es seien die unabhdngigen Ereignisse ,, Blutgruppe 0“ und ,,Rhesus-positiv" mit den
Wahrscheinlichkeiten P(0) = 0.41 und P(R) = 0.85 gegeben. Berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine Person Blutgruppe 0 hat und Rhesus-positiv ist.

Losung 12.6
Da die Ereignisse voneinander unabhingig sind, erhélt man:
P((Blutgruppe 0 und Rhesus-positiv)) = P(Blutgruppe 0) - P(Rhesus-positiv)
= 0.41-0.85

= 0.3485
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person ,,Blutgruppe 0 hat und ,,Rhesus-positiv* ist,
liegt somit bei 34.85 %.

Ubungsaufgabe 12.7

Ein Varizellen-Test (Windpocken-Test) habe eine Sensitivitdt von 96 % und eine Spezifi-
kation von 95.5 %. Dann werden 96 % der Personen mit Antikorpern gegen Varizellen
und 95.5 % der Personen ohne Antikorper gegen Varizellenviren richtig klassifiziert. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit Antikorpern gegen Varizellen filschlicherweise
ein negatives Ergebnis erhdlt, ist 4 %. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich bei einer Per-
son ohne Antikorper gegen Varizellen ein falsch-positives Ergebnis ergibt, betrigt 4.5 %.
Dieser Test wird nun bei einer Population von 100.000 Personen mit 1000 Personen, die

Antikorper gegen Varizellenviren besitzen, angewendet.

1. Wie grof3 ist die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem positiven
Testergebnis auch tatsdchlich Antikorper gegen Varizellenviren besitzt?

2. Wie grofi ist die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem negativen
Testergebnis auch tatsdchlich keine Antikorper gegen Varizellenviren besitzt?

Losung 12.7
1. Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem positiven Testergeb-
nis auch tatsdchlich Antikorper gegen Varizellenviren besitzt, betréigt:

P( Ind. besitzt Antikorp. | Test positiv ) =
P( Test positiv | Ind. hat Antikorp. ) - P( Ind. besitzt Antikorp. )
P( Test positiv )

0.96-0.01

~ 0.1771.
0.0542

2. Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem negativen Testergeb-
nis auch tatséchlich keine Antikorper gegen Varizellenviren besitzt, betrigt:

P( Ind. besitzt keine Antikorp. | Test negativ )
P( Test negativ | Keine Antikorp. ) - P( Keine Antikorp. )
P( Test negativ )

0.955-0.99

0.9453 0.9996.
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 13.1
Berechnen und skizzieren Sie zu den folgenden Dichtefunktionen die dazugehorigen Ver-

teilungsfunktionen.
be P, fiirx>0,
a) f(x) = )
0, Jirx <0
0, firx<l,
B = {0
& Jirx=>1
xe*,  fiirx>0,
) flx) = }
0, Jirx <0
Losung 13.1

Die Berechnung der Verteilungsfunktionen ergibt:

l—e ™ firx>0,

a) F(x) =

0, firx <0

0, firx <1,
b)F(x) = .

1—)7, firx>1

1—(14+x)e™™, firx>0,
OF() = (I+x)e iir x

0, firx <0

Der skizzierte Verlauf der Verteilungsfunktionen entspricht jeweils den nachfolgenden
Abbildungen:
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~ pa b & G
L ~ 7 ~ 7z

A\ 4 v v

2.
S

Abb. 13.1: Skizze der Verteilungsfunktionen. a) links, b) in der Mitte und c) rechts.

Ubungsaufgabe 13.2
1. Skizzieren Sie die nachfolgende Dichtefunktion. Berechnen und skizzieren Sie aufler-

dem die dazugehorige Verteilungsfunktion.

0, fiirx<O0
flx)= %x, fiir0 <x <2,
0, fiir2<x

2. Berechnen Sie fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

0, Siir x < 0,
e ™, fiirx>0

fx) =

den Mittelwert und das 75%-Quantil.

Losung 13.2
1. Die Verteilungsfunktion lautet:

0, firx<0

F(x)= %x27 fiir0 <x<2,
1, fir2 <x
N N
1= = == - 1
pa S pa N
Y ) 7 N 8 7z
v 2 v 2

Abb. 13.2: Skizze der Dichte (links) und der Verteilungsfunktion (rechts).
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2. Der zu der Wahrscheinlichkeitsdichte

0, firx<D0,

e firx>0

gehorende Mittelwert lautet

=

ElX] = /D?xf(x)dx/xexdx L.

0

und das 75%-Quantil ist durch

075 075
0.75 = / f(x)dx = / e dx =1 — e %075
— 0

gegeben, woraus &y 75 = In(4) folgt.

Ubungsaufgabe 13.3
Bestimmen Sie zu der nachfolgenden Wahrscheinlichkeitsdichte den Mittelwert und die

Varianz:
0, fiirx <5
1 5 .
2 X—3, fir5<x<7
frl =<7 ) : % ’
—5x+ 3, fiir7<x<8
0, fiirx>38
Losung 13.3

Der Mittelwert ist definiert als

Somit ist also:

7 8
1 -2 16
E[X] = /gxz—g dx+ sz—?xdx
5 7
15 5,0 25 )
oot T T T T,
20
= 3
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Hiermit ergibt sich:

7 8
20,1 5 20.,,—2 16
G)Z( = \/()C* ?)2(§X7g)dx+/(x7?)2(?.x7?)dx
5 7
- L
It
Ubungsaufgabe 13.4

Bestimmen Sie zu der Wahrscheinlichkeitsdichte aus der vorangegangenen Aufgabe die
folgenden Quantile:

1. das 75%-Quantil,
2. den Median,

3. das 25%-Quantil,
4. das 30%-Quantil.

Hinweis: Eine Skizze der Verteilungsfunktion kann hierbei helfen!

Losung 13.4
1. Das 75%-Quantil ist gegeben durch:
1
075 =8~ 5\/5-
2. Der Median ist gegeben durch:
&0.5 =5+ \/g

3. Das 25%-Quantil ist gegeben durch:

Eoos =5+ V15.
4. Das 30%-Quantil ist gegeben durch:

i3=5+ V138.

Ubungsaufgabe 13.5
Bestimmen Sie zu der zur Wahrscheinlichkeitsdichte

0 fiirx <1,
_ (x—1)? fiir1 <x <2,
felw) = —3x4+3 firz<x<
4 2 ==

. 10

0 furx27

die folgenden Quantile:

1. das 75%-Quantil,
2. den Median,
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3. das 25%-Quantil,
4. das 30%-Quantil.

Hinweis: Eine Skizze der Verteilungsfunktion kann hierbei helfen!

Losung 13.5

Die Verteilungsfunktion der gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte lautet:

0 firx <1,

Fe(s) = Tx—1) fir 1 <x <2,

X 324 3x—0 fira<x<
8 2 6 —7 =3

1 fiir x > 1

1. Das 75%-Quantil ist gegeben durch:

10 1
=——=-Vo6.
&0.75 373 V6
2. Der Median ist gegeben durch:
10 2
o5 = 3~ 3\/§~

3. Das 25%-Quantil ist gegeben durch:

1

4. Das 30%-Quantil ist gegeben durch:

/9
=1+{/—=.
o3 + 10
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Ubersicht
........................................................ 73

Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 14.1

Das europdiische Eichhornchen (Sciurus vulgaris), auch Eichkdtzchen oder Eichkater ge-
nannt, ist in Wdildern und Parks hdufig anzutreffen. Laut Literaturangaben ist es sehr
leicht und wiegt zwischen 300 und 500 g. Bei einer Untersuchung des Gewichts von vor-
iibergehend eingefangenen Eichhornchen wurden die Tiere gewogen. Hierbei erhielt man
die nachfolgenden Werte (in Gramm):

367.8; 242.6; 365; 416.2; 337; 520; 444.4.

Bestimmen Sie ein 90%iges Konfidenzintervall fiir das durchschnittliche Gewicht der un-

tersuchten Eichhornchen.

Losung 14.1
Da die Varianz durch die Stichprobenvarianz geschitzt werden muss, verwenden wir zur
Bestimmung des Konfidenzintervalls die Student-t-Verteilung. Das Konfidenzintervall ist

gegeben durch:
s

S
X —t,_11_a—= X+t _11_a——=|.
n—1,1 2\/}27 n—1,1 2\/ﬁ

Nun ist xy; ~ 384.714, o
1——=0.95
2 )

tn—l,l—% = 16,095 = 1.943,

und s ~ 87.56, womit wir fiir das Konfidenzintervall somit
[320.411;449.017]

erhalten.
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Ubungsaufgabe 14.2
Die Linge eines ausgewachsenen ostafrikanischen Riesenschnurfiifiers (archispirostrep-

tus gigas), die in Kenia oft auch ,,Mombasa Express“ genannt werden, liegt zwischen 15
bis 20 cm. Allerdings gibt es mitunter auch daumenstarke ,, Prachtexemplare* von bis zu
30 cm Liinge. Ein Zoologe hat nun bei elf dieser ostafrikanischen Riesenschnurfiifser die

folgenden Liingen (in cm) beobachtet:
12.3; 23.4; 21.7; 22.8; 22.0; 13.5; 30.9; 21.7; 22.5; 22.4; 23.1.

Geben Sie ein 99%iges Konfidenzintervall fiir die durchschnittliche Linge eines ausge-
wachsenen ostafrikanischen Riesenschnurfiiflers an.

Losung 14.2
Da die Varianz durch die Stichprobenvarianz geschitzt werden muss, verwenden wir zur
Bestimmung des Konfidenzintervalls die Student-t-Verteilung. Das Konfidenzintervall ist

gegeben durch:
s

S
XM —t,_ (12—, X+, 11_a—F—|.
n—1,1 2\/ﬁ’ n—1,1 2\/ﬁ

Nun ist xy =~ 21.482, o
1——==0.995
2 )

li-1,1-¢ = h0:0.995 = 3.169,

und s = 4.97, womit wir fiir das Konfidenzintervall somit
[16.733;26.231]

erhalten.

Ubungsaufgabe 14.3

Bei einem Versuch wird die Reaktionszeit von 63 zufillig ausgewdhlten Probanden auf
ein bestimmtes visuelles Signal gemessen. Die hierbei ermittelte durchschnittliche Reak-
tionszeit der Testpersonen lag bei 0.78 Sekunden. Geben Sie unter der Annahme, dass
die Zufallsvariable, die die Reaktionszeit beschreibt, ungefihr normalverteilt mit einer
Varianz von 0.04 ist, ein 99%iges (95%iges) Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert

der Zufallsvariablen an.

Losung 14.3
Die Formel fiir das Konfidenzintervall ist gegeben durch:

o . o
XM — 22 —F—=y XM T2 —F—= .
=1 =2 /n

Der Stichpropbenumfang ist in unserem Fall durch n = 63 gegeben. Fiir das 99%ige Kon-
findenzintervall erhalten wir somit

21-¢ =720995 = 2.575.
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Damit haben wir nun das 99%ige Konfidenzintervall:

0.04 0.04
0.78 —2.575——,0.78 +2.575— | = [0.767;0.79298].
V63 V63

Fiir das 95%ige Konfindenzintervall erhalten wir somit
71-g =20975 = 1.96.

Damit haben wir nun das 95%ige Konfidenzintervall:

0.04 0.04
0.78 = 1.96——;0.78 + 1.96—— | ~ [0.77;0.78988].
V63 V63
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Ubersicht
........................................................ 77

Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 15.1

Fiir die Samen einer in Gartencentern erhdltlichen Radieschensorte garantiert der Pro-
duzent der Samentiitchen eine Keimfihigkeit von mindestens 85 %. Bei einer Stichpro-
be keimen von n = 45 Radieschensamen 38. Liegt eine signifikante Abweichung zu der
garantierten Keimfihigkeit vor? Uberpriifen Sie die Frage auf dem Signifikanzniveau
=35 %.

Losung 15.1
Die Nullhypothese Hy und die Gegenhypothese H; lauten in diesem Fall:

Hy: p > 0.85= ppund H;: p <0.85.

Als Schitzwert fiir p haben wir xy = %. Der Stichprobenumfang ist gegeben durch
n = 45. Fiir diesen einseitigen Test bendtigen wir den Wert z;_4 = z0.95 = 1.65. Die
Nullhypothese wird angenommen, wenn:

1—
XM 2 P0—Zl-a poll = po)
n
erfiillt ist. Da
38 0.85-0.15
—>085—-165- 4/ ——~
152 0.85—1.65 15

gilt, kénnen wir somit die Nullhypothese annehmen.

Ubungsaufgabe 15.2

Die Verpackung einer hier nicht niher spezifizierten Zigarettensorte weist einen mittleren
Nikotingehalt von 0.9 mg pro Zigarette aus. In einem Test wird nun eine Stichprobe von
200 Zigaretten getestet. Bei diesem Test ergibt sich ein mittlerer Nikotingehalt von 0.7 mg
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und eine Standardabweichung von 0.1 mg. Ist nun bei einem 1%igem Signifikanzniveau
der Schluss zuldissig, dass der tatsdchliche Nikotingehalt im Mittel unter 0.9 mg liegt?

Losung 15.2
Die Nullhypothese Hy und die Gegenhypothese H; fiir den hier durchzufiihrenden Test
lauten:

Hy: p < 0.9 = Mo und H;: u > 0.9.

Der Stichprobenumfang betriigt in dieser Aufgabe n = 200. Des Weiteren kennen wir das
Stichprobenmittel xp; = 0.7 und die Standardabweichung o = 0.1. Fiir diesen Test und bei
einem Signifikanzniveau von einem Prozent bendtigen wir den Wert z;_ o = z0.99 = 2.325.
Die Nullhypothese wird angenommen, wenn:

Xy < Ho+Z1-a

Slo

erfiillt ist. Da nun 01
0.7<094+2.325- ——

V200

gilt, konnen wir somit die Nullhypothese annehmen.

Ubungsaufgabe 15.3

Bei einem Experiment soll genau eins der drei moglichen disjunkten Ergebnisse E1, E;
und Ex eintreten. Nach 600-maliger Durchfiihrung des Experiments trat das Ereignis E;
insgesamt 83-mal, das Ereignis E, insgesamt 192-mal und das Ereignis E3 insgesamt
325-mal ein. Die Behauptung, dass die Ereignisse mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 :
2 : 3 eintreten, soll mithilfe eines x*-Tests und einer Signifikanz von & = 1 % iiberpriift
werden. Fiihren Sie den gewiinschten y>-Test durch.

Losung 15.3
Die Testgrosse ist diesem Fall gegeben durch

— (837600-%)2+(1927600-%)2+(3257600-%)2
T 6001 600- 2 600- 2
397
75

Die Vergleichsgrosse ist mit 9522;0‘99 =9.21 gegeben. Da

2
T2 < X3:0.99

gilt, kann die Nullhypothese, dass die Ereignisse mit einer Wahrscheinlichkeit von 1:2:3
eintreten, angenommen werden.
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Ubungsaufgabe 15.4
Schwanken die nachstehenden Geburtenzahlen fiir die Stadt Koln in den 12 Monaten des
Jahres 2006 nur zufallsbedingt oder signifikant?

Jan. | Feb. | Mér. | Apr. | Mai | Jun.
510 | 578 | 911 616 | 931 | 774
- Jul. | Aug. | Sep. | Okt. | Nov. | Dez.

841 799 870 | 848 | 749 | 1107

Losung 15.4
Die Nullhypothese in dieser Aufgabe lautet:

Die Schwankungen sind nicht signifikant.
Das Signifikanzniveau ist somit, wie im Buch erwihnt, durch
a=0.05=5%

gegeben. Die Nullhypothese besagt, dass die Geburten in den 12 Monaten eines Jahres
gleichverteilt sind, also theoretisch pro Monat 794.5 Geburten vorkommen. Somit ergibt
sich als Testgrosse der Wert:

s, _ (510- 794.5)2 (578 —794.5)> (911 —794.5)> (616—794.5)
o 794.5 794.5 794.5 794.5
(931 —794.5)> (774 —794.5)> (841 —794.5)> (799 —794.5)*
7945 7945 7945 ' 7945
(870—794.5)> (848 —794.5)> (749 —794.5)> (1107 —794.5)

794.5 * 794.5 794.5 794.5
= 381.0837003

Die Vergleichsgrosse 95121;0.95 = 19.67 ist offenbar (sehr viel) kleiner als die Testgrosse,
weshalb wir die Nullhypothese verwerfen miissen. Die Schwankungen sind also zufalls-
bedingt.

Ubungsaufgabe 15.5

Wir wollen die Hypothese, dass bei einem Miinzwurf ,,Kopf” und ,,Zahl*“ die gleiche
Wahrscheinlichkeit besitzen, unter Benutzung einer Stichprobe von 80 Wiirfen, unter de-
nen 37-mal ,, Kopf* geworfen wurde, iiberpriifen. Kann die Hypothese auf einem Signifi-
kanzniveau von 5 % angenommen werden?

Losung 15.5

Die Nullhypothese ,,Hy : p = 0.5(= pg)“, muss in diesem Fall mithilfe einer zweisei-
tigen Alternative iiberpriift werden, d.h. die Gegenhypothese lautet in diesem Fall ,.H; :
p # 0.5 Die Grundgesamtheit ist Bernoulli-verteilt, mit dem Parameter p, und der Stich-
probenumfang ist mit 80 Wiirfen hinreichend grof3, denn

n-p(1—p)=80-0.52=20>09.
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Die Nullhypothese wird angenommen, wenn

po(1—po) v/ po(1—po)

Po—21-¢ i SxmM<potzi-g Jn
gilt. Wir ermitteln nun wieder die fehlenden Werte und erhalten:
37 o
=— =05,1-=-=0975 = 1.96.
XM 80’ Po ) 2 » 20.975

Somit ist also zu iiberpriifen, ob die Ungleichung:

37
0.3904 ~ 0.5 —0.049V/5 < 30 < 0.5+0.049V/5 ~ 0.6095

erfiillt ist oder nicht. Da diese Ungleichung offensichtlich gilt, konnen wir die Nullhypo-
these somit annehmen.
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