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1. Aufgabe (4 Punkte)
Wir betrachten die Normen ||z = max{|z1],..., |zal}, [I2]ls = V]2 + o+ |20]?
und ||z]|; = |#z1|+...+]z,] auf C". Finde maximale Konstanten ¢, , ¢, und minimale
Konstanten C,, , C!, mit

nll Moo S U2 < Call - lloo all -l < - Ml < Rl -
(@) call - lloo <1+ Mly < Gl -l (b) ¢

2. Aufgabe (4 + 2 Punkte)

Fir A e M, xn(C), A= (aj)i<ij<n, definiere ||Allz =,/ > |ai;|?.
\/ ig=1

(a) Zeige, dass d(A, B) := ||A — B||2 eine Metrik auf M, (C) definiert.
(b) Sei (Ag)ken, Ax = (a(f))lgi,j@, eine Folge in M,,«,(C). Zeige, dass

1,

(k)

lim Ay = A genau dann, wenn  lim a;;

=q;firallel <i,7<n.
k—o00 k—o0

Folgere, dass (M,,x,(C),d) ein vollsténdiger metrischer Raum ist.
(c) Beweise, dass [|ABls < [|Allz - | Bl fiir alle A, B € My, (C).

1
(d) Zeige, dass fiir jedes A € M,,,,(C) die Reihe exp(A) := Z HAk konvergiert.

0 —t =
(e) Berechne exp ( : 0) :
(f) Zeige: Wenn AB = BA , dann exp(A + B) = exp(A) exp(B) .

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei D C C, und sei V = CJ(D,C) der C-Vektorraum der stetigen beschrinkten
Funktionen f: D — C.

(a) Zeige, dass V mit der von der Supremumsnorm || - ||p induzierten Metrik ein
vollstandiger metrischer Raum ist.

(b) Sei D = [a,b] C R und || - ||y die durch || f|; := fab |f(x)| dz definierte Norm auf
V. Ist V mit der induzierten Metrik vollstandig?

Tipp: Betrachte f, : [0,1] — C, f, =0auf [0, — ], f, =1 auf [1 + %, 1] und linear
auf [% — %,% + %], zeige, dass (f,)n eine Cauchy-Folge ist, die nicht konvergiert.
Wiirde ein Grenzwert f € V existieren, so kénnte man zeigen, dass f = 0 auf [0, %),
f=1auf (%, 1], so dass f nicht stetig sein konnte.

(bitte wenden)



Zusatzaufgabe (+ 4 Punkte)
Sei C'([0,1]) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 1].
Definiere

1
||f||1=/0 [f@®)ldt HfH:til[épl]'f(t)' o = LA+ 1AL

(a) Zeige, dass ||| - ||| eine Norm ist.
(b) Zeige, dass eine konvergente Folge bzgl. || - || auch bzgl. || - ||; konvergiert und
dass eine konvergente Folge bzgl. ||| - ||| auch bzgl. || - || konvergiert.

(¢) Untersuche die Konvergenz der Folgen f,(t) = t" und g,(t) = + sinnt bzgl. der
drei Normen. Sind diese Normen aquivalent?



