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1. Aufgabe (4 Punkte)
Sei End(R"™) der Raum der linearen Abbildungen R™ — R".

Sei Aut(R™) die Menge der invertierbaren Elemente in End(R™).

Die Operatornorm ist definiert als ||T'|| = sup{||T| | ||[v|| < 1}.

(a) Sei T' € End(R™). Zeige, dass Id =T invertierbar ist, falls ||7'|| < 1, und die
Umkehrabbildung durch die konvergente Reihe ) ;7™ dargestellt wird.

(b) Seien T' € End(R") und Ty € Aut(R"). Zeige, dass |TT, "' —Id|| < 1, falls
|IT —Tol| < 1/||Ty || Folgere, dass die offene Kugel in End(R™) mit Mittelpunkt T
und Radius 1/||T; || nur aus invertierbaren Elementen besteht.

(c) Seien T,S € Aut(R"). Zeige, dass T~ — S~! =TS — T)S™! und dass die
Abbildung ¢ : Aut(R") — Aut(R"), T — T, stetig ist.

(d) Zeige, dass @ stetig differenzierbar ist und seine Ableitung durch dp(T) - H =
—T~'-H-T7! fir alle T € Aut(R"), H € End(R") gegeben ist.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Zeige fiir f : R? — R definiert durch f(0,0) = 0 und

22 — 12

2 + yg fiir (QI, y) # (07 O) )

(a) O1f und Oy f existieren in jedem Punkt des R? (auch im Nullpunkt) und sind
stetig; insbesondere ist f differenzierbar;

f(z,y) =zy

(b) 012f(0,0) und 09 f(0,0) existieren, sind aber nicht gleich.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei U C R™ offen. Der Laplace-Operator A : C*(U,R) — C°(U,R) ist definiert
durch Af := 011 f+ ...+ Opnf. Wir betrachten nun U := R"\ {0} und die Funktion

r:U>sxw|z)s =/ (z,2) € R

(a) Berechne die Gradienten grad(r*~")(z) und grad(logr)(z).
(b) Zeige: A(r*=™) = 0; im Falle n = 2 gilt A(logr) = 0.

Zusatzaufgabe (+ 4 Punkte)
Sei f € C*(R* R) und P: Ry xR 3 (r,¢) — (rcos ¢, rsin¢) € R? die Polarkoordi-
natenabbildung. Zeige, dass mit F':= fo P € C*(R, x R,R) gilt:

( 0? 1 02 1 0

wF+7«_2'aT¢)2F+F'EF)(T’¢) = (Af)(P(r,9)) .



