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1. Aufgabe (5 Punkte)
Sei V' ein orientierter Skalarproduktraum, dim V' = n. Sei wy das Volumenelement.
Fir ein (n—1)-Tupel (vy,...,v,-1) aus V' (n > 2) definieren wir das Vektorprodukt
V1 X...X v, als der einzige Vektor v € V' so, dafl (v, u) = wy (u,vy,...,v,_1) fiir alle
u € V. Beweise die folgenden Eigenschaften des Vektorproduktes v = vy X... X v,_1:
(i) Vo) X ... X Ug(ne1) = €(0)v fiir alle o € S,,_1.

(i) (v,v;) =0firallel <i<n-—1.
(iii) v # 0 genau dann, wenn vy, ..., v,_1 linear unabhéngig sind. In diesem Fall ist
(v,v1,...,v,_1) eine positiv orientierte Basis.
(iv) [lv]l* = G(v1,.. ., vn-1) = det((vi, vj) )1<ijn—1-
(v) Seie=(ey,...,e,) eine Orthonormalbasis. Dann gilt

€1 <’U1,61> Ce <Un_1,€1>

v=c(e)det | ... ... ... ,
€n <U17 €n> s <'Un717 €n>

wobei e(e) das Vorzeichen der Basis e ist.

2. Aufgabe (4 Punkte)
(a) Sei w eine 2-Form auf R? \ {0} gegeben durch

1
x2+y2+22)3/2

w(m,y,z):( (xdy Ndz+ydz Ndx + zdz N\ dy) .

Berechne P*w, wobei P die Kugelkoordinatenabbildung ist.
(b) Berechne das dufiere Differential folgender Formen in R3:

w; = e“cosydr — e’ siny dy
wy =axydr ANdy +2xdy Ndz 4+ 2ydx AN dz
wy=zdr Ndy+xdy Ndz+ydx Ndz

(bitte wenden)



3. Aufgabe (3 Punkte)
(a) Seiw = fdx + gdy € Q'(R?) eine geschlossene 1-Form auf R?. Bestimme die
Losungsmenge der Gleichung da = w, wobei o € C*°(R?).

(b) Bestimme die Losungsmenge der Gleichung dn = y dz A dy, wobei 1 € Q(R?).
(c) Seiw € QY(R?\ {0}) die 1-Form

rdy —ydx
2?2 4y?

Beweise, dal w geschlossen aber nicht exakt ist auf R? \ {0}. Gebe eine (moglichst
groBe) offene Teilmenge U C R? \ {0} an, auf der w exakt ist.

Zusatzaufgabe (+ 2 Punkte)
Das Mobiusband M C R? ist definiert als Bild der Funktion f: (—1,1) x R — R3,
f(t,9) = (2cosv + tcos g cos?,2sind + t cos g sin®, ¢ sin g) Zeige, dafi M nicht
orientierbar ist.



