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Aufgabe 1. Gegeben sei eine stetig partiell differenzierbare Funktion
g: [a,b] x [a,0] — R, (z,t) — g(x,1),

mit deren Hilfe eine Funktion G: [a,b] — R durch

G(z) = /z g(z,t)dt

definiert wird. Zeigen Sie, dafl G differenzierbar ist, und dafl die Gleichung

1N * dg
G'(z) =g(z,z) + r (z,t)dt

gilt.

Aufgabe 2. Sei f: R2 — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Der Diffe-
rentialoperator A, gegeben durch
o2 0? o2f 9%f
Af =(=—+=—=)f= 5+ —=
/ (6502 + 8y2)f ox?  0Oy?
heift Laplace-Operator. Ist nun ¢: R?2 —s R? ein Diffeomorphismus so ist der durch den
Koordinatenwechsel ¢ beschriebene Operator A durch folgende Gleichung gegeben.
(Af)od=A(fo9).
Ziel ist es den Laplace-Operator in Polarkoordinaten zu beschreiben. Sei dazu ¢ der Koordinaten-

wechsel von Polarkoordinaten (r, ) zu kartesischen Koordinaten (z, y).

(a) Zeigen Sie, dafl
(fz o ¢>fy °¢) = ((fo d))ra (f°¢>)<p) : J¢_17

wobei f, die partielle Ableitung von f nach z bezeichnet.
(b) Zeigen Sie, daf§
feod = (Fodh-cosp—(fod),  —sing
fyob = (Fodh-simp+(fod)y s cosp

(c) Zeigen Sie, dal der Laplace-Operator in Polarkoordinaten gegeben ist durch

2 1 9 1 0

-2 ,10 1 &
8r2+r 67‘+r2 Op?

b.w.



Aufgabe 3. Sei
v: U—R", z+— (v1(x),...,v,(x))

ein Vektorfeld und v: [a,b] — U eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in U. Das Integral

b
[vas= [ wo). i)
Yy a
heifit Kurvenintegral von v lings ~.

(a) Besitzt das Vektorfeld v ein Potential A (d.h. es gilt v = —grad h), so gilt fiir jede stiickweise

stetig differenzierbare Kurve v in U
[ vds = ntyt@) = )
v

Insbesondere ist dann also das Kurvenintegral gleich 0, falls die Kurve ~ geschlossen ist, d.h.
falls gilt v(a) = v(b).

(b) Sei ein Vektorfeld v auf U = R?\{(0,0)} gegeben durch

— (Y r

’U((E,y) - (5132 +y2a 1_2 +y2)

Zeigen Sie, dafl v kein Potential besitzt.

(Hinweis: Finden Sie eine geschlossene Kurve v in U, so daff das Kurvenintegral von v lings

dieser Kurve nicht verschwindet.)

Aufgabe 4. Sei U C R? ein offenes Rechteck und v ein darauf definiertes Vektorfeld

V: U — ]R2, (JE,y) — (f(may)ag(xay))a
so daf} fy, = g,-

(a) Finden Sie ein Potential von h.
(Hinweis: Sei F': U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit F, = f. Dann
setzen Sie an h(z,y) = F(x,y) + ¢(y), wobei ¢ eine Funktion auf U ist, die nur von y
abhingt.)

(b) Bestimmen Sie ein Potential von v(z,y) = (2zy, % + 2y).

Bemerkung. Wenn ein Vektorfeld v = (f, g) auf R? ein Potential besitzt, so folgt offensichtlich
fy = 9. Das Beispiel in Aufgabe 3(b) zeigt, dafl diese Bedingung im allgemeinen nicht hinreichend
fiir die Existenz eines Potentials ist. Aufgabe 4 zeigt, dafl auf einer Menge wie R? diese Bedingung
tatsdchlich hinreichend ist.
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