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Aufgabe 1.

(a)

Verwenden Sie die Beziehung zwischen Differentialgleichungen der Ordnung n auf R und
Differentialgleichungen erster Ordnung auf R® um zu zeigen, daf} sich der Losungsansatz
fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen auf R wie folgt in ein Losungsverfahren der
Gleichung

2™ +a, 120D 4+ a3 + agz = b(2) (*)
(ag,...,an_1 € R, b € C°(R)) iibersetzt: Ist ay,...,a, ein Losungsfundamentalsystem der

zugehorigen homogenen Gleichung
(" 4 an,lw("_l) +...+a1z+apx=0

so ist ajuy + ... + a,u, eine Losung von (%), wobei die Funktionen u; € C(R) mittels der

Gleichung
(6731 PN Qp . 0
u1
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gefunden werden.
Finden Sie mittels des in (a) beschriebenen Verfahrens eine Losung der Differentialgleichung
# 4 wlr = Ae™ol,

mit A, w, wy € Rt. Beschreiben Sie das unterschiedliche qualitative Verhalten der Losung,

je nachdem ob wy = w oder wg # w.

Aufgabe 2. Die Funktionen f,g: R® — R seien wie folgt definiert:

f(mayaz) = m2+my—y—z
g9(z,y,2) = 22°+ 3xy— 2y — 3z

Dann ist

C={(z,y,2) € B: f(z,y,2) = g(z,y,2) =0}

eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R®, und ¢ — (¢,¢2,¢%) ist eine globale Karte

von C.

b.w.



Aufgabe 3. Seien a > 0 und b € R Konstanten. Ein System aus zwei Massenpunkten im festen

Abstand a kann sich im R? so bewegen, daf die Position x = (z1,2) des ersten Massenpunktes

immer z? — 22 = b erfiillt. Beschreiben Sie den Konfigurationsraum M des Systems als Teilmenge

von R? x R? und bestimmen Sie, fiir welche b € R der Konfigurationsraum M eine Untermannig-
faltigkeit des R? x R? ist.

Aufgabe 4. Sei f: R* — R** eine differenzierbare Abbildung. Ein Wert ¢ € R** heifit
regulér, falls J;(a) Rang n—k hat fiir alle a € f~!(¢), mit anderen Worten, wenn das Differential
d.f surjektiv ist fiir alle a € f~!(c). In diesem Fall ist f~!(c), sofern f~'(c) # 0 gilt, eine

k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™.

(a) Sei R™*™ der Vektorraum der reellen n x n Matrizen, S der Vektorraum der symmetrischen

n X n Matrizen, und E bezeichne die n x n Einheitsmatrix. Die orthogonale Gruppe O(n)
ist die Menge
O(n)={AeR™™: A'A = E}.

Durch Betrachtung der Abbildung

fi RXn S
A A4

zeige man, da O(n) eine Untermannigfaltigkeit von R**™ der Dimension £n(n — 1) ist.
(Hinweis: Beachten Sie, da8 fiir eine differenzierbare Kurve v: (a,b) — R**™ aufgrund der

Kettenregel gilt
d
E(f °7)(80) = dy(s0)f (7' (50))-

Betrachten Sie Kurven der Form v(s) = A+ sB mit A € O(n). Wie mufl B gewihlt werden,
damit d4 f(B) gleich einem gegebenen C' € S wird?)

Die Lorentz-Gruppe O(3,1), die in der speziellen Relativitéitstheorie eine wichtige Rolle
spielt, ist die Gruppe der reellen 4 x 4 Matrizen A, die der Gleichung A’!DA = D geniigen,
wobei D die Diagonalmatrix mit Diagonaleintriigen (1,1,1,—1) ist. Zeigen Sie, dafi O(3,1)

eine 6-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R*** ist.
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