SS 2011 Prof. Hansjorg Geiges
Dr. Kai Zehmisch

Differentialtopologie
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Aufgabe 1. Unter einer Gruppenwirkung einer Gruppe G auf einer Menge X versteht man eine
Abbildung G x X — X, (g,2) — g(x), mit e(z) = « fiir das Einselement e € G und alle z € X
und g(h(z)) = (gh)(z) fur alle g,h € G und = € X.

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) wirkt auf S? C R? durch

SO(3) x S§2 — §2
(a« , p) — ap)

(a) Dies induziert eine Wirkung auf dem Einheitstangentialbiindel 77.5% durch

SO(3) x T8 — T8
(a , X) — Ta(X)

(b) Sei Xy ein fest gewiihlter Einheitsvektor in einem Punkt py € S2. Dann definiert die Abbil-

dung
S0B3) — T1S5?
@ —  Ta(X))

einen Diffeomorphismus.

Aufgabe 2. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f: M — N eine differen-
zierbare Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Das Differential Tf: TM — TN von f ist differenzierbar.

(b) Ist M zusammenhingend und das Differential T f von f iiberall Null, so mufl f konstant
sein.

(¢) Ist f eine Einbettung, so auch T'f.

Aufgabe 3. Eine stetige Abbildung f: M — N zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
ist differenzierbar genau dann, wenn go f € C*°(M) gilt fiir jede Funktion g € C*°(N).

b.w.



Aufgabe 4. (a) Beschreiben Sie eine differenzierbare Abbildung f: R — R? mit der Eigen-
schaft, dafl die Menge

FHteR : t > k})
fiir jedes k € N ganz Q7 enthalt.
(b) Es gibt eine stetige Funktion 6: R — R™, so daf§ es keine Einbettung g: R — R gibt mit
If —gl <o.

(Die allgemeine Aussage hinter dieser Aufgabe ist die, dafl Einbettungen in der sogenannten
starken Topologie i.a. nicht dicht sind im Raum aller differenzierbaren Abbildungen.)
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